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Introduccién

El presente texto nace como resultado de la compilacion de las soluciones a las ayudantias realizadas
durante la Temporada Académica de Verano 2014 del curso Calculo II. Posteriormente estas fueron
revisadas, corregidas y se agregaron los conceptos importantes del curso asi como algunos problemas
resueltos adicionales. Todo esto resulta en un texto de més de 300 paginas que trata de abordar todas
las tipologias de problemas disponibles en el curso.

El curso Calculo II es una miscelanea de topicos relacionados con lo ya aprendido de calculo en una
variable, razén por la que si bien la densidad conceptual no es alta como en dicho curso, si existe una
gran amplitud en cuanto a la tipologia de problemas que se puede medir en una evaluacién. Dado
que el objetivo de este trabajo fue recopilar casi la totalidad de problemas disponibles, ello explica
la extensiéon de este texto.

El libro cuenta con problemas recopilados de diversas fuentes —cada uno resuelto y explicado inte-
gramente por el autor de este trabajo—, entre ellas:

= Evaluaciones histéricas del curso desde 2005.
s El texto guia del curso: J. Stewart, Calculus: Early Trascendentals, 7a edicién.

» Ayudantias historicas del curso, entre ellas destacan el notable trabajo realizado por Sebastian
Urrutia.

= Problemas disponibles en las evaluaciones y material de los cursos de Calculo de MIT, todos
disponibles en la plataforma MIT OpenCourseWare bajo licencia Creative Commons.

= Problemas de elaboracién propia, principalmente aquellos de caracter conceptual.

Este texto tiene como tnica finalidad ser un complemento al estudio del curso y en ningin caso
reemplaza al estudio conceptual que debe realizarse sisteméaticamente en las catedras y los textos
guias.

El libro se encuentra en permanente revision y correccion de detalles, razén por la cual cualquier
observacién, comentario y/o sugerencia se muy bien recibida en mi correo personal, spsoto@uc.cl.
Finalmente, me gustaria agradecer a todos aquellos quienes revisaron el trabajo, en particular mien-
tras estas fueron elaboradas en el TAV 2014. Mencién especial merece Alessandro Valentini, quién se
dio el trabajo de revisar gran parte de lo escrito en cada uno de los problemas.

Si eres alumno de Célculo IT actualmente y estas leyendo esto, te deseo el mejor de los éxitos del curso,
y espero que este texto pueda serte de gran utilidad en tu estudio y desempeno en las evaluaciones.

Sebastian Soto R.
Julio de 2014


http://http//web.ing.puc.cl/~sgurruti
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http://ocw.mit.edu
mailto:spsoto@uc.cl

1. Aplicaciones de la integral

1.1. Repaso de técnicas de integracién

En los préoximos apartados realizaremos un uso intensivo de las técnicas de integracién ya estudiadas,
por lo cual es pertinente partir haciendo un repaso con las técnicas habituales y revisando algunas
de las integrales mas utilizadas.

Este apartado sera relativamente breve, razon por la cual se aconseja revisar el capitulo completo de
técnicas de integracion del compilado de problemas resueltos de calculo en una variable, no solo en
este apartado si no a lo largo de todo el capitulo de aplicaciones de la integral.

Problema 1.1: Calcule las siguientes integrales:

P (x)dx r—3

a xrarcsen (z) dz. LT G f(x) =
@ [ zarcsen (o) @ [ s @="

(b) / \/%d—xw- (e) / sec® z dz.
(c) /O Wz/warctan (V) da. (f) / V1+a2da.

Solucion:

(a) Una opcién valida (dentro de las varias que pueden existir para calcular la misma integral) puede
ser realizar la sustitucién u = arcsen (x), de modo que se obtiene la integral:

/ z arcsen (z) dz = / wsen (u) cos (u) du = F (u)

Sin embargo, al regresarnos a la variable original, x, tendremos que aplicar una serie de propiedades
trigonométricas que pueden complicarnos al obtener la funcion deseada. Es por esta razén que apli-
caremos directamente el método de integracién por partes, notando que si bien x es facil de derivar,
la integraremos ya que arcsen(x) no es facil de integrar de esta forma,

d
u=arcsen(z) — du= ’
1 —a?
2
dv=ux =
2
Luego,
/ (z)d x? (z) 1/ r?dx
rarcsen (r)dr = —arcsen(z) — = | ———
2 2 ) V1= g2
—_———



Nos concentramos en calcular (1). En este caso, dada la naturaleza del denominador es conveniente
aplicar la sustitucién x = sen(t) — dz = cos(t)dt. Con ello,

sen?(t) cos )dt 204y
\/1—332 \/1—sen2 sen(¢)
De la relacién de coseno de la suma:

cos(2t) = cos?(t) — sen®(t) = 1 — sen®(t)

Entonces: 1 ”
sen? (t) — LS()
2
Con lo cual,
x2dx t 1
— = 55 2t) dt
/ T2 5 3 / cos(2t)
t  sen(2t) N
= - - c
2 4
Con ello,
2 1/t 2t
/xarcsen (x)dz = % arcsen(z) — 5 (5 _ Seni )) N
2 1 sarcsen x  sen arcsen I COSsarcsen x
= —arcsen(x) — = < _ ) c
2 2 2 2
Es decir,

1’2

1
/a: arcsen (z) dx = 5 arcsen(z) — ) (arcsen r—axV1— 3:2> +c

(b) Observe que siempre en este tipos de expresiones en que aparece un polinomio cuadrético dentro
de una raiz en el denominador conviene realizar el proceso de completacion de cuadrados para obtener
la sustitucién adecuada. En este caso,

dr+a2? = 2°+2-20+4—4
= (z+2)°—-4

Es decir,

/ dx _/ dx

En este caso no se pueden utilizar la sustituciones trigonométricas ya que no existe forma sencilla
de simplificar, por ejemplo, cos?(x) — 1 en la rafz. En este caso es conveniente realizar la sustituciéon
con una funcién hiperbdlica. En virtud de la identidad:

cosh® z —senh?z = 1
Utilizamos la sustitucién x + 2 = 2senh ¢ — dz = 2 cosh tdt. Es decir,

2 coshtdt

/ dx _/ —/dt—>/ dx
Viz + 2?2 2v/senh®t — 1 Viz + 2?2

=t+c



2
Pero de la sustitucién empleada se tiene que: t = senh™" (%) Luego,

/—dx = senh™" L2 +c
Vir + 22 2

(c) No hay nada que podamos hacer con la integral respecto a sustituciones. Sin embargo, recuerde
el lector que la derivada de arctan(z) es 1/ (1 + 2?), la cual es una expresién fraccionar que si es
posible trabajar. Por esta razon es que probamos integrando por partes, de modo que:

1 dz
= arct —du=—+=
u = arctan (1/7) U i Tz
dv =dz Suv=r
De esta forma,
2
n2/16 ™ /16 | /s d

/ arctan (\/E) dx = x arctan (\/5) 1t / \/5 T
0 0 2 0 1 + X
—

(1)

En la expresion anterior nos “molesta” el hecho de que aparezca una raiz, razén por la cual probamos
con la sustitucién t = y/z — dt = dz/2/x — 2t dt = dz. Es decir,

72/16 d /4 £2d¢ /4 1
/ vede 2/ - 2/ 1— dt
0 1+ o 1412 0 1+¢2

La integracion final resulta sencilla:

d
/\/E T %—arctan(:c)

1+

w/4

0

=T 9
2

Finalizamos:

2

w2/16
/0 arctan (\/E) de =1+ 71T_6 arctan <%) — %

(d) Parta por notar que la derivacién de f(z) y el cdlculo de f2(z) convierte la expresién involucrada
a integrar en una complicada desde el punto de vista algebraico. Puede evitarse todo este tedioso
trabajo siendo ingeniosos en cuanto a la expresion involucrada.

Observe que aparece una funcién que contiene a f(z) multiplicado por su derivada, f'(z). Luego,
aunque resulte una generalizacion algebraica, sigue siendo valido aplicar el teorema de sustitucion:

u= f(z) = du=f'(z)dx

Con ello,

P f(z)dw _/f(S) du
L@ Ji 1+

6



con f(3) =0y f(1) = —1. Luego, dado que la nueva primitiva es muy sencilla de calcular, tenemos
que:

SM_HIC&D — arctan(—
TP o) marctan )

Es decir,

o (2)da T

L1+ [f (@) 4

(e) En las préximas aplicaciones de la integral que revisaremos, eventualmente aparecerd esta integral,
por lo cual se recomienda saber calcularla. Tenemos que:

/sec3$d$:/sec2x secx dx

Acd notamos que sec? z es facil de integrar y sec z facil de derivar. Hacemos entonces:

U = secx — du = tanx secx dx
dv=sec?zdxr — v=tanzx

De esta forma,
/sec?’zdx =secx tanx — /tanQ:U secx dx

Pero tan?z = sec? x — 1, con lo cual si reemplazamos en la integrla de la derecha:
/sec3xdx =secx tanx — /sec?’x —secxdx
Es decir, reordenando la ecuacion:

2/se03xd$:secx tanx—l—/secwdx

Y /seca:dx = In [tanz + sec x| + ¢, con lo cual

3 1 1
sec’ rdx = §ln|tanx+sec:c| + 5 secx tanx + ¢

(f) Esta integral puede resolverse de dos formas. Revisaremos ambas:

Primera forma: Hacemos = = tant — dz = sec? t dt. De esta forma,

/\/1+x2dx:/\/1+tan2tsec2tdt:/sec3tdt

Ya vismo en el problema anterior como resolver esta integral. Luego,
1 1
/\/1 + 22dx = 5 In [tant + sect| + §sect tant + ¢

Pero t = arctan z, con lo cual

1 1
/v1+x2dx—§ln<x+\/1+x2>—|—§x\/1—|—:c2+c

7



recordando que sec arctan x = /1 + x2. Asimismo, el médulo es redundante, pues V1 + 22 > x por
axiomatica real, en el caso eventual de x fuese negativo.

Segunda forma: Hacemos x = senht — dx = coshtdt. De esta forma,
/\/1 +x2dx = / V1 +senh®t coshtdt

Recordando que cosh?t — senh?t = 1, entonces la integral es igual a:
1
~~~:/cosh2tdtzz/62t+2+eQtdt
Integrando termino a término:

1/1
/\/1+x2dx = Z(é(ezt—e_gt)—l—%)%—c

1 1
= §t+ §cosht senht + ¢

donde notamos que 2senh z cosh x = 2senh 2x. Volver aqui a la variable original resulta sustancial-
mente mas tedioso. Esto se debe a que:

t =senh 'z

Recordamos que:

T —x

6 —_—
senhx:y:T—>2y:em—e_r/xe‘”—>62x—2ye‘”—120
Haciendo u = €* obtenemos la ecuacion cuadratica:

2y + \/4y? +4
e 2!

w—2u—1=0—u=

Dado que u > 0 (no es dificil demostrar esto), entonces nos quedamos solo con la rama positiva, i.e.

e”‘”:y+\/y2+1—>w:1n<y—|—\/y2+1>

Es decir, senh™' z = In (x +Vx2+ 1). Reemplazando en la expresién que obtuvimos para la primi-
tiva:

/v1+x2dx =

1
= 5111 (x+Vx2+1> + ix coshsenh™ z + ¢

Para simplificar la ultima expresion notamos que:

1
In (a: +Va?+ 1) + 3 senhsenh™! z coshsenhz + ¢

— DN =

cosh?u — senh?u = 1 — cosh?senh™ z — senh®senh ™'z = 1

De esta forma,
cosh?senh™ 2 — 22 = 1 — coshsenh™' 2 = V1 + 22

donde nos quedamos con la rama positiva pues el coseno hiperbdlico es una funcion siempre positiva.
Finalmente,

1 1
/v1+x2dx:§ln<x+\/x2+1>+§x\/1+x2+c




1.2. Calculo de areas

La primera aplicacion bésica de la integracién es el calculo de areas, pues en efecto es la motivacion
conceptual para el cdlculo de integrales. Sin embargo, las dificultades nuevas que asi surgen guardan
relacién con encontrar la integral adecuada dada una regiéon en particular, o bien escoger el eje de
integracion adecuado para que sea en efecto posible calcular la integral.

La estrategia general para este tipo de problemas es:

» Paso critico: Determinar la region a la cual se le desea calcular el area, para asi poder plantear
correctamente la integral y los extremos de esta.

= Escribir la integral: Usar la relacién

Apgal = / dA con dA = |f(z) — g(x)] da

donde el moédulo mide la distancia del extremo inferior al superior y se toma el médulo para
obtener una cantidad siempre positiva (el drea de cualquier figura lo es).

iOjo! En este paso es importante determinar la conveniencia de integrar en el eje x 0 en el eje
y asi como determinar adecuadamente los intervalos de integracién, debido a que de no reali-
zarse el procedimiento completo es erréneo, inclusive si las técnicas de integracion son correctas.

Suerte similar correrdan casi todos los problemas de aplicaciones de la integral que vere-
mos en las proximas secciones.

= Calcular la integral: Mediante las técnicas de integracién adecuadas.

Esta sera la estrategia que usaremos en todos los siguientes problemas. Una forma sencilla de verificar
que nuestros resultados estén correctos consiste en ver si el resultado es efectivamente positivo, ya
que al tratarse de magnitudes geométricas, no hay lugar para resultados negativos (y tampoco nulos
en la mayorfa de los casos).

Problema 1.2: Dibuje la regién acotada y delimitada por las curvas y = 12 — 22 e y = 2> — 6.
Luego, calcule el area de la region.

Solucion:

Notando que ambas funciones son pardabolas con vértice en x = 0, una con concavidad hacia arriba
y otra con concavidad hacia abajo, graficar es sencillo:



Es decir, por arriba en la integracién se ubica la curva 12 — 22 y por abajo la curva z? — 6. Para
integrar debemos integrar entre ambas coordenadas = de los puntos de interseccién de las curvas. Por

lo tanto, igualamos:
12—a2*=2"-6—2>=9— x==3

Escribiendo la integral,

3
A:/ 12— 22— 22 +6dx

-3

Calculando mediante integracion polinomial,

A=T2

Problema 1.3:

(a) Calcule el drea de la regién limitada por la parabola y = x* — 2z + 2, su tangente en el punto
r=3yelejeY.

(b) Calcule el drea de la regién R definida por

R ={(z,y) €eR?* : y<cosz, y>senw, v € [0,—],3/20}

Solucion:

10



(a) En este caso, lo primero que debemos hacer es graficar las relaciones involucradas. Como:
2 2
r*—2r+2=(x—1)+1

Entonces identificar R resulta sencillo a partir del grafico:

Luego, calculamos la recta tangente a partir de la ecuacion geométrica de la recta tangente:

LW~ o) >y = F (@) (@ = 20) + 1o

Reemplazando con zq = 3, f'(3) =4 e yo = 5, entonces la ecuacién de la recta tangente es:
Ytan = 4'7/' - 7

Luego, del grafico se observa que:

A = /3[(x—1)2+1—4x+7}dx

(v —1)°|

24 — 18
3 +

0

8
= -+46
3+

Es decir,
>0

(b) Nuevamente graficamos la regién (coseno en rojo, seno en azul), la cual es facilmente identificable
a partir de las restricciones impuestas. Observe que si no se impone que x < 7/4 ya que dada la
periodicidad de seno y coseno se repiten periédicamente conjuntos que cumplen todas las restricciones.

11



Luego, se sigue que:

w/4
A:/ cosx — senz dx
0

donde 7/4 se obtiene de resolver la ecuacién cosz = sen z. Calculando,

w/4 /4

A=senzx + cosx

0 0

S|lA=v2-1|>0

En el siguiente problema revisaremos la ventaja de integrar en un eje con respecto a hacerlo en otro.

Problema 1.4: Calcule el drea encerrada entre las curvas y*> = x, y = 3 (x —3) en [0,9].

(a) integrando en el eje .

(b) integrando en el eje y.

Comente sus resultados y la metodologia empleada.

Solucion:

Grafiquemos la region, pues tendremos que usarla en ambos problemas.

12



(a) Observe que si integramos en x, entonces los diferenciales de drea son dA = (yo —y;1) dz. En
este caso, antes de la linea roja el extremo superior corresponde a /z al despejar la pardbola y el
inferior a —4/z al despejar la rama inferior. Sin embargo, después de la linea roja pasamos a la recta
como extremo inferior, por lo cual necesariamente al integrar en este eje tendremos que escribir dos
integrales.

Buscamos la interseccién de ambas curvas resolviendo el sistema:

i) =T
1
y :§($—3)

Elevamos al cuadrado la segunda ecuacién e igualamos las componentes y:

1
3;:Z(x_3)2_>4x:x2_6$+9—>x2—10:1:+9:0

Factorizando obtenemos que (z —9) (z — 1) = 0, de donde obtenemos z = 1 y z = 9. Observamos
de la grafica anterior que el punto de utilidad es el menor, z = 1. Luego, escribimos la integral:

Az/ol\/i—(—\/i)der/lg\/_—%(x—?)) da

donde integramos hasta 9 pues del grafico se deduce que aqui termina el area. El area anterior se
resuelve mediante simple integracién polinomial, obteniendo asi:

A= 22
3

(b) Ahora los diferenciales de area corresponderdn a dA = (z9 — x1) dy donde deberemos despejar
x en funcién de y. Cabe observar adicionalmente que ahora en todo el intervalo el extremo inferior
es la pardbola y el superior la recta, por lo cual solo sera necesario escribir una integral.

13



Luego, la pardbola ya estd en la forma z en funcion de y. Para la recta hacemos un simple despeje

algebraico:
1
yzi(x—3)—>x:2y+3

Los extremos de integracién serdn ahora de y = —1 (reemplazando x = 1 en cualquiera de las dos
funciones) hasta y = 3. De esta forma,

3
A:/ 2y + 3 —1y*dy

-1

Realizando la integracion polinomial nuevamente obtenemos:

A= 22
3

Este es un caso bastante simplificado, pero se comprueba que claramente puede resultar mucho mas
sencillo integrar en un eje que en otro, pues se requiere hacer menos despejes algebraicos y/o escribir
una menor cantidad de integrales para expresar el area. No existe receta para esto, pues depende de
cada problema, pero se hace evidente la necesidad de graficar siempre la region de integracion para
poder determinar cémo escribir de forma sencilla las integrales involucradas.

Problema 1.5: La figura siguiente muestra una curva y = f(z) tal que para todo punto P, el drea
contenida en A y B son iguales. Determine f(x).

14



Solucion:

Sea P = (z, f(x)). Es evidente que en el problema debera cumplirse que:

Entonces, calcularemos las dreas A(z) y B(x) como integrales cuyos extremos dependen de z. Es
evidente que la integral de B(x) contendra implicitamente a f(z). Luego, derivando por T.F.C.
eliminamos las integrales y obtendremos una expresién algebraica de la cual despejar f(x). Sigamos
este procedimiento entonces.

Partamos por calcular A(z), lo cual es practicamente directo ya que es el drea entre x? y 22 de 0 a

x. Es decir,
Ar) = / 2t* — 2dt = / t2dt
0 0

Por otra parte, observe que la integral de B(x) en el eje = resulta complicada de calcular, ya que
debemos separar la integral en dos: una entre 22% y f(x) y la siguiente entre la altura de intersecciéon
e y = 222, El punto de interseccién viene de despejar una ecuacién algebraica para f(z), razén por
la cual concluimos que calcular la integral en el eje eje x resulta tedioso.

Esto no es asi en el eje y para B(z), ya que resulta un drea tan facil de calcular como en el caso de

A(z). Tenemos que:
222
= [ s -rwa

Observe que en el eje y fue necesario tomar las inversas de las funciones 2¢? y f~!(t) respectivamente.
Luego, deberd cumplirse que:

A(x):B(x)%/oztzdt:/ox %—f‘l () dt

Derivando haciendo uso del T.F.C:

222
2% = [ 5 - ! (2:752)] 4x
Como esto debe cumplirse para todo z, no solo en particular para x = 0, podemos despejar las x sin

ningin problema, obteniendo asi:

) =

Hacemos la sustitucién y = 22 — x = /y/2 ya que estamos trabajando en el primer cuadrante.
Con ello,

_ 3y
f 1(9)—1 5

La inversa de la inversa, la funcién original, resulta sencilla de calcular en este caso, obteniendo asi:

32 ,

f($):§$

Decimos entonces, al dividir en area iguales, que y = 222 es bisectriz de f(x) y 2.

15



Problema 1.6: Considere la funcién f (z) = 2z — 22 y la regién R definida por
R={(z,y) |t =20,0<y< f(2)}

Determine un punto Py = (zo, f (zo)) en el gréfico de f, de modo que la recta que une el origen con
Py divida R en dos regiones con la misma area.

Solucion:

Partamos graficando la situacion por la cual se pregunta, identificando apropiadamente las regiones
a partir de la definicién para un Py cualquiera:

Rl P(]

Ro

X0 \

Notamos que la recta pasa por el origen, por lo cual tiene la forma y = mx. La pendiente deberd ser

entonces: )
_ Ay f(=) Sy 2x0 — x5

= (2 —
Az To o z=( To) @

Luego, evaluando las integrales adecuadamente, para obtener el area de cada region:

ARy = /Oxo (22 — 2?) —(2—$0)xd$:%

0 2 x4
A(Ry) = /0 (Q—xo)xdx+/ o0t —x?dr = -2 4+ =
zo

El 2 que buscamos deberd cumplir que A (R1) = A (R2). Es decir,

3 3
xo ‘TO 4 3
_—=—— —_ = 4
; R B V4

Es decir, | Py = (\S/Z, - 2\3/41) )

16



1.3. Calculo de volumenes

Dado un sélido de forma arbitraria, tenemos como motivacion calcular su volumen. Consideremos la
siguiente figura:

XNy

Observe que si cortamos con un cuchillo una rebanada del sélido de la izquierda, obtendremos una
rebanada con un espesor Az y un volumen total AV. Es directo que en este caso la suma de cada
AV nos entrega el volumen total del sélido. En otras palabras, si cortamos n rebanadas:

k=1

A partir del mismo gréfico de la figura izquierda es facil notar que el area de la secciéon de la rebanada
depende de z. Es decir, A = A (z).

Una buena aproximacion del volumen de cada rebanada puede ser tomar el area de la rebanada en
un x} entre x;_1 y x; y multiplicar este area por el espesor de la rebanada. Es decir,

AV = A(z;) Az

Al hacer la cantidad de rebanadas cortadas tender a infinito, tendremos que = — 5, y que Az — 0,
por lo que la suma de los AV} se convierte en una integral que nos entrega el volumen exacto del

sélido. Es decir,
AVi = A(x}) Az 2225 AV = A(z) dz

Sumando desde a hasta b:

Vz/abA(m)dm

Que es la formula general para el calculo de volimenes integrando en un eje, con el area de la seccion
dependiendo de dicho eje.

En los préoximos problemas el objetivo es hacer la aplicacion de estos conceptos, por lo cual el
procedimiento recomendado en general es el siguiente:

= Tratar de imaginarse el sélido descrito en el problema.

= Reconocer en qué eje es conveniente “cortar rebanadas”. Este es habitualmente aquel eje donde
el area de cada seccion de la rebanada es facil de calcular.
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» Establecer la funcién A (z) en dicho eje de integracién.

» Calcular la integral.

Es muy importante realizar el primer y segundo caso adecuadamente, pues de ellos dependen que la
totalidad del problema esté correctamente desarrollado.

Problema 1.7: Un sélido consiste en una base circular de didmetro AB = 2a y las secciones
transversales perpendiculares a AB son cuadrados. Determine el volumen del sélido.

Solucion:

Una buena idea es intentar partir por graficar el sélido siguiendo las especificaciones: base circular y
regiones cuadradas. Se debiese obtener un sélido como el de la figura siguiente: (en este caso, a = 3)

Observe que para x dado tenemos que:
Alz) = (29)°

donde y = y(z) viene dada por la ecuacién bésica de la circunferencia, i.e. ¥ +y* = a? — y* = a®— 2>
Reemplazando,

Finalmente, integramos por la relacién:

V:/dV:/A(x)dx

En este caso,

Evaluando,

Problema 1.8:

18



(a) Calcule el volumen del sélido cuya base es la regién
R={(z,y) €R* : 0<z <1A—senh(z) <y < cosh(z)}
y cuyas secciones transversales al eje OX son cuadradas.

(b) La base de un sélido €2 es la regién encerrada por la pardbola y = 1 —2? y el eje z. Las secciones
perpendiculares al eje y son cuadrados. Calcule el volumen de (2.

Solucion:

(a) Independiente de la forma que tenga la regién (algo que puede complicarnos si es que no recorda-
mos la forma de las curvas hiperbdlicas), lo que si tenemos que tener claro es cémo serd la integracion
en este minuto. En este caso, integraremos haciendo uso de rebanadas de drea A = A(x). Como se
trata de secciones transversales al eje OX cuadradas, entonces,

Alr) = ()
donde /() es el largo del cuadrado. En este caso,
{(x) = cosh(z) + senh(x) = €® < definicién de f. hiperbdlicas

Es decir,
dV = A(z)dv = e*dx

Integrando,

! 1 1
V:/eQIdx:—(eQ—l)% V:—(eZ—l)
0 2 2

(b) En este caso la regién es sencilla de imaginar. Luego, proyectando las secciones cuadradas obte-
nemos un so6lido como el siguiente:

T g
F‘, g06
x

Observe que podemos aplicar nuevamente el método de las rebanadas. En este caso,

dV = A(z)dy
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ya que ahora las secciones son transversales al eje y. Luego, el area del cuadrado viene dada por:
A(z) = (22)° = A(z) = 42 dy

Es decir,
dV = 42*dy

Aqui tenemos dos opciones igualmente vélidas: (1) hacemos dy = f/(x)dz con 1 — 2? = f(z) o bien
(2) observamos que:
l—a?=y—2t=1—y

Haremos lo segundo, teniendo asi que:

Vo /014(1—y)dy

(-

(ojo con los extremos de integraciéon: aqui estamos integrando en y). Finalmente, .

Problema 1.9: [Propuesto| Calcule el volumen de interseccién de los cilindros:

G = {(x,y,2) : 2* +y* < 1}
C, = {(x,y,z):x2+22§1}

1.4. Sdlidos de revolucion

Los sélidos de revolucién son sélidos generados al rotar una regiéon plana en torno a un eje. Ejemplos
tipicos de ellos son el cono, el cilindro e incluso la esfera.

En este apartado calcularemos el volumen de sélidos de revoluciéon un poco mas generales. A partir
de lo estudiado en el apartado anterior se puede notar que los sélidos de revolucién son un caso
particular del céalculo de voliimenes.

Considerando una funcién f (z) en el intervalo [a,b], deseamos calcular el volumen de revolucién
generado al rotar la curva en torno al eje x. Imaginandonos el sélido generado en este caso, podemos
notar que al tomar una rebanada transversal al eje x, esta correspondera a una circunferencia de

radio f (z). Es decir,
A(z) = nf* (z)

Luego, integrando a partir de la féormula revisada anteriormente,

‘/x:?T/be(I)dI
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Si deseamos realizar el mismo procedimiento en torno al eje y, notamos que una rebanada transversal
al eje y serd una circunferencia de radio x. Luego,

Y2
vy,rzw/ ©(y) dy

Y1

En muchos casos disponemos de la funcién y = f (z) y puede resultar complicado obtener su inversa
z(y) = f~! (y) por los procedimientos algebraicos que ello involucra. En dicho caso, podemos notar
que de la ecuacién anterior,

Luego,

VW:W/ zf' (x)dz

1

la cual sirve exclusivamente cuando f es inyectiva. Cuando la funcién no es inyectiva podemos usar
un tercer método denominado el método de los casquetes cilindricos. Consideremos el sélido a
la derecha de la siguiente figura:

En azul se puede ver la funcién f (z) que al ser rotada en torno al eje y genera el sélido descrito en
la figura. Otra forma valida de obtener el volumen generado es dividir el sélido en cascarones como
los de la figura a la izquierda.

Cada uno de estos cascarones puede abrirse, obteniendo un rectagulo de alto f (x) y ancho 27z, el
perimetro del anillo que se revoluciona en torno al eje y. Asimismo, el cascarén tiene espesor Ax,
razon por la cual el volumen de cada cascaron puede estimarse como:

AV =2z f (z) Ax

Al hacer la cantidad de cascarones cortados tender a infinito, tendremos que Az — dz y AV — dV.
Es decir, simboélicamente se tendra que:

dV =2rzxf (z)dx

Integrando estos diferenciales obtenemos el volumen total generado por cascarones cilindricos:

b
%’02271'/ zf (x)de

Antes de comenzar a resolver problemas, deben realizarse dos comentarios:

21



» Para medir el volumen de revolucién generado por la regién entre dos curvas f (z) y g (z) con
f (z) > g (z) entonces las férmulas pueden corregirse como sigue:
b

b Y2
Vo [ £@)=g @ doi Ve =7 [ @2ly) =01 ) dyi Vi =20 [ 0[f () g (0))do
a Y1 a
= El volumen en torno al eje y generado por rebanadas no es el mismo que el volumen generado
por cascarones. Estudiando en detalle las férmulas se puede concluir que para una funcion f (z)
arbitraria la region que se rota en torno al eje y en cada caso queda correctamente descrita en
la siguiente figura:

Regién por
rebanadas

Regién por
cascarones cilindricos

Nuevamente, el procedimiento es similar al ya descrito en otras secciones: identificar adecuadamente
la region de integracion, escoger la formula de volumen adecuada y el eje de integracién pertienente,
escribir la integral con los limites de integracion correctos y finalmente calcular la integral.

Suele ser habitual que las integrales aqui expresadas no son de resolucién compleja, pues el énfasis
pedagdgico de este tipo de preguntas busca medir que la integral que expresa el volumen sea correcta.

Problema 1.10: Considere las funciones f(z) = sen(z) y g(z) = wz — 2%, Para la regiéon R del
primer cuadrante definida por

R = {(x,y) €ER*:xc[0,7n]Ay € [f(ﬂc),g(x)]}

Calcular el area de R y calcular los voliimenes de los sélidos generados por la rotaciéon de R en torno
al eje OX y en torno al eje OY.

Solucion:

Se grafica R y los sélidos generados al revolucionar en torno al eje x y al eje y respectivamente. La
tapa superior se marca en turquesa y la tapa inferior en color verde:
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El enunciado es directo en cuanto a cémo tenemos que calcular el drea de la region R: f(x) por abajo
y g (z) por arriba. Como no tenemos problemas con las curvas, integramos en todo el dominio: de 0
a . Es decir,

Ar = /7rx—m2—sen(x)d$
0
o "
= 7—§+COS(1‘)
0
3
- T 19
6
3
T

El volumen en torno al eje x se calcula por simple superposicion:
V, = 7r/ |:(7T:L‘ — x2)2 — sen? (x)} dx
0

Esta integral, si bien es extensa, su célculo es practicamente directo si consideramos que sen? (x) =
[1 — cos(2x)] /2. Con ello,

2
:%(

Por otra parte, para calcular el volumen en el eje x, debemos notar que ya no podemos hacerlo por
la formula directa ya que ninguna de las dos funciones es inyectiva. Por esta razéon debemos utilizar
el método de los cascarones cilindricos. Esto es, consideramos cilindros perpendiculares al eje z, cada
uno tiene su altura determinada por la diferencia de alturas entre las curvas y su espesor por un
diferencial de espesor dz. Es esperable que la suma de estos cascarones de el volumen completo en
torno al eje y. Es decir,

Vs 7t —15)

dV = 4&rea cascarén X espesor

= 2mxlg(x) - f(2)]dx

Con ello,
V, = 27r/ z [rx — 2 — sen (z)] d
0
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Esta integral también es de cdlculo directo. Para integrar x sen (x) solo es necesario hacer integracion
por partes. De esta forma,

71'5

%:E—Qﬂj

Problema 1.11: Escriba la integral que permite obtener el volumen del sélido de revolucion generado
al obtener rotar la regién encerrada por las restricciones y <z, y < V4 —z22ey > (v — 2)2 en torno
al eje x = —1. No calcule.

Solucion:

Nuevamente, lo primero que partimos por graficar es la region de integracion. En este caso, tanto la
primera como la tercera restriccién son sencillas de graficar. La segunda restriccion es el interior del
semicirculo de radio 2 con y > 0.

4

Luego, es identificamos correctamente la region en cuestién junto al eje de rotacion:
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0.5 |

-0.5 -

Los puntos de interseccién en cuestion los obtenemos intersectando las curvas:
r=Vi-—12 52 =45 1x=+V2 5|z =V2
r=@-27>s=0-bc4+4=(z-1)(z—-4)=0-[z=1]

Para efectos practicos la funcién del tramo superior es:

T siz <42
f(z) =
Vi—122 siz>+2

la cual es inmediatamente una funcién no inyectiva. Esto, en conjunto al sélido que esperamos obtener,
que se muestra a continuacion:

Nos hacen concluir que debemos utilizar el método de los casquetes cilindricos. Se requiere aplicar
una modificacién, que viene del hecho de que ya no estamos trabajando con el eje Y, sino que con el
eje paralelo x = —1. Por lo tanto, recordamos la férmula de los casquetes cilindricos:

V=2 / z[f(z) - g(x)] de

Analizamos elemento a elemento:
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» dx representa el espesor del cascarén.
s f(z) — g(z) representa la altura del manto cilindrico.

= 1 representa el radio del cilindro.

Observe que en el contexto de este problema lo tnico que cambia es el radio del cilindro, ya que
estamos midiendo el radio a una unidad mas lejos que x. Por lo tanto, la nueva férmula a utilizar en
este caso consiste en:

V=2 / (z+ 1) [f(z) — g(z)] dz

Como f(x) tal como la definimos més arriba es una funcién a tramos en este caso, debemos separar
la férmula de la integral en los dos tramos correspondientes, en los cuales cambia la forma en que se
mide la altura del casquete cilindrico. De esta forma, terminamos el problema utilizando la férmula
anterior con las funciones involucradas:

V;p:1=27r/1\/§<x+1) [SL’—(:L‘—Q)Z]dQJ—l—Qﬂ'/;(SL’—l-l) [\/m—(:c_gy dz

Problema 1.12: Utilizando capas cilindricas, calcular el volumen de revolucién que se consigue
al rotar la porciéon de plano del primer cuadrante encerrada por las curvas de ecuaciones z = 0 y

x = 2y> — y* en torno a la recta de ecuacién y = —2.
Solucidn:
La region de revolucién (en rojo) junto al sélido generado al revolucionarla en torno al eje y = —2

(paralelo a z) corresponde a:

Para obtener la regién basta notar que z = y3 (2 — y) y tomamos una tabla de signos en y = 0 e
y = 2 para bosquejar, evidentemente observando que ahora = es una funcién de y y no al revés como
hemos hecho habitualmente a lo largo del curso.
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El hecho que complica de todo esto es que el eje de revolucion ya no es el eje x, si no que un eje
arbitrario. Esto no es del todo complicado si pensamos que el volumen seguira siendo el mismo a
pesar de que desplacemos la figura. En otras palabras: desplacemos la curva o = 2y° —y* hacia arriba
de modo que calcen los ejes. De esta forma, la nueva curva (en analogia a un desplazamiento hacia
la derecha), serd

3 4
r=2(y—2)—(y—2)

Ahora debemos calcular el volumen de revolucion de esta figura en torno al eje x. Del gréfico se

ve rdpidamente que tendremos que hacerlo mediante cascarones cilindricos, ya que x (y) no es una

funcion inyectiva. Entonces aplicamos al férmula de cascarones cilindricos, pero ahora integrando con
respecto a x (y cuidando las nuevas raices, que son los extremos de integracion):

V%=27r/2 y[2(y—2)°—(y—2)"—0]dy

Trasladamos los extremos de integracién sin mayor dificultad (en analogia a la sumatoria o mediante
u=y—2):

2
Vx=27r/ (y+2) (20° —y") dy
0

De aqui observamos que la féormula es la misma, y solo se producira una variacion en la componente
radial en los ejercicios de este tipo. Este resultado se calcula finalmente por integracion directa
(polinomial):

Problema 1.13:
(a) Calcule el volumen del sélido que se obtiene al rotar la regién limitada por las curvas y = 1 — 22
ey=1—xen torno al eje x = 4.
(b) Hallar el volumen del sélido obtenido al rotar la regién R en torno al eje Y donde

R={(z,y) eR* : y* <da, 2* >4y, 2° +y* <12}

Solucion:

(a) Partimos graficando la regién. Ambas curvas son sencillas de graficar, obteniendo asi la regién
de forma facil junto al eje de revolucion:
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Luego, es facil proyectar la regién en el sélido de revolucién:

De esta forma, planteamos la integral necesaria para escribir el sélido de revolucion. Podemos obtener
el volumen del sélido de revolucién por cualquiera de los dos métodos ya que las funciones en la regién
involucrada son localmente inyectivas.

Utilizaremos el método de los casquetes cilindricos. Para ello recordamos como se plantea la ecuacion,
ya que en este caso cambia el eje de rotacién. De la férmula

Vi = 2r / £ [f(z) - g(x)] dz

observamos que el elemento que cambia es x, el cual mide la distancia al eje de rotacién. En este
caso, dada la ubicacién del eje de rotacién podemos deducir que la distancia de un cascarén al eje
de revolucion para x dado es 4 — x. Luego,

Viey = 27r/1(4—x)[1—x2—1—1—x}dx
= 27r/0 (4—2)(z—2°) da
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Calculamos la integral expandiendo la funcién polinomial e integrando paso a paso. Luego,

Vems =

(b) Lo primero que debemos hacer es determinar la regién de revolucién. Para ello graficamos las
dos curvas considerando que las dos primeras son pardbolas (de hecho son la misma parabola pero
con distinta dependencia) y la tltima es una circunferencia de radio 2v/3. Con estas consideraciones,
los graficos son mas o menos como sigue: y la regiéon es muy facil de determinar:

Luego, solo nos queda integrar. El resultado de hacer esto mediante formula directa en el eje y nos
resultard complicado ya que no se generara una figura como la que queremos de forma directa. Por
esta razon es que usaremos integracion mediante cascarones cilindricos, dividiendo la regién en 2:
R = R1UR, donde R, es la region delimitada hasta que la curva verde se intersecta con la roja y Ro
lo restante. La justificacion de esta division pasa porque las alturas de los cascarones seran variables
segun la curva delimitada.
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Simplemente nos falta hacer uso de las féormulas:

z 72
VR1:27T/x<2\/_—Z)dx
0

,Cuanto vale 7 Queda determinado por el punto de intersecciéon de ambas curvas:

2?4y = 12

vt = dx

Restando:
2?44 —12=0—= (z—2) (v +6) =0

Evidentemente la tinica solucién que nos sirve es la positiva, x = 2. Con ello,

VRl:27r/02x(2\/_—%2>dx:27r(§\/§—1)

donde se calcul6 la integral por simple integracion de funciones potencia. De forma andloga,

2

VR2:27T/ x(x/l?—xg—xz) dx
2

Por otra parte x viene determinado por el sistema

w2+ = 12
2 = 4y

Luego,
Y +4dy—12=0—(y—2)(y+6)=0

Es decir y = 2 y con ello 2 = 2v/2. Haciendo la sustitucién u = 22 obtenemos una férmula directa
de integrar:

Vi, = 7r/48<\/12—u—%>du

16 17
= 2| =V2 - =
“(5v2-5)

Finalmente,

104 30
= =2 ==4/2 - =
V=Vg, +Vr, |V 7r<15\/_ 13)

Problema 1.14: Calcule el volumen resultante al rotar la regién encerrada por la hipérbola 3% — 22 =
1 ey =2en torno al eje z y al eje y.

Solucion:

30



La primera pregunta que debemos hacernos es: jcémo graficar una hipérbola? Sea I' : y? — 22 = 1,
entonces si (zg,y0) € ' se sigue que (—xg, %) v (2o, —yo) también pertenecen a I' y por lo tanto
la funcién es simétrica en torno a los ejes X e Y. Grafiquemos entonces solamente en el primer
cuadrante, i.e.

y=va2+1

Esta es una funcién continua y diferenciable que vale 1 en z = 1 y que para x — oo se conforma
asintéticamente como x. Es decir, la grafica de la hipérbola junto a y = 2 y las asintotas es la
siguiente:

Luego, la region y los solidos generados son los siguientes:

0.5 1 1.5
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Ahora calculamos los sélidos. Para el eje OX es directo, los extremos los obtenemos resolviendo

Va2 +1=2— z = ++/3, con lo cual:

V3
Ve = /_\/gﬂ[él—(l—kx)]dx

= 2w/ﬁ(3—x2)dx
= 271'(3\/_—3\/§>

3
= 47r\/§

Finalmente, |V, = 47v/3| Para el eje Y tenemos el problema de que la figura atraviesa el eje. Sin
embargo, dada la simetria de la figura no cuesta imaginarse el sélido y por lo tanto podemos solo
tomar la regién para x > 0 e integrar alli.

Este solido si puede obtenerse por la férmula directa, pero lo haremos por cascarones para demos-
trar que también es posible. En este caso, para obtener el resultado mediante cascarones cilindricos
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debemos restar correctamente las alturas involucradas:

\/§
Vy, = [2 m} dz

V3 1 V3
= / 2xdx—§/ 20V 1 + 22dx
0 0

= 27r<3 % \/1—|—udu)

3
1 2 32

= —-.2a
(3 53 (1+u)

Es decir, |V, = —|

Finalmente, este problema es muy valioso desde el punto de vista conceptual pues nos permite
comprender qué representa cada férmula de integracion en el eje y.

Problema 1.15: Sea y = f(z) una funcién positiva con derivada continua f’(x) > 0 en [a, b] con
0 < a < b. Pruebe que:

b b
27r/ zf(x)dx + 7T/ 2 f'(z)dz = 7 [B*f(b) — a®f(a)]

Interprete geométricamente este resultado.

Solucion:

Esta demostracién, dados los extremos de la derecha sugiere inmediatamente la aplicacion de inte-
gracion por partes. Observe que dada la integral:

b
7r/ 22 f'(x)dx

u = x> — du = 2xdx

Hacemos , con lo cual:
dv = f'(z)dv — v = f(x)

—W/ab2xf(x)dx

Observacién: El hecho de que f/(x) sea continua garantiza la aplicacién del teorema de sustitucion
y el hecho de que la derivada sea positiva garantiza que no ocurran cambios de signos en la derivacion.

W/ab 22 f'(z)dx = n2? f ()

b
a
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Reordenando términos y evaluando la primitiva se llega asi a lo pedido:

b b
27r/ :L’f(x)dx+7r/ 22 f (z)da = [b* f(b) — agf(a)l |

NG N J v
~~ ~- ®)

(1) 2)

Esta formula no significa ninguna sorpresa desde el punto de vista geométrico. Si tomamos la funciéon
f(z) entre a y b, tenemos que el volumen resultante al rotar la regién entre f(z) y OX en torno al
eje y (féormula (1), cascarones cilindricos, la regién bajo f(x)) sumado al volumen resultante de rotar
la regién entre f(x) y OY en torno al eje y (férmula (2), férmula explicita, la regién sobre f(x))
efectivamente nos entrega el volumen del cilindro superior restado al volumen del cilindro inferior
(féormula (3)). Es decir, graficamente se puede entender, que los volimenes generados (incluso si f es
decreciente) son los mismos.

Problema 1.16: [Propuesto] Se dispone de una copa en forma de cono con altura h y dangulo 26
se llena completamente con agua. Una esfera de radio r se ubica cuidadosamente en la parte superior
de la copa hasta que el cuerpo de la esfera roza con los bordes de la copa, desplazando asi cierto
volumen de agua V' = V/(r). Determine el radio de la esfera r de modo de modo que el volumen
desplazado sea méaximo.

1.5. Longitud de curvas

En los problemas siguientes calcularemos la longitud de una curva en el plano cartesiano. Para ello,
recurriremos nuevamente al enfoque diferencial. De esta forma, el largo total de una curva es una

suma de diferenciales de largo:
(= / de

Debemos calcular el diferencial de largo d/. Para ello observemos la figura para una funciéon cualquiera:




Luego, hagamos un zoom al segmento de curva marcado en azul:

dl

y =1fx)

Observamos que entre los puntos extremos de este segmento se puede trazar una recta que los une.
Cuando Az — 0 se puede demostrar que la recta coincide con el segmento de recta. Luego, se sigue
que:

Al = /(dz)2 + (dy)>

d
Observe que sabemos el valor de d_y = f’(x) si esta es una funcién diferenciable. Es decir,

X
2
A0 = day /1 + (%)
dz

Integrando desde x; hasta z; cada uno de estos segmentos:

(= /xf V14 (@) do

Esta es la férmula que utilizaremos en todos estos problemas.

Problema 1.17: Calcule la longitud de la curva en los siguientes casos:

(a) y =acosh (z/a) entre z =0y z = a.

(b) y* = % desde el origen hasta x = 4.

(c) y:/ Vt2—1ldtentrex =1y =3.
1

Solucion:

(a) Partimos derivando:
x , x
y = a cosh <—> — 1y = senh (—)
a a
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Luego,

Kz/oa\/l—i-senh2 (§>dm

Calculamos esta integral recordando que:
cosh®t —senh®t = 1 — 1 + senh® ¢ = cosh®t

Es decir,
a x x|?
! = cosh — dx = asenh —
0 a a

0
Finalmente,

l(a) = a senh(1)

(b) Tenemos que 0 < x < 4 por lo que no hay problema en tomar la raiz cuadrada. De esta forma,
Y= +43/2

El problema es que, efectivamente, existe tanto la rama negativa como la positiva ya que cualquier
punto y > 0 de la curva cumple que su punto reflejado en torno al eje z, —y < 0 cumple la ecuacién
analitica y? = 3. Graficamos la curva en cuestion:

Observe que dada la simetria, se puede calcular solo la rama positiva y multiplicar por dos. Derivando,

= St
Luego, o
622/04\/1+§xdx:2~g~§(l—i-%m) / )
Evaluando,
16
— 622—7[1 32 1]
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(c) No tratamos siquiera de graficar la curva dada la dificultad inherente a hacerlo. Sin embargo, la
expresion es explicita y podemos tratarla algebraicamente. Derivamos usando el Teorema Fundamental
del Calculo:

y =vVa?—1

Escribiendo la integral:
3 3 3
ﬁz/ \/1+x2—1dx:/ |:1:]dx:/ rdx
1 1 1

Finalmente,
(=4

En los préximos ejercicios nos centraremos en la dificultad principal de este tipo de problemas que
es resolver la integral en cuestion.

Problema 1.18:

1
(a) Calcule la longitud de la curva y = 3 (2% + 2)3/ ? comprendida entre los puntos:

) = (0,2\/5) y ps=— (1¢§>

2 In(x)

x
4

(b) Encuentre el largo de la curva y = entrex =1y axz=2.

Solucion:

(a) Seguimos utilizando la férmula de forma explicita. Derivamos:

y’:x(x2+2)1/2

Reemplazamos en la féormula:

1
(= /\/1+x2(x2+2)dx
o
= /\/1—|—m4+2x2dx
0

= /Olmdx

Como 1+ 22 > 0 no hay problema extrayendo la raiz:

1
6:/ (1+ac2)olx:1+1
0 3
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(b) Nuevamente derivamos:

Reemplazando en la férmula:

- [ )

Observe que la integral parece ser complicada, pero reordenando los términos se observa que se puede
armar un cuadrado perfecto:

Finalmente, evaluar la integral resulta sencillo:

2
{ = x2+11
= 1 2niL’

1

_ ot e b
B 12"

3 1
(=Z4Z1n2
— 4+2n

1
Problema 1.19: Considere la curva I' definida por la relacién y = —In (1 — z2) con x € [0, —} :

(a) Calcule el largo de T.

(b) Calcule el drea del manto generado por la rotacién en torno al eje OY de I

Solucion:
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(a) Calculamos la derivada:

Reemplazando en la férmula:

1/2
=
x2—1

Como (2% — 1)2 > 0 para z € [0,; no hay problema en sacar la raiz al sumar las fracciones.
Sin embargo, hay que notar que 22 — 1 < 0 en este intervalo, razén por la cual hay que tomar
correctamente el modulo. Entonces, trabajemos un poco el numerador:

12 /(22 — 1) 4 422
(= / \/( ) dx
0

2

1 —a?
/1/2 Vat — 222 + 1 + 4a?
= dz
0 1 — a2
/1/2 zt+ 222 +1
= dz
0 1 — a2

1/2 1
_ / %+ da
o 1—ua?

Esta expresién es mas sencilla que la raiz, y puede ser calculada cuidadosamente. Observe que:
2?2 +1 22— 142 2
1 — a2 x?—1 1—2a2
La segunda expresion es sencilla, pero la primera requiere ser resuelta mediante el método de frac-
ciones parciales. Observe que:

-1

I 1 i1
l1—22 (z+1)(1—-2) 2\1l—-2 z+1

Luego,
1/2 1/2 1/2
5:/ dx+/ dx—/dx
1/2 1/2 )
= In(l+2)] —In(l—-2) ~ 3
0 0
Finalmente,
1 1
(=1 — - -
(3) ()
1
{=In(3)—=
— n(3) 5

A modo de verificacién, note que 3 >e — In(3) > 1 — ¢ > 0.

(b) Observe que mediante aproximacién utilizando cascarones de forma cilindrica se puede deducir
la férmula para la superficie de revolucién:
z2
S = / dsS
Z1
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Observe que podemos aproximar mediante un método analogo al de los casquetes cilindricos, solo que
esta vez consideramos solamente las tapas del cilindro, ya que estas son las que aportan superficie.
De esta forma, los anillos sin espesor generados pueden aproximarse como:

dS = perimetro de la circunferencia x longitud de la curva

Es decir,

dS =2madl = 2rx/1 + f'(x)?dx
S :/ 2rx/1+ f(z)?da

1

Integrando,

Ya sabemos el valor de /14 f’(x)? pues lo calculamos y simplificamos en el ejercicio anterior.
Reemplazamos directamente:

172 . (1 2
5 = Qﬂ/ rdra]) g,
0 11—z

1/2 9

= 27T/ x( 2—1>dx
0 1—=z
1/2 9

= 27r/ ( xQ—x)dm
0 11—z

/2 9.4 1/2
= 27T/ m$—27r/ xdx
0 1 — a2 0

La primera integral se calcula facilmente haciendo la sustitucién v = 2> — du = 2x dz. La segunda

se integra directamente:
1/4 d
S = 27 / L
0 l—u 4

1/4

= —2rln(1—u)

N

Es decir,

et +1
et —1

Problema 1.20: Calcule la longitud de la curva y = log ( ) para x € [1,2].

Solucion:

Por simplicidad notemos que y = log (e* + 1) — log (¢ — 1). Derivando para aplicar la férmula de
longitud de arco:

, et e _€2x_ez_62x_6x
Yool e 1 e?r — 1
Es decir,
Ly el _9p28 4 4 27 _ (e2w+1)2
(6250_1)2 e2r — 1
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Por lo tanto,

1
dx

2 2
Ez/ \/1+y’2dx:/ P
1 1 -

Para resolver esta integral podemos eliminar el término que complica los calculo, por lo tanto, hacemos

d
u:ezx—>du:262xdx—>—u:dx
2u

2 2 64
1 1 1
/ 62 + dx:—/ Ldu
e —1 2 /e u(u—1)

Para resolver la integral de u hacemos separacion en fracciones parciales:

62
e2

Luego,

u+1 a b
o s du—-D4bu=u+1
u(u—1) u+u—1 alu—1)+bu=u+

Haciendo u = 1 tenemos que b = 2. Haciendo u =0, —a =1 — a = —1. Es decir,
4 4
1 2 “d
(= — / du — / e
2 2 U — 1 2 U
Por lo tanto,
et —1 )
€:10g62_1 —loge

2
Problema 1.21: Esboce el grafico de la curva y* = x (1 — %) y calcule la longitud del lazo que

ella forma.

Solucion:

Partimos haciendo el gréafico. Observamos que despejando y:
x
y=+/z[1-3]

lo cual impone inmediatamente que x > 0 para que y sea real. Observe que existen muchas com-
binaciones posibles de signos, pero también muchas simetrias. En particular, notemos que la curva
es simétrica en torno al eje x ya que —y se puede obtener a partir del mismo punto x en cuestion,
dependiendo de céomo se despeje la raiz. Observe que la curva se anula en z =0y

1—§:O%x:3

Consideremos la expresion analitica sin signos ni médulos: luego al reflejar esta en torno al eje x
obtendremos el lazo final. Tenemos entonces la expresion:

i)

Analizando los signos:



ya que /2 siempre es no negativo. La inecuacién anterior se logra para z € (—o0, 3), en particular
para x € [0,3] en este caso. Luego, la funcién es negativa para x € (3,00). Notar ademés que el
vértice de la parabola se alcanza en el origen y que para x — oo la funcién tendera por lo tanto a
—00.

Considerando ademas que la funcién es continua y diferenciable para x > 0, podemos esbozar el
grafico sin dificultad:

0.5 1

-0.51

Luego, la figura total la obtenemos reflejando en torno al eje X:

0.5 1

-0.5

Queremos calcular solamente la longitud del lazo. Es decir, por la simetria de la figura podemos
calcular la longitud de g entre 0 y 3 (en este intervalo esta dibujado el lazo cerrado) y luego multiplicar
por 2 para obtener la longitud total del lazo. Esto es lo que haremos entonces:

(= 2/3 VIt filz)2de
0
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Tenemos que:

2 2
Luego,
L+ f(x)? = \/1+—x1—1+1x
4 2 4
B \/1 .
- Vit Tyt
B L Ve 2
B 2/x 2
Es decir,
B0 NG T
T
t = 2/ (—-I——)dx:?ﬁ + %2
o \2Vxr 2 . 3 .
2
= 2V3+4 3%
= 2V3+2V3
Finalmente,

(=43

Problema 1.22: Calcule el largo de la curva y = e* para x € [0, 1].

Solucion:

El problema sugiere que su resolucién es directa, puse se entregan todos los elementos para su
resolucion. Aplicamos la férmula directamente:

Es decir, debemos calcular:
1
6:/ V14 e2xdx
0

Sin embargo, resolver esta integral puede no ser tan sencillo como parece. ;Cudl es la primera di-
ficultad sugerente de ella? El hecho que aparezca una funcién en la raiz. Eliminémosla haciendo la

sustitucion:
2z 2x du
u=e* —du=2e dx—>dx=2—
U

Es decir,

52/162‘/1—

+u
d
2u b
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Ahora lo que nos complica es la aparicién de la raiz. Hagamos la sustitucion:

v =

Es decir,

2
VIte® 2de

-
V2

L—>2vd7):du

2V1+u
v=V1l+u—u=v>-1

V1+e? V1+e?
[ o]
V2 V2

Vit+u—dv=

dv
v2 —1

2 —1

La primera integral es sencilla de calcular. La segunda complica relativamente. Aplicamos fracciones

parciales:

Vite
/.

V14e? —

Es decir,

V1+e? —
V14e? —

Finalmente,

dv 1 /V”e“’ dv 1 /VH&Q dv
-1 2)s v+l 2)5 wv-1

1 vVi+er+1 1 v1i4e?2 -1
V2—-In|——F——— | —Zln| "

2 V2 +1 2 V2 -1

1. [(1+e*—1 — 1
\/_—5111(—;6—1>: 1+€2—\/§_§1H(62)

V2 -1

(=vV1+er—v2-1

Finalmente, un problema de caracter conceptual:

Problema 1.23:
Demuestre que

Sea I

es una funcion creciente.

: y = f(x) una curva continuamente diferenciable para zo < z

< a.

l(a) = /‘l V14 f(x)*de

Solucion:

Esta pregunta es de sencilla resolucién y nos aporta un resultado obvio: a medida que agregamos mas
segmento de la curva, su largo tiene que aumentar. Al tratarse de f(x) de una funcién continuamente

diferenciable, entonces f’'(zx) es

continua y por lo tanto /14 f’(z)? es continua por teorema de

composicién de funciones continuas. Luego, ¢(a) es diferenciable y por lo tanto ¢'(a) existe para todo

a > To.

Se sigue entonces que podemos demostrar que la funcién es creciente si demostramos que d¢/da > 0.

Derivando,

ar _

1 1+ f'(a)?

44



La cual es evidentemente no negativo pues la raiz es siempre positiva. Tampoco existe la opciéon
de que el resultado sea nulo pues por axiomdtica real se cumple que 1 + f'(a)> > 1. Con esto,
demostramos asi lo pedido. B

Problema 1.24: [Propuesto] Considere la curva definida por la ecuacion:
2v2
r(t) = (t sent, tcost, %_53/2) vt € [0, 27]

Calcule el largo ¢ de la curva. Ayuda: El largo de una curva puede extenderse a R3 de la misma forma

que se calcula para R?:
(= / \/ dz)? + (dz)?

1.6. Superficies de revolucion

Dada una curva y = f (), la motivacién ahora es determinar el drea del manto generado al rotarla
en torno al eje . Asumiendo un enfoque diferencial tal como se ha realizado en otras aplicaciones, se
puede dividir el manto en anillos cortados transversalmente al eje x. Cada uno de estos tiene radio
f (z) y espesor d/, razén por la cual simbélicamente se puede escribir:

dS, = 2nf (z) x d¢

Integrando de a a b:

S—27r/f Vit 7 @2d

Nuevamente, la dificultad de este tipo de problemas se reduce principalmente a poder evaluar la
integral, pues las expresiones suelen complicarse por la presencia de una raiz cuadrada.

Problema 1.25: Determine el 4drea de la superficie obtenida al rotar la curva y = sen (z), x € [0, 7]
en torno al eje X.

Solucion:

Reemplazando en la férmula,

Sy = 27r/ sen (z) /1 + cos? (z) dx
0

Notamos que aparece una integral y su derivada. Por lo tanto, hacemos u = cos(z) — du =
—sen (z)dz y asi:

1 1
SCC:27T/ \/1—|—u2du:47r/ V14 u2du
-1 0
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En un problema anterior ya demostramos que:
1 1
/v1+u2du: §ln‘x+\/1+u2‘ +§uv1—|—u2+c

Luego,

Se=2r [In (1+v2) + V2]

Problema 1.26: Considere la curva y = /z y la superficie generada al rotarla en torno al eje X
para 0 <z < 8.

(a) Escriba la integral para el drea de la superficie generada como una integral en x.

(b) Escriba la integral para el drea de la superficie generada como una integral en y.

(c) Calcule la integral obtenida en b).

Solucion:

(a) La regién es sencilla de graficar ya que la curva en cuestion es facil de dibujar. Por esta razén
la figura se deja propuesta al lector para trabajarla junto a este desarrollo. Escribimos la integral
directamente a partir de la visto en clases:

d . 1 .
I 1/3 _ = -2/3
4 dxx 335

/ 1
dl = 1+ 533'74/3 dz

8
1
dA =2nydl — | S = / 2y 1+ §w*4/3 dx
0

Es decir,

Con lo cual,

la cual a su vez es una integral dificil de calcular.

(b) Observe que NO se esta pidiendo calcular la superficie de revolucién en torno al eje y, lo que se
esta pidiendo es escribir la misma area anterior ahora como una integral en y, no en x. Para evitar
complicaciones, invirtamos los ejes y deduzcamos correctamente la féormula. Tenemos la relacién
y = ¥/x — x = y>. Por otra parte,

dA =27y dl

La expresion simbdlica del diferencial sigue siendo la misma. Lo que ahora cambia es:

A0 = /(dz)* + (dy)?



dz\ 2
Por otra parte, (d_> = 9y*. Reemplazando, notamos también que ahora los extremos de integracién
Y

cambian de 0 a 2 (las coordenadas y respectivas para y(0) e y(8)) al integrar en y:

2
S :/ 2ry\/ 1+ 9yt dy
0

Esta integral ya resulta mucho mas sencillo trabajarla. Observe que se podria haber obtenido el
mismo resultado haciendo la sustitucién y = /z. Sin embargo, por propdsitos pedagdgicos se prefiri6
deducir la férmula.

(c) Para calcular la integral anterior partimos observando que:

2
m 2
S=- 6yy/ 1+ (3y?)°d
3/0 yy\/ 1+ (3y?)" dy

Entonces hacemos u = 3y* — du = 6y. Con ello,

12
Szg vV1+u2du
0

Desde aqui podemos proceder de dos formas: (1) sustituyendo u = tan(t) o bien (2) sustituyendo
u = senh(t). Con ambos caminos se llega exactamente al mismo resultado. Sin embargo, el lector
puede comprobar que la cantidad de operaciones involucradas en la segunda forma es menor, razén
por la cual preferimos este camino. Luego,

T senh™112
du = cosh(t) = S = - / cosh? ¢ dt
senh™10

Observe que:

N 2 _
gy (et+e t) _ 2 49 4 o2t
2 4
1 +cosh2t
- 2
Es decir, como senh™' 0 = 0, entonces:
Lot senh~ 112
S = = |senh '12+ sen
0
senh (2senh ™ 12
— T senh™? 12 4 ( )
6 2
2 _ =2
que es un resultado mas que suficiente. Se puede utilizar el hecho de que senh 2t = — =
b=t (ot 4 ot
(¢ —e )2(6 te ) Es decir,

senh 2t = 2senh t cosh ¢
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para seguir simplificando:

S = % (senh_1 12 4+ 24 cosh (senh_1 12))

Problema 1.27:

(a) La esfera con centro en el origen y radio r se corta por 2 planos paralelos dados por z =1y y
r =19 donde —r < r; < ro < r. Calcule el area de la superficie de la esfera comprendida entre
los dos planos.

(b) Calcule el area del manto de la superficie de revolucién que resulta de rotar en torno al eje OX

la curva 32y? = 422 — z*.

Solucion:

(a) Es facil imaginarse la superficie resultante, que puede entenderse como una esfera con dos cortes.

AR

La superficie de revolucién generada puede tenderse como la semicircunferencia superior de

2% 4y = 1
revolucionada en torno al eje x entre x = ry y & = ry. Es decir,

x
y=vVri—a?2 -y =——n—-

ORI
Es decir,
/ 2
T
dl = \ 1 -+ f/($)2dl’ = 1 -+ mdl’
r? —x? + 2?2 rdx

_= —dx:—
r2 — o2 2 _ 2
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pues al tratarse de una medida geométrica » > 0. Luego,

d
dS = 27 [y| Al = 2meP= a2 ———

— 2

Es decir, dS = 27rdz. Integrando,

T2
S = 27r7’/ dz = 27r (re — 1)

1

(b) La primera dificultad radica en graficar la curva 32y*> = 42% — 2*, que llamaremos I' desde
ahora. Parta por observar que la curva es simétrica tanto por eje x como por el eje y, ya que si
(xz,y) € T (satisface la ecuacién de la curva), entonces (—z,y), (—z, —y) vy (x, —y) también. Luego,
concentraremos nuestros esfuerzos en graficar solamente para el primer cuadrante (z,y > 0) y luego
reflejaremos en torno a los ejes. Haciendo esto, despejamos y como funcién de z:

x
A2y = aVh — 22—y = /4 — 22
Yy Yy 4\/§

Considerando que la funcién es positiva en este cuadrante, es continua y diferenciable en (0, 2) y vale
ceroen x = 0y z = 2, entonces podemos esbozar de forma fécil aplicando el Teorema de Rolle (tiene
que aparecer un maximo local):

0.3
0.2
0.1

0.5 1 1.5 2
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Por la misma simetria, podemos calcular el drea en el primer cuadrante y luego multiplicar por 2 (la
simetria en torno al eje X es redundante para la superficie), obteniendo asf el area total del manto.
Es decir,

S =25
Calculamos ¢, a partir de la formula vista en clases. Por comodidad derivaremos implicitamente:

V2(2-42?)
4v/4 — 22

64y -y =8z —4a® — ¢ =

Luego,
= Jis Q—x 2 \/36—12:1: jxdx
4—x 4—x
(22 —6 d
= x =
v\ e Mm
Es decir,

x 1 6—22
dS = 29— V4—a2— " (
7T4\/§ v 2V/2 /4 — 12 v

= gx (6 —xz) dx

Integrando entre las raices (donde la curva existe),

2
S| = 17T—6 2x (6 - x2) dz

Hacemos u« = 22 — du = 2zdz. Con ello,

Finalmente,

Problema 1.28: [Propuesto]

(a) Muestre que un observador a una altura h sobre el polo norte de una esfera de radio r puede
ver una parte de la esfera que tiene area
27r2h
r+h

(b) Dos esferas con radio 7 y R se ubican a una distancia d > r + R. ;Dénde deberia ubicarse
una lampara en la linea que une los centros de las esferas de modo de iluminar la maxima area
posible?
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Problema 1.29: [Propuesto] Un trompo se genera al rotar en torno al eje X la figura siguiente:

OA: es un trazo recto inclinado en
un angulo ¢,

AB: esun arco de circunferencia de
radio R y centro en O,

BC': es un trazo horizontal,

CD: es un trazo vertical de largo 1,
ubicado en x = R + 1.

Sy

(a) Escriba la o las integrales que permiten calcular el volumen del trompo y calcilelas.

(b) Escriba las integrales que permiten calcular el drea total de la superficie del trompo y calcilelas.

1.7. Fuerzas, momentos y centroides

Se define el momento en torno al eje y como la suma ponderada de un elemento de masa por su
distancia al eje x. Es decir, simbdlicamente:

AM, = zAm — dM, = xdm

donde dM, es un diferencial de momento y dm un diferencial de masa. Adicionalmente, dm = o dA
donde o es la densidad de masa por unidad de drea (kg/m?). Por otra parte, sabemos que el diferencial
de drea puede ser aproximado por rectangulos de drea infinitesimal, es decir dA = dxdy donde f(x)
viene a representar una medicién de la altura. Integrando,

To f(x)
M, = / / rody | dx
T1 g(x)

Como z no depende de y y asumiendo que 0 = o(x) (pues en otro caso esto pasa a ser un problema
de integrales multiples), entonces o y = se ven como constantes en la integral sobre y, i.e.

To f(z) To
My:/w1 xo (/g(x) dy> dyc—>My:/x1 zo [f(x) — g(z)] dz

A partir de la suma ponderada podemos obtener la coordenada x del centroide de la figura, el cual
se define como:

f:%:%/mxa[f(x)—g(x)]dx dondem:/ma[f(x)—g(:r)]dx
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Si o es constante, tal como en muchas situaciones, se puede aprovechar la linealidad de la integral y

obtener:

:?Z%/:r[f(x)

Anélogamente,

con dm = o0 dA y dA = dzdy. Es decir,

Integrando primero en y y luego en x:

cual:

— g(z)]dz| con A= / (@) — g(o)] da
dM, = ydm
dM, = yo dzdy

x2 f(@)
M, :/ / yody | dx
T g(z)

Suponiendo nuevamente que o = o(z), esto se ve como una constante en la integral de dy, con lo

o
Mx:/

flz)
x) / ydy | do
g9(z)

La integral de y es facil de calcular, pues es una polinomial:

s e

Finalmente, suponiendo ¢ constante podemos definir de forma analoga la coordenada y del centroide

como el promedio ponderado:

Yy =

1
2A

[f?( ) —

g*(z)] dx

—9()d

5 X

con A= | Y @) — () do

z1

(1.1)

Observe que los momentos (jno los centroides!) son aditivos: es decir, si queremos calcular el
momento de la figura encerrada entre f(x) y g(x) podriamos haber calculado los momentos de cada
una las figuras con respecto al eje = (f(z) y g(x) cero en cada integral por separado) y luego haberlos
restado, obteniendo exactamente las mismas formulas obtenidas anteriormente.

Asimismo, si tenemos dos figuras con centroides x; = (z1,y1) ¥ X2 = (z2,y2)! y dreas A; y Ay
respectivamente, entonces el centroide de ambas figuras en conjunto puede escribirse en términos de
estas expresiones como:

Aplicaremos directamente estas formulas a los siguientes problemas para calcular centroides.

Axg + Aoxy
Al + Ay

Problema 1.30:

Note que x; y Xy son vectores. Usaremos los vectores en letra negrita mintscula a lo largo de este libro, en
contraposicién a la notacién antigua con flechas arriba de ellos (Z; y 7).
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(a) Calcule el centroide de la figura siguiente:

) -1 0 I 2
Donde todas las curvas son circunferencias y la densidad es constante. Utilizando el Teorema
del Centroide de Pappus calcule el volumen de revolucion en torno al eje X.

(b) Considere la regién del plano limitada por
0<y<1l-2a°

cuya densidad superficial de masa es o(y) = /1 — y. Determine los momentos con respecto a
ambos ejes y calcule sus centroides.

Solucion:

(a) Primero partamos ahorrando trabajo. Observe que f(z) (la curva superior) es una funcién par
y estamos integrando entre dos nimeros simétricos, lo cual obviamente se traduce en una figura
simétrica. Con ello, observe que el momento de la figura superior viene dado por:

2
My = [ of@)da

Note que zf(z) es una funcién impar, y por lo tanto esta integral vale inmediatamente cero al ser
integrada en extremos simétricos, i.e. My, = 0. Por otra parte, para las curvas inferiores g;(z)
(semicircunferencia de la izquierda) y go(z) (semicircunferencia de la derecha) se puede observar
inmediatamente que My, (»)y = —Mg,(2),4, con lo cual el momento total es:

M, = Z My; = My),y + Mg (z)y + Mgy)y =0 —

Aprovecharemos en todos estos ejercicios proximos esta propiedad: si la figura es simétrica en torno
a un eje, entonces el momento y centroide respectivos son cero. No se cumple esto para el eje y, por
lo que debemos calcular individualmente.

Este problema puede resultar mas sencillo si consideramos que los momentos son aditivos, por lo cual
calculamos cada uno de los momentos en torno al eje x por separado. En primer lugar, calculamos

para g;(z), la cual viene dada por:
(@) = /1= (@ +1)?
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Luego,

1[0, 1 [° )
My, (2)e = B) gi(z)dz = - l1—(z+1)"de

Es decir,
M

gi(z),x —

Dado que estamos midiendo el momento en torno al eje x, y la figura en cuestion es simétrica,

entonces es evidente que:
My, ()0 = Mgy (a).a

El momento de f(z) =4 — x? es anélogo:

1 /2 2
Mty = —/ 4—x2dx:/ 4 — 2%dx
’ 2/ 0
8 16
8 = —

3 3

Finalmente, el momento total en torno al eje x es:

vl 2 12,
3 3 3

El area total de la figura también resulta facil de calcular, ya que es operar con areas ya conocidas:

1 1
A = §7T><22—2><§7r><12
= 2n—nm
T
con lo cual,
4
Yy=—-
T

Observe que la coordenada y es en efecto mayor a la figura solamente encerrada por f(x), 8/(37).

Es decir, concluimos que las coordenadas del centroide son | (Z,y) = (0,4/7)|.

(b) Grafiquemos la regién en cuestion: todos los puntos cuya coordenada y es positiva y menor a la
parabola 1 — 22. Luego, la regién es aquella entre el eje = y la pardbola en cuestién. El gréfico es por
lo tanto:
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0.5 1

Inmediatamente, como ¢ no depende de x, no se altera la féormula para z. Por simetria de la figura
deducimos inmediatamente que £ = 0. Para el eje y la situacién es diferente, ya que la situacién
cambia. Volvamos a los primeros principios. Se tiene que:

dM, = ydm = yo(y)dzdy

Lo que debemos hacer ahora es integrar esta figura. Observe que integrando en y primero obtenemos

la expresion:
1 1—22
MI:/ (/ ywl—ydy) dx
-1 \Jo

la integral en y puede resultar tediosa de calcular, y producto de los extremos puede quedar una
expresion dificil de manejar. Seamos inteligentes, e integremos primero en x. Observe que para y fijo
la coordenada z debe moverse entre /1 —y y —+/1 — y. Esto tltimo puede deducirse a partir de
la, grafica de la regién y también de forma analitica resolviendo la ecuacién y = 1 — 22 para x. La
coordenada y en este caso debe moverse entre 0 y 1, con lo cual tenemos que:

vi=y

1 =
Mx:/ (/ y\/l—ydx> dy
0 —vI-y

Observe que todo lo que estd adentro de la primera integral no depende de x, razén por la cual
podemos tomarlo como constante y sacarlo de la integral:

M, = /Oly 1—y</_ 11_yydx>dy
= /Oly\/l—y(%/l—y)dy
= /012y(1—y)dy

Evaluando la integral mediante la férmula polinomial obtenemos:

1
M, =~
3
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Calculamos el area de la figura:

1 1
A = / 1—x2dx:2/1—x2dx
-1 0

Finalmente, el centroide viene dado por: | (Z,y) = (0,1/4) |. Visto en la figura:

0.5 1

Problema 1.31: Calcule el centroide de la regién del primer cuadrante encerrada por las curvas
y=z"ey=2za" conm <n.

Solucion:

Sim < n y estamos en el primer cuadrante, partimos por notar que las intersecciones de " y ™ se
dan en x =0 y = 1 exclusivamente. Luego, la regién de interés se da para = € [0, 1].

Dado que x € [0,1], entonces z* es una funcién decreciente para a y por lo tanto ™ > z™. Por lo
tanto, el area de la figura viene dada por:

1 L n—m
m+1 n+l1 (m+1)(n+1)

1
A:/ (2™ —2")dx =
0
Asimismo, de la definicién de momentos,

1 L n—m
m+2 n+2 (m+2)(n+2)

1
My:/ x (™ —2")dr =
0

1/t 1 1 1 n—m
Mx:_ 2m __ .2n d _ _ _
2/0 (w7 = 2™) da 2(2m—|—1 2n+1) 2m+1) (2n + 1)
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Es decir, las coordenadas del centroide se ubican en:

o1 ((m+1)(n+1) (m+1)(n+1)
(x’y)_A(My’Mw)_((m+2)(n+2)’(2m+1)(2n+1))

1.7.1. Teorema del Centroide de Pappus

Haremos uso a continuacion del Teorema del Centroide de Pappus, el cual partimos enunciado:

Teorema: Sea R una regioén del plano que se encuentra solamente a un lado de la recta £
en el plano. Si R es rotado en torno a £, entonces el volumen del sélido resultante es:

V=A(R) d

donde A (R) es el area de R y d la distancia recorrida por el centroide en la rotacién.

Evidentemente la distancia recorrida al revolucionar corresponde al perimetro de una circunferencia,
cuyo radio es la distancia del centroide a la recta. Es decir, d = 27r donde

laz + by + ¢
T = —

. Qué utilidad nos presta este problema? Simplificar integrales que nos seria imposible calcular, o que
significarian un gran trabajo. Esto ocurre:

» Cuando la integral en cuestion es de por si dificil de calcular.

» Cuando la recta no es vertical ni horizontal, sino que oblicua.

En ambos casos se aconseja utilizar este teorema, ya que todo el problema se reduce a calcular dos
integrales: la del area y la del momento.

Problema 1.32: Considere la regiéon R del plano definida por R = R; U R5 donde:

Ri = {(z,y) eR*: 2 +y* <4, 2>0,y>0}
Ry = {(z,y) eR?: 2 +42<1,2<0,y>0}

(a) Calcule el centroide de R.

(b) Determine el volumen del sélido generado al rotar R con respecto a la linea y = 8 /.
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Solucion:

(a) Graficamos la region total: R, corresponde a la porcién de circunferencia en el primer cuadrante
vy Rs corresponde a la porcion de circunferencia en el segundo cuadrante. El area es muy sencilla de
graficar:

1.5

... y de calcular:
1 1 oT
A= -mx24+rx1?="
4 4 4
Calculamos el momento total en torno a cada uno de los ejes como la suma de los momentos. Observe
que por simetria, para cada cuarto de circulo se cumplird que la coordenada en el eje x es la misma
que la coordenada del eje y. Calculamos:

2 L2
M@y = /xv4—x2dx:§/ 2xvV4 — x2dx
0 0
1 4
= 5/ V4 —udu
0

1 9 !
S
53—

0

8
3
A partir de la simetria concluimos (y se puede verificar facilmente) que:

1 [? 8
Mf(x)w_g/o 4—x2dx:§
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Ahora calculamos para g(z) = V1 — 22 para x € [—1,0]:

1[0 ) 1! )
My = 5/ 1—xdx:§/1—xdx
1 0

1 1 1
g — ]_—— = —
2( 3) 3

1
Luego, My(y)» = 37 My(z),y = —3 (el centroide debe ser negativo por el cuadrante). Los momentos
totales vienen dados por:
8+1 8—1 7
M,=——=3 M,=——=-
3 YT TR T3

Dividiendo por el area obtenemos las coordenadas del centroide:

_ 7T 4 4 o 28 12
(z,9) = (5577357> = |(Z,7) = <15_7r’5_7r)

(b) Debido a que el planteamiento de la integral puede ser tedioso y ya conocemos tanto el centroide
como el area de la figura, aplicamos el Teorema del Centroide de Pappus. La distancia a la recta desde
el centroide en este caso es sencilla de calcular ya que es la resta de las coordenadas y:

1 12 28
r=—|(8——|]=—
7T( 5> om

Es decir,
d=2nr = @
5
Finalmente,
57 56
V:A(R)-dzfgzmw

Problema 1.33:

(a) Calcule el volumen de un toro macizo o toroide, cuyos radios menor y mayor son r y R.

(b) Hallar el volumen del sélido que se obtiene al rotar la regién encerrada entre el eje X y el arco
y =sen(z), 0 <z < 7 alrededor 2z +y = 0.

Solucion:

(a) Un toroide es un sélido como el de la figura siguiente:
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que puede entenderse y modelarse como la revoluciéon de una circunferencia ubicada en el eje x en
torno al eje y, o viceversa. Sus radios menor y mayor se describen correctamente en la siguiente
figura:

Eje de
giro

r : radio Inenor
™

R : radio \mayor

Es posible plantear las integrales para este sélido de revolucion, ya sea mediante cascarones cilindricos
o bien como la superposicién de dos semicircunferencias.

Sin embargo, dado que calcular el drea y centroide de una circunferencia es sencillo de determinar,
optamos por utilizar el Teorema del Centroide de Pappus. Observe que a partir de los datos tenemos
una circunferencia de radio r. Por lo tanto,

A(R) = mr?

Por otra parte, si ubicamos la circunferencia en el eje x, entonces necesariamente el centroide se ubica
en la coordenada

(z,9) =(R,0) >d=R
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donde d es la distancia al eje rotacion. Luego, la distancia recorrida por el centroide en la revolucién

es:

(=2nd =27R
Finalmente,
V=A(R) (=21"r"R
(b) Partimos por identificar la region y el eje de rotacién (la recta y = —2x), lo cual resulta sencillo

pues las funciones son faciles de graficar:

1.5

1,

S
o "\ = = 3t m 5% 3m 7m o«
4 8 4 8 2 8 4 8

-0.5 A X

_1—

-1.5

Evidentemente al tratarse de una recta oblicua tendremos que resolver utilizando el Teorema del
Centroide de Pappus ya que el calculo de la posible integral resultaria tedioso. Para ello, partimos
calculando el area: -

A(R) = /Owsen (x)dx = —cos(z)| =2

0
Por otra parte, podemos aprovechar inmediatamente la simetria de la figura y deducir que?:
.7
r=—

Calculamos el momento en torno al eje x:

2
11— 2
Recuerde que sen?(x) = w, con lo cual:
1" 1 1 i
M, = —/ 1 —cos(2z)dz = — | m — = sen(2x)

4/, 4 2 )

o

-4

2Traslade 7/2 unidades al origen la figura: tendra la funcién coseno, cuyo centroide por simetria es = 0. Por
traslacién se deduce el centroide de la figura original.
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Es decir, las coordenadas del centroide son:

w9 - (53)

Calculamos la distancia del punto a la rectasia =2, b=1y ¢ = 0:

Finalmente el volumen del sélido es:

Bajo las mismas ideas utilizadas para los problemas anteriores respecto al Teorema del Centroide de
Pappus, ahora también calcularemos areas de superficies de revolucion a partir de la version respectiva
de este teorema. La enunciamos:

Teorema: Sea I' una curva del plano que se encuentra solamente a un lado de la recta £
en el plano. Si I' es rotada en torno a £, entonces el area de la superficie resultante es:

A=(()-d

donde ¢ (T) es el largo de ' y d = 27r la distancia recorrida por el centroide en la rotacién
con r la distancia del centroide a la recta.

Problema 1.34: Considere el arco de cicloide, cuya ecuacién paramétrica es x(t) = t — sen(t) e
y(t) = 1 — cos(t) con t € [0,2r]. Calcule el area de la superficie de revolucién en torno a la recta
T = 2T.

Solucion:

Esta es una curva paramétrica, que estudiaremos mas adelante con mas detalle. Lo importante aqui es
observar que ahora la coordenada x y la coordenada y no son coordenadas directamente relacionadas,
sino que ambas son funciones de un parametro ¢, razén por la cual estudiamos su evolucién a medida
que transcurre el “tiempo”.

Por una parte observe que:
2'(t) =1 — cos(t)

Es decir, 2/(t) > 0 para todo t y por lo tanto, contrario a lo que puede pensarse, la particula o
trayectoria esta siempre alejandose del origen, solo que con una velocidad variable. Por otra parte
1 — cos(t) oscila solo entre 0 y 2. El grafico de la funcién se puede esbozar como sigue:
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—

T 3_7'C 2r 5_n 3w 7_1'C 41
2 2 2

—

SIE R

y continua repitiéndose la figura para t superior. Para estos propositos no es del todo relevante, ya
que de cualquier forma podemos resolver el problema de forma algebraica. La pregunta es: estamos
acostumbrados a sélidos de revolucién de funciones explicitas, en que hacemos uso de y' = f/(z).
., Como trabajamos en este caso?

Lo primero que debemos partir por notar es que el hecho de trabajar en torno al eje x = 27 complica
las cosas al momento de plantear la integral, razén por la cual puede resultar pertinente usar el
Teorema del Centroide de Pappus, en su versién para superficies de revolucion.

Partamos por calcular el largo de la curva:

e(r):/:fdz

Primer problema: el largo de curva requiere 3. ;Qué hacemos? Recordemos los primeros principios
de deduccion del largo de curva::

de = 1/ (dz)* + (dy)®

No sabemos el valor de dy/dz, pero si sabemos el valor de:

dx , ,
E—x(t)—)dx—a:(t)dt
d / /
= =y/() = dy =y ()t

Es decir, en coordenadas paramétricas se tiene que:

dl = /2 (t)? +y/(t)2dt

. De dénde a dénde debemos integrar? Eso lo sugiere el enunciado:

27
()= [ VIR Ry
0
Tenemos que:

2(t) = 1—cos(t)
y'(t) = sen(t)

Reemplazando,

Al = /1 —2cos(t) + cos2(t) + sen2(t) dt
= /2 —2cos(t)dt
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., Como integramos? Recordemos que:

1— t t t
1= cos(t) =sen? [ = | =2 —2cos(t) = 4sen® | =
2 2 2

Despejando:

2w t
eIy = 2/ sen (—) dt
0 2
" 2
— 4 z
COS <2>

= 4+4

0

Es decir, ¢ (I') = 8. Ahora tenemos que determinar el centroide de la curva, no de la superficie que
esta encierra. ; Como lo hacemos? Recordemos que:

dM, = xdm

En este caso, dm = pudf¢ donde p es la densidad lineal de masa. Asumiendo densidad constante e
integrando:
1 s
o— ()2 ()2 dt
= I

t
Como df = sen (§> dt, entonces:

2w

t
(t — sent) sen (§> dt

27 t 1 27 t
i t sen (5) dt — g/o sen (t) sen (5) dt

0

S~

s I BN B

La primera integral fue calculada utilizando integracion por partes y la segunda es inmediatamente
cero ya que es el producto de senos de distinta frecuencia en un periodo. Finalmente,

T=T

lo cual también pudo haber sido comprobado facilmente por simetria. Observe que como estamos
trabajando una revolucion en torno al eje x = 27, paralelo al eje y, entonces no necesitamos calcular
la coorenada 3 del centroide, ya que la distancia al eje en este caso se mide solo como la diferencia

entre las coordenadas z. Es decir,

r=21—7m —d=21r = 21’

Finalmente, aplicando el teorema:

A=0(T)d—[A =167
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Problema 1.35: Encuentre el drea de la superficie obtenida al rotar la circunferencia x? + y? = r?
en torno a la linea y = r, con r > 0.

Solucion:

Dado que el centroide de la curva y su largo son sencillos de calcular, aplicamos el Teorema del
Centroide de Pappus para superficies de revolucién. Facilmente notamos que:

=0 , yg=0 , () =2nr
Luego, la distancia al eje y = r es r. Por lo tanto, la distancia recorrida por el centroide es 27r. Con

ello, concluimos que:
S =€ (T)2mr -

Evidentemente el problema se puede hacer también planteando con cuidado las integrales respectivas
dado el cambio de eje. Sin embargo, este ejercicio extiende sustancialmente méas los calculos, razén
por la cual se deja propuesta al lector.

1.8. Trabajo (x)

Nota: Este tipo de problemas son opcionales de acuerdo al programa de cada curso de aplica-
ciones de calculo, por lo cual queda como una secciéon opcional.

De las aplicaciones basicas de un curso de fisica sabemos que para una particula a la cual se le aplica
una fuerza F'y se produce un desplazamiento d el trabajo realizado viene dado por:

W=F-d

Sin embargo, perfectamente I’ y/o d pueden variar en el tiempo, i.e. F' = F (t) y/o d = d(t). Dada
la motivacién de calcular el trabajo en este caso es que como siempre se puede asumir un enfoque
diferencial. En otras palabras,

AW =~ dAF obien AW = FAd

Dependiendo del tipo de problema. Asimismo AF ~ F'(t) At 6 Ad =~ d'(t) At. Luego, haciendo
At — 0 obtenemos que:

AW = dF’ (t)dt o bien dW = F()d (t)dt

segun corresponda a cada problema en particular. Integrando de ¢; a t, puede ser obtenido el trabajo
total. Se revisaran los problemas tipicos de trabajo a continuacién, donde se puede ver la clara
dependencia con respecto a la situacién que se busca modelar. Sin embargo, las ideas general son
siempre comunes.

Problema 1.36: Un cable de acero uniforme, de 40 metros de largo y con una masa total de 60
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kilos cuelga de la azotea de un edificio de altura H >> 40. Hallar el trabajo realizado en recoger 10
metros de cable desde la azotea.

Solucion:

Ubiquemos el eje de coordenadas donde comienza la cuerda que se enuentra colgando del edificio.
Luego, a la altura desde este origen de coordenadas la mediremos como h y por lo tanto la azotea
del edificio se encuentra a h = 40.

Observe que a medida que el cable sube, la masa restante es:
A(40 — h)

donde h es la altura actual de la punta inferior del cable y A = 60/40 = 3/2 kg/m es la densidad
lineal de masa. Luego, la fuerza gravitatoria ejercida hacia abajo por cable es.

F(h) = A(40 — h)g

con g la constante de aceleracion gravitatoria. Luego, el trabajo realizado al mover todo este segmento
restante de cuerda en una distancia dh es:

AW = F(h)dh = Ag(40 — h)dh

Tenemos que integrar desde la altura cero hasta la altura 10:
10
W = / Ag(40 — h)dh
0

1
= \g (400 - %)

3

= 350 x =
ng

= 525¢

Es decir el trabajo realizado es |W = 525¢ |.

Problema 1.37: Un helicéptero —con su estanque lleno de combustible— pesa 10 toneladas. As-
ciende verticalmente con velocidad constante, alcanzando 600 metros de altura en un cuarto de hora.
Se sabe que el combustible consumido tras ¢t minutos de vuelo estd dado por la expresion

2t
t+1

medido en toneladas. Calcule el trabajo total realizado por el helicéptero en su ascenso.

Solucion:

Tenemos que la masa del helicéptero en cualquier instante viene dada por:



Y luego su peso hacia abajo viene dado por:

donde g es la constante de aceleracion gravitatoria. Para desplazar al helicoptero en una pequena
diferencia de altura hacia arriba hay que vencer la fuerza gravitatoria, i.e.

AW = —F(t)dh

9
— (10- 2" ) gan
<0 t+1>g

Como tenemos que integrar en t ya que F'(t) es una funcién del tiempo, entonces tenemos que expresar
dh en términos de dt. Esto se logra notando que:

dh _ 600
15

ya que segun el enunciado la velocidad es constante. Luego,

=40 m/min

dh =vdt
Es decir,
dW = {10 2t dt
B t+1)"

Integrando de t = 0 a ¢ = 15 min segun lo pedido se tiene que el trabajo total viene dado por:

15 15 1
W = v/ 10dt—21)/ <1——)dt

= 120vg + 2vgIn 16
= 2vg (60 + 1In16)

Es decir,

W = 80g (60 + In 16)

Problema 1.38: Un estanque de forma esférica con radio 3 tiene una caneria de 1 metro de altura
en la parte superior y se encuentra completamente lleno de agua. Encuentre el trabajo necesario
para bombear todo el fluido fuera del estanque suponiendo que la masa especifica del agua (densidad)

€s 0op-

Solucion:

El hecho fisico que hay que tener claro en este ejercicio es que para retirar el agua del estanque desde
la parte superior es necesario remover cada particula de masa del estanque hasta la parte superior.
Si la particula se encuentra a distancia h en el fondo desde la parte de la caneria, entonces el trabajo
necesario para moverla hacia arriba serd mayor que el de una particula a una profundidad A > h.

El lector podra pensar que basta con calcular la masa de agua, su peso y luego multiplicar por la
altura del estanque. Sin embargo, esto no es tan sencillo pues una capa de agua a distancia x del
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estanque se desplaza menos distancia (y por lo tanto requiere menos trabajo a realizar) que una capa
a una distancia mas profunda del estanque. Este problema, por lo tanto, lo tenemos que resolver con
un enfoque diferencial.

Modelemos el estanque con capas de agua cilindricas, cada una a una distancia x desde la parte
superior del estanque (decimos entonces que dV estd a una profundidad z). Observe que tenemos
que desplazar la capa agua dV desde el fondo del estanque hasta la parte superior para poder bombear
todo el fluido.

Partamos cuantificando la masa de agua. En una capa de espesor dz en el estanque se tiene que el
volumen de agua se puede aproximar por el area en ese punto por el espesor:

dV = 7mr*(z)dz
=T (32 — xQ) dz

Luego, la masa en esta capa de volumen es:
dm = pgdV
La fuerza requerida para levantar esta capa es:
dF = gdm = pogm (32 — x2) dx

Esta capa debe viajar aproximadamente una distancia = + 1 (se le agrega el metro de caneria) hasta
llegar a la parte superior del estanque. Luego,

AW = (z +1)dF = mpog (x + 1) (3° — 2°) du

Integrando,

3
W:pggw/ (z+1) (3% —2*)dz

-3

Calculando la tltima integral mediante integracién polinomial (se deja propuesto):

W = 36ppgm

Problema 1.39: La figura es una arteza de base triangular, dos tapas de forma de trapecio y dos
laterales rectangulares.
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20 cm

Si la arteza es llenada con agua hasta 25 cm de profundidad, escriba la integral cuyo valor corresponde
el trabajo necesario para bombear el agua fuera del recipiente desde arriba.

Solucion:

Podemos modelar la situacién como sigue a continuacién:
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El problema de esta situacion es que si bien sabemos que para desplazar una masa m una altura h su
trabajo es mgh, en este caso a lo largo de x va variando la masa. Por lo tanto, para cada diferencial
de masa a posicion x, tendemos que hacer un trabajo xg Am para llevarlo hasta la parte superior de
la arteza.

Es decir, a priori sabemos que:

AW =zgAm

Debemos dejar Am en términos de dx para poder escribir adecuadamente la integral. Sin embargo,
si llamamos p a la densidad, entonces se tendra que:

Am = pAV

donde AV puede entenderse como toda la regién senalada en azul, de espesor Az, ya que para todo
cubito de masa a esa altura el trabajo realizado serda constante. Asimismo, AV puede entenderse
como un paralelepipedo de espesor Az, alto 40 cm y ancho dado por la recta que delimita la arteza
de forma oblicua.

De acuerdo a nuestro sistema de coordenadas, en x = 0 el ancho de la arteza es 30 cm y en x = 30
cm el ancho de la arteza es 20 cm, disminuyendo de forma lineal. Luego,

~30—20
- 0-30

(z—0)+30=30—2

4 3

Por lo tanto,

AV ~ 40 (30— g) Az

Y luego,
AW = 40pgx (30 — %) Ax

Haciendo Ax — 0 para obtener el trabajo exacto obtenemos la relacién simbélica:
x
dW = 40pgzx (30 — §> dx

Dado que la arteza esta llena hasta una profundidad 25 ¢m, debemos partir integrando desde 5 cm

hasta 30 cm. De esa forma,
30 -
W:40pg/ x<30—§>dx
5

Se deja propuesto al lector el calculo de esta integral polinomial.

Problema 1.40: Cuando un gas se expande en un cilindro de radio r, la presién en cualquier
instante es una funcién del tiempo del volumen: P = P(V). La fuerza ejercida por el gas en el pistén
es el producto de la fuerza por el area. Muestre que el trabajo realizado por el gas cuando se expande
de un volumen V; a un volumen V5 es:

Vo
W = PdV
%1
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piston head

Solucion:

Observe que la fuerza ejercida puede comprenderse entonces como:
F =nar*P(V)

Entonces un diferencial de trabajo por efecto de mover el pistén una distancia dx puede escribirse
como:

dW = Fdz = P(V)arida
Pero mr2dx es el 4rea por un diferencial de distancia al mover el pistén en dz. Luego,
mride = dV

con lo cual, integrando:

Va
dW = P(V)AV —|W = [ P(V)dV

Vi

demostrando asi lo pedido. Solo a modo de comentario observe que desplazarse desde un volumen
V1 hasta un volumen V5 puede parecer extrano, pero en realidad apunta a exactamente lo mismo
que desplazarse desde una posicién x; en la ubicacién del piston hasta una posicion x,, lo cual
evidentemente se traduce en un cambio de volumen. H

1.9. Extension a coordenadas paramétricas

Areas y centroides. Para deducir como medir areas encerradas por curvas cartesianas, recordamos
las expresiones en coordenadas cartesianas:

x2 Y2
A :/ ydx :/ xdy
Z1 Y1

En ambos casos se hace dx = 2/ (t)dt 6 dy = /(t)dt y se reemplaza con las expresiones cartesianas
para obtener el resultado pedido. Es muy aconsejable en muchos casos dibujar el area encerrada si
es que no se especifican adecuadamente los limites de integracion. Asimismo, eventualmente el signo
de 2’ (t) puede ser negativo al derivar. No es pertinente entrar en detalles por ahora, pero en dichos
casos se puede simplemente tomar el médulo y obtener el area con el signo positivo adecuado.

Se hace una deduccion exactamente analoga para momentos y centroides a partir de las férmulas
cartesianas. Revisaremos esto en la practica en el siguiente problema.

Problema 1.41: Considere la region R encerrada por la curva de ecuaciones
x(t) = cos(t)sen(t)
y(t) = sen(t)

para t € (0,7).
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(a) Esboce R y calcule su érea.

(b) Hallar las coordenadas del centro de masa de R.

Solucion:

Siempre en las curvas pardmetros, cuando se requiera graficar la curva en cuestién, lo ideal es poder
buscar una relacién entre x e y, ya que hacerlo a partir de las coordenadas simultaneamente no
resulta del todo sencillo. En este caso, notemos que:

2% (t) = cos?(t)sen® (1)
= (1 — sen? t) sen’ ¢
= 1=y O]y @)

Es decir, los puntos de la curva cumplen la relacién implicita 2* = (1 — y?) y2. Sin embargo, hay que
tener cierta precaucion, pues como t € (0,7) entonces se tiene que y(t) > 0. Salvo eso, observe el
lector que la curva es simétrica en torno al eje Y puesto que si (zg,yo) € I' (satisface la ecuacién
implicita), entonces (—xg,yo) € I' también pues la ecuacién se sigue satisfaciendo.

Luego, solo nos preocupamos de graficar la curva en el primer cuadrante (z,y > 0):

r=1/1—-9y%y

Esta es una funcién continua, diferenciable, positiva y con raices en 0 y 1. Luego, a partir del Teorema
de Rolle es sencillo esbozar el lado derecho junto a su reflejo:

0.8 1
0.6 1
0.4 1

0.2 1

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Para calcular el drea de R (el drea encerrada por la curva), podemos observar que dado que obtuvimos
de forma sencilla x como funcién de y, entonces resulta mas pertinente integrar en y. Luego, la
representacion simbodlica del area puede entenderse como rectangulos de ancho 2z y altura dy, i.e.

dA =2z dy
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Como y es diferenciable, dy = /(t)dt. Es decir,
dA =2x(t)y (¢t)dt

Integramos de 0 a 7/2, pues por el simple hecho de considerar como 2x (t) el ancho del rectdngulo
ya estamos considerando el lado de la curva para (7/2, 7). Es decir,

A2 /0 2 ety (dt

Como y/(t) = cos (t) reemplazamos directamente,
/2
A= 2/ cos? (t) sen (t) dt
0

Dado que aparece coseno y su derivada, hacemos la sustitucién u = cos (t) — du = —sen (t) dt. Es

decir,
1
A= 2/ u?du
0

2
Es decir, | A = 3t

(b) Partimos ahorrando trabajo y notamos que de la simetria de la figura se concluye inmediatamente
que T = 0. Es decir, nuestros esfuerzos solo deben concentrarse en calcular 3. Para ello, notamos que
en este caso podemos aproximar cada diferencial de momento en torno al eje z como rectangulos de
area dA igual que la vista anteriormente y ponderados por la posicion y respectiva. Es decir,

dM, = xdA=z(t)2z(t)y(t)dy
= 227 (t)y/(t)dy

Integrando nuevamente de 0 a 7/2:
w/2
M, = 2/ cos® (t) sen? (t) dt
0
Para resolver esta integral notamos que:
w/2
M, = 2/ cos (t) [1 — sen® (¢)] sen® (¢) dt
0

Hacemos u = sen (t) — du = cos (¢) dt. Con ello,

1
M, = 2/ u2(1—u2)du
0

Dividiendo por el area:



2
Es decir, las coordenadas del centroide se ubican en | (Z,y) = <O, —) .

Solidos de revoluciéon. Nuevamente recurrimos a las expresiones cartesianas, reemplazamos x e y
con las ecuaciones paramétricas y adaptamos el diferencial a conveniencia. Nuevamente se recomienda
dibujar la regién de integracion para tener una idea adecuada del método de integracion que conviene
utilizar.

Problema 1.42: Calcule el volumen del sélido de revolucion obtenido al rotar la astroide definida
por la parametrizacion
x=acost

Y= asen®t

con t € [0,27] en torno al eje Y.

Solucion:

Un astroide es una figura que al rotarla en torno al eje y requiere utilizar el volumen por casquetes
cilindricos para generar el sélido deseado. En efecto, el astroide tiene la forma:

Rotando en torno al eje Y se genera un sélido como el siguiente:
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Recordamos asimismo que en coordenadas cartesianas el volumen de revoluciéon en torno al eje y
viene dado por:

x2
Vy = 27r/ xydx

1
En este caso llevar al sistema parametrico es sencillo pues conocemos el valor de x e y en dichas coor-
denadas. Solamente basta notar que dx = 2/(t) d¢ e incluso asi tenemos el diferencial bien expresado.

Sin embargo, por simetria podemos integrar desde 0 a 7/2 para obtener solamente 1/4 del astroide
y luego multiplicar el volumen por 2 para obtener el resultado total. De esta forma,

w/2
v, — 47?/ 2 () y ()2 () dt
0
w/2
= 47TCL3/ cos®t sen®t3cos®t (—sent)dt
0

w/2
= —127a® / cos® t sen t dt
9

Observe que aparece un signo negativo por efecto de la derivada de x. Esto solo esta indicando que
la coordenada x ahi es decreciente. Por lo tanto, podemos obviar este signo tomando el médulo para
obtener la medida geométrica de interés®. Es decir,

w/2
Vy = 127ra3/ cos® t sen t dt
0
Para resolver esta integral notamos que:

cos’ t = (1 — sen? t)2 cost

con lo cual

w/2
Vy = 127ra3/ (1 — sen? t)2 sen*t costdt
0

3Si bien esto suena poco convincente, en estricto rigor dr = |2’ (t)|dt, lo cual valida completamente el resultado.
Esto se estudia en més detlale en el curso de Calculo III.
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Es inmediata la conveniencia de hacer u = sent — du = cost dt. De esta forma,
! 2
Vy = 127ra3/ (1 — u2) utdu
0

Luego, expandiendo e integrando de forma polinomial se llega al resultado:

8
‘/;J = 47'('013%

Longitud de arco y superficie de revolucion. Para calcular la longitud de arco debemos deter-
minar el diferencial de largo en primer lugar. Simbdlicamente,

de = \/(dz)* + (dy)”
= o'(t)2 4+ y/(t)2dt

Entonces integrando de t; a t5 tenemos que:

(= /i \/x’ ) +y (1) dt

Todos estos problemas por lo general se reducen a encontrar la técnica de integracion adecuada, pues
no debemos desconocer que por lo general resolver integrales con composiciones de raices no es un
problema sencillo habitualmente.

Exactamente de la misma forma pueden calcularse las areas de superficies de revolucién, solo basta
hacer la representacion simbélica adecuada.

z(t) = cos(t) +In [tan (% )} - 3

Problema 1.43: Dado el arco con — <t < —.

4 4
y(t) = sen(t)
Calcule la longitud del arco y el area de la superficie obtenida al girar el arco en torno al eje OX.

Solucién:
(a) Calculamos a partir de la férmula ya deducida. Derivamos:

t
22
sec <2) 1

() o

Z'(t) = —sen(t)+




Es decir,

1
d¢ \/sen (t)—2+ w—y Ty + cos? (t)

= yJesc? (t) — 1dt

= |cot (¢)| dt
Luego,
3/4 3m/4
¢ = / lcot ()| dt = 21og [sen (£)]
w/4 x/2

- on(2)
()

1
Finalmente, | ¢ = log <§> )

(b) La representacion simboélica del diferencial de superficie en torno al eje OX es:

dA = 2wy (t) dl

Reemplazando,
3r/4
A = o / sen (£) [cot (1)] dt
w/4
3mr/4
= 27T/ |cos (t)|dt
w/4
/2
= 2 X 2msen(t)
w/4
Luego,

A:27T<2—\/§>

Problema 1.44: Considere la curva:

(1) = t4+2t6 2t3+4t5
=\ T3 3 TS

2
Encuentre ¢, > 0 para el cual el largo de v sobre [0, t] es 3

Solucion:
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Podemos calcular el largo para ¢, general. Asi generaremos una ecuacién algebraica igualada a 2/3 y
luego despejamos. Calculemos entonces el largo entre 0 y t; de . Para ello, obtenemos el d¢:

2(t) = 283 +4t° =ty (t)

Y (t) = 26+ 4t

Observe que:
dd = ¢ (t)vV1+i2de
= 2P+4")Vi+e2d
(2t + 48°) V2 + ¢4 dt

Integrando de 0 a tq:

to
(= / (2t +4%) V2 + A dt
0

Notar que (£ 4 t*)" = (2t 4 4¢). Entonces, hacemos u = t> + t* — du = (2t + 4t%) dt. Luego,

t3+t5
t(to) = Vudu

0

2
= 3 (5 + o)

3/2

Luego, buscamos que:

(B = o (i) =1

Resolvemos la ecuacion:
~1++5
2
donde nos quedamos con la raiz positiva ya que por axioméatica real t2 > 0.Finalmente, como ¢y > 0
para que el largo sea positivo, entonces:

to+to—1=0—13=

V5 —1

t(): 2

Problema 1.45: Considere la curva I' dada por las ecuaciones paramétricas:
w(t)=3t> |, yt)=3t—t> contel0,1]
(a) Sea R la regién comprendida entre I' y OX. Hallar el volumen del sélido engendrado por la

rotacién de R en torno a OY.

(b) Hallar el drea de la superficie de revolucién engendrada por la rotacion de I' en torno al eje
0X.
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Solucion:

(a) Para resolver estos problemas recordamos siempre la férmula simbdlica de los diferenciales y
luego aplicamos el sistema de coordenadas respectivo. En este caso, recordamos que un diferencial
de volumen en el sélido de revolucién en torno al eje OY de la region encerrada por I' y OX puede
entenderse como el volumen de un casquete cilindrico. Es decir,

dV = 2nzxydx
Luego, aplicamos el contexto en el sistema de coordenadas. Tenemos que:
z=x@) , y=yt) y dz=2(t)dt

Se hizo el cambio de diferencial para poder integrar correctamente en funcién de t, ya que a priori
no tenemos como hacerlo directamente en x dado el sistema de coordenadas. Luego,

vV = 2%/0 z(t)y(t)2'(t)dt
= 27r/13t2 (3t —t*) 6t dt

Esta tltima no es mas que una integral polinomial que puede calcularse de forma sistematica, pero
tediosa. El volumen final corresponde entonces a:

576
V == gﬂ'

(b) Ahora en este caso recordamos la forma simbdlica para el diferencial de superficie. Al tratarse
de anillos transversales al eje OX, tenemos que:

dA = 2ry dl

. Qué cambia respecto al sistema de coordenadas cartesianas? Que y = y(t) y que:

A0 = \/(dz)* + (dy)®

Calculamos las derivadas respectivas:

2(t) = 6t
y(t) = 33t

Luego,

de = \/362&2 +(3-3t2)°dy

Expandimos, tratando de completar cuadrados:

d¢ = V3612 +9 — 182 + 94 dt
= VOt + 1812 +9dt

= /(32 +3)*dt
= (3t +3)dt < pues 3t> +3 >0
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Es decir,
dA =2r (3t — %) (3¢ + 3) dt

Integrando,

2t (3—t°) (*+1) dt

J
= 37?/01(3—u)(u+1)du
/0 (2u+3—u2)du

u
3 - —
* 3

0

Finalmente, .

1.10. Extension a coordenadas polares

Otra representacién 1til para figuras con ciertos tipos de simetria en torno al origen es la represen-
tacion polar, donde un punto (z,y) pasa a ser representado por su distancia al origen p y su angulo
con respecto al eje x —f— recorrido en sentido anti horario. En otras palabras,

(‘Ta y) — (107 0)
Para ello se puede hacer la siguiente conversion:
— S22 _ y
p=+zx2+y* vy Q—arctan<—)
x
Asimismo, la relacion inversa es:

x = pcos(0)

y = psen(0)
Asi como en el sistema cartesiano ya hemos trabajado muchas veces con funciones del tipo y = f ()
en que la coordenada y depende del valor que se tome en z, en el sistema polar es comun hacer

representaciones del tipo p = p (#). Es decir, la componente radial dependiendo del &ngulo en cuestién.
De esta forma,

z(0) = p(6)cos ()
y (@) = p(0)sen(0)

con lo cual se hace evidente que las coordenadas polares no son mas que un caso particular de
coordenadas paramétricas.

Partiremos el estudio de las coordenadas polares estudiando efectivamente como graficar este tipo de
relaciones en el grafico polar.
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Importante: Se recomienda revisar el siguiente problema, pues en el generaremos todos los
graficos en detalle y detectaremos propiedades de los graficos polares, los cuales son a su vez
bésicamente todos los que habitualmente se utilizan para elaborar problemas pedagogicos.

Problema 1.46: Grafique las siguientes curvas polares. Introduzca un valor pertinente en cada
caso:

(a) Circunferencia(s): p(6) = rcos(f) y p(8) = rsen (6). r > 0 fijo y arbitrario.

(b) Rosa polar: p(0) = rcos(nf) y p(0) = rsen (nf). Pruebe para distintos valores de n. r > 0 es
fijo y arbitrario.

(c) Lemniscata: p* (§) = acos (2t) y p*(0) = asen (20) con a > 0 fijo y arbitrario.
(d) Cardioide: p (0) = a (1 — ncosf). con n entero. Pruebe para distintos valores de n.

Dado un grafico de la forma p = p (6), {qué puede decir del grafico de p (0 — 7/2)? jy de 3p (0)7 {qué
representa la curva 6 = w /47

Solucion:

Siempre la mejor idea para resolver este tipo de problemas es partir generando un gréafico cartesiano
en que ubicamos € en el eje z v p en el eje y, ya que esto nos da una idea adecuada de como se
comporta la componente radial en funcién del 6 en el cual nos encontramos ubicados.

Asimismo, conviene ser astutos y ser capaces de detectar simetrias. Sin embargo, cada caso se revisara
en los ejemplos a continuacién.

(a) Graficamos p en funcién de 6 tal como se indicé:

0.59

2rn

w
a
a
« ]
a
w,
a
-
a

Nlﬁ B
+|
+|
N‘ J
+|

ENERE!

-0.51

Observe que p () = p(—0) por la simetria de la funcién de la definicién. Por lo tanto, el barrido
radial que hagamos en el sentido antihorario (#) tiene que generar el mismo en el sentido horario
(—0), por lo tanto existe una simetria en torno al eje x, lo cual nos puede ser de utilidad para graficar
la funcién.

Finalmente, graficamos haciendo esta consideracién y tomando algunos valores particulares:
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V2

= —

o0 — cos(d)
Lig T

v = U.'[)kU) =1
H:g,p(ﬁ)zo 0=m p(0) =1

|2
+
1
=
Il
|
oI

En efecto, esta figura corresponde a una circunferencia y mediante un poco trabajo algebraico adi-
cional se puede demostrar que es efectivamente asi.

Para el caso p () = sen § notamos ahora que p (6 — 7/2) = p(—0 — 7/2) (piende en la funcién seno,
esta tiene claramente un eje de simetria par en x = 7/2), por lo cual el barrido desde 7/2 tiene que
ser igual. Es decir, existe una simetria en torno al eje y.

Tomando algunos valores obtenemos asi la siguiente figura:
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™
— . p(0) =1

0= 35,0(0)

2

9:E+E~,0(9):*\/——
2 4 2 . NG)
i HZ*P(9)17
T T T p:bill('&) T T

0=0,p=0

Observe que es la misma grafica anterior rotada en 90° en sentido antihorario. Esto no es ninguna
casualidad. En efecto, si notamos que:

sen (0) = cos (9 — g)

entonces es facil notar que la nueva gréfica es la misma grafica tomada anteriormente con coseno,
pero este desfase en 90° debe ser representado. Un valor p; de la primera curva obtenido en 6; serd
ubicado en la segunda curva en 0; + 7/2 (para cancelar los —7/2), por lo que efectivamente este
atraso en 90° se representa como una rotacién en 90° en sentido anti horario.

(b) Asumamos r = n = 22. Graficamos p en funcién de 6:

24

w
a
a
[
a
w ]
a
-
a
[N}
a

&la
SIE]
|
A‘ ]
y
!
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Se observa nuevamente simetria en torno al eje z pues p (6) = p(—#0). Por lo tanto, graficamos solo
los primeros dos cuadrantes y luego reflejamos en torno al eje x. Tomando algunos de los valores se
obtiene la siguiente figura:

Inf‘)rrjn (24) .

w=uU =1

Se puede demostrar experimentando que para un n par el nimero de pétalos de la rosa es 2n en este
caso.

Revisemos ahora el caso n = 3 en la funcién seno, asumiendo r = 2. En este caso el grafico es el
siguiente:

EER
[SIER
]
=
~\
*]

Si bien se puede demostrar la existencia de una simetria, esta no es tan evidente desde el punto
algebraico, por lo que la omitiremos para concentrarnos exclusivamente en graficar a partir de la
tabla de valores. Tomando algunos puntos se obtiene que:
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De la misma forma se puede demostrar que si n es impar se obtienen n pétalos en la figura.

(c) Observe que ahora tenemos una relacién implicita, de donde puede despejarse:

p1 =/cos(20) y ps = —+/cos(20)

donde ambos resultados son igualmente validos pues efectivamente satisfacen la ecuacion implicita.
Por lo tanto, se puede tomar p; y graficarlo como ya se ha hecho para posteriormente tomar dicha
grafica y proyectarla con la componente radial invertida en signo.

Se puede notar asimismo que p; (#) = p; (—0) por lo cual existe simetria en torno al eje = de la figura.
Y adicionalmente, debemos notar que p; y en general p no aceptan cualquier valor de 6, deben ser
solo aquellos € para los cuales cos (26) es positivo.

En el intervalo [0,27] se puede notar ficilmente a partir de la gréfica de cos(2x) que coseno es
positivo en los intervalos [0, 7 /4], [37/4, 57 /4] y [7Tm /4, 27]. Tomando algunos de los valores obtenemos
finalmente la figura:
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que contempla ambos casos. Debido a lo ya estudiado, es facil notar que

o 2) e (20 ) = [2(0- )]

lo cual indica que la misma gréfica obtenida anteriormente debe ser rotada en 7/4 en sentido anti-
horario, lo cual podemos comprobar en efecto de forma grafica:

77 = \/sin(20)

(d) Si bien se puede hacer el estudio para distintos valores de n, nos centraremos por lo interesante
del resultado en el caso a = 3 y n = 2. Graficando p en funcién de 6:

Nuevamente se puede notar que p (#) = p (—0) por lo cual existe simetria en torno al eje . Tomando
algunos valores y uniéndolos mediante trazas continuas obtenemos una grafica como la siguiente:
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=3(1 — 2cost)

-6

En n = 1 se obtiene el caso critico de un cardioide y al aumentar n se acentia este lazo interior. Esto

se puede resumir graficamente en la siguiente figura:
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El lector no debiese tener dificultad en notar que aumentar el valor de a solo amplifica los valores de
la curva tanto en el eje z y en el eje y, asi como que reemplazar coseno por seno rota la figura en 90°
en sentido anti horario.

Si n es negativo, lo cual también es una opcién vélida podemos notar que en dicho caso la componente
radial nunca se anulara. En efecto,

p(0) =a(l+mcosf) >0

Observe que de acuerdo a las combinaciones de los niimeros se puede generar un lazo interno como
podria no generarse. A modo de ejemplo, graficamos p =4 + 5senf y p =4 + 3sen6:

101
p=4+5sinb
85
5<
p=14-+3sinb
- >
i 6 J 2 ! : 4 6 s
=24

Aqui se evidencia que si p = a + bsen 6 con a, b reales positivos, entonces se producira lazo interno
si b > a, lo cual guarda directa relaciéon con el hecho de que en dicho caso p si podra tener valores
negativos pues la amplitud de b es mayor que su componente constante.

Areas. Se pueden demostrar diversas propiedades diferenciales en el sistema polar. A modo de
ejemplo, la derivada tal como la conocemos se puede obtener en el sistema polar a partir de la regla
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de la cadena:
dy
d a0 0
dy _do _ _psen®) _ e
de dz pcos (0)
dé
Sin embargo, son de particular las propiedades integrales. En particular, en los siguientes problemas
nos centraremos en determinar areas de figuras polares. Para ello, consideremos el objetivo de calcular

el area encerrada entre dos curvas polares cualesquiera como en la figura siguiente:

La expresion simbolica para el diferencial de area es:

Az, Ay—0
_—

AA ~ AxAy dA = dxdy

Sin embargo, los cuadraditos diferenciales en este caso pueden ser aproximados como sigue:
AA=rAfO Ar
~—
(*)

En (%) notar que es equivalente al largo del segmento de circunferencia de radio r y en un angulo de
barrido A6, tal como en toda la circunferencia seria r - 27. Luego, tomando los deltas hacia cero:

dA = rdrdé

Mediante el Teorema de Sustitucién para Integrales Miltiples (revisado en el curso Célculo III) se
verifica formalmente este resultado. Por ahora concentrémonos en integrar estos dA para obtener el
area total, lo cual no es més que un proceso iterativo muy sencillo.

Si integramos radialmente, obtenemos todos los cuadraditos para un angulo ¢ dado. Luego, tenemos
que integrar desde p; (0) hasta py (6). Luego, cada uno de estos segmentos para € dado deben ser
sumados desde 6, hasta 0,. Es decir,

02 p2(0)
A= / / rdr | df
61 p1(0)
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La integral de mas adentro resulta muy sencilla de calcular, pues es polinomial. Asi obtenemos la

formula para el area:
L[,
A:_/ [102(9)_:01
2 Jo,
Observe cémo dedujimos la férmula para el diferencial de drea y cémo estamos integrando en este

caso: jjde forma radial!! Esto quiere decir que podemos tener exactamente la misma curva en el
plano cartesiano, y sin embargo la férmula cartesiana y la férmula polar generan dreas distintas, tal

como se evidencia en la figura siguiente:

Luego, observamos que la forma de medir el area en coordenadas polares (entre la curva roja y los
segmentos en verde) es generando una especie de “barrido” en un segmento de radio y en sentido
de los punteros del reloj. Hay que tener muy clara esta idea para poder plantear correctamente las

integrales que nos permiten calcular areas en polares.
Momentos y centroides. A partir del diferencial de drea resulta sencillo determinar las coordenadas

del centroide. Suponiendo densidad constante tenemos que:

dM, = xdrdd
Pero z = rcos#, de modo que:
dM, = r® cos 0 drdf
Integrando exactamente de la misma forma (r de 0 a p (f) y 6 de 6, a 6,) obtenemos:
I
T = 34 . P (0) cosfdo

dM, = ydA = r?senf df

Razonando de forma analoga:

1%
— P’ (0) sen 6 do

— =
Y734 ),
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Obviamente la deteccién de simetrias puede resultar muy 1til en varias figuras, en especial conside-
rando que ocurren simetrias en torno a varios ejes, no solamente los coordenados.

Problema 1.47:

(a) Determine el area de la regién interior a la curva p (6) = 2a cos 30 y exterior al circulo r = a.
(b) Hallar el drea comun entre las curvas p (#) = 1+ cos@ y p(0) = 3cos¥.

(c¢) Encuentre el drea encerrada por los cardioides de ecuaciones:

p1(0) = 1+ cos(6)
p2(0) = 1+sen(h)

(d) Calcule el rea de la regién comprendida entre las lemniscatas de ecuaciones p? = cos (26) y
2
p° = sen (20).

Solucion:

(a) Por simple inspeccién sabemos que la primera curva es una rosa polar de 3 pétalos con el primer
pétalo centrado en el eje x y de amplitud 2a. La segunda curva se explica por si sola. Graficando
para a = 1:

Observe que por simple simetria el area total es equivalente al area de un solo pétalo, por lo cual
Ar = 3A%,

donde calcularemos A* como el area del primer l6bulo centrado en el origen. Los extremos de in-
tegracién se obtienen de la interseccién de ambas curvas. En dichos puntos se debe tener la misma
componente radial y el mismo angulo respecto al eje x. Es decir,

2acos360 = a
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Como a # 0 para que el problema tenga sentido, entonces podemos cancelar sin dificultad:
1
— cos 30 = 3 —>3€:g+2k7r\/39: —g+2n7r

Para obtener los casos deseados hacemos k =n = 0 con lo cual §; = —7/9 y 0, = /9. Dado que la
componente radial exterior es la rosa y la interior la circunferencia, reemplazamos:

1 /9 /9 2ma’
A* — / 4(1,2 C082 36 _ a2 d@ — CL2 / 1 + cos 69 de - e
2 —/9 —7/9 9

9 /9

= % sen 660

a? ot a?+/3
= —sen— = ——
3 3 3 2

Finalmente,

(b) La segunda curva es indiscutiblemente una circunferencia de radio 1.5 como la ya estudiada en el
problema anterior. Asimismo la primera curva corresponde a un cardioide, lo cual no es tan evidente
pero se puede notar como sigue:

1+ cosf =1—(—cosb)

y —cosf = cos (6 — ), con lo cual 1+ cosf =1 — cos (6 — 7), por lo que es un cardioide como el ya
visto en la figura anterior rotado en 180°. Luego, la situacién se grafica como sigue:

_—

S

y es facil notar por inspeccion la interseccién de las curvas en un area comin. Requerimos determinar
los dos puntos en 6§ € [0, 27| para los cuales las curvas se cortan. Para ello igualamos las componentes
radiales, pues serd la condicién basica de interseccion:

1

14 cosf = 3cosf — cosf = 3
De aqui se sigue que § = /3 y § = 2m — 7/3 son los dngulos buscados. O bien por simplicidad, el
segundo puede escribirse como § = —7 /3. Antes de integrar debemos tener una salvedad: al integrar

en polares la figura a la cual se le calcula el area es la curva junto con los segmentos desde el origen
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a los extremos de integracion. Por esta razon en este caso en particular, si revisamos lo que se quiere
hacer al integrar, notaremos que no en este caso no deben restarse las componentes radiales, si no
que integrar con esta consideracién las funciones.

Observe que existe una simetria en torno al eje x, por lo cual podemos calcular el area sobre el eje
x vy luego multiplicarla por dos para obtener el resultado final. El barrido de area comienza con el
cardioide en @ = 0 y llega hasta § = 7/3, donde se pasa a integrar la circunferencia, yendo desde /3
hasta 7/2 , donde la circunferencia toca al eje y. Entonces el drea puede escribirse como:

1 /3 ) /2
A = 2x = / (1 + cos@) d0+/ 9cos? 0 df
2 0 w/3
w/3 w/2
= / 1+2cos€+00826d0+9/ cos? 6. dd
0 /3
1 20
Para integrar los términos al cuadrado simplemente hacemos cosf = —i—(t%.

Evaluando se obtiene asi que:

5%
A= —
4

(c) Ya conocemos la gréfica del primer cardioide. La gréfica del segundo cardioide no es més que el
cardioide anterior rotado en 90° en sentido antihorario. De esta forma se obtiene una figura como la
siguiente:

Observe que existe una clara simetria en torno al eje § = /4, por lo cual podemos integrar a un
lado del eje y multiplicar por dos. Tampoco debe ignorarse el hecho de que el l6bulo comtn no es
solamente el grande, si no que el pequeno que se encuentra en el tercer cuadrante.

Haciendo el barrido correctamente, podemos integrar cualquiera de las dos curvas para obtener el
resultado pedido. Haciéndolo con el coseno, debemos partir en § = 7/4 y terminar en § = 7 para
obtener el drea de medio 16bulo grande. Sin embargo, podemos seguir integrando hasta § = 7w + /4
para obtener el area de medio 16bulo pequeno. De esta forma,

5m/4 5m/4
A:2/ (1+C059)2d9:2/ 1+ 2cosf + cos* 6 df

/4 w/4
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Evaluando mediante las técnicas de integracion habituales obtenemos asi:

A=3r—4V2~ 3,77

(d) Nuevamente graficamos, considerando que ambas curvas ya son més que conocidas:

p° = sin(20)

La interseccién de ambas se da evidentemente cuando:

sen20 = cos20 — tan20 =1 — 20 = % + k7

con k € 7. Para nuestros propdsitos basta hacer k = 0 para obtener el § = 7/8 que sugiere el gréfico.
Nuevamente observamos una simetria en torno al eje § = 7/8 y no solo eso, si no que también hay
simetria en torno al origen. Entonces podemos calcular el area total como un cuarto del area de medio
I6bulo, lo cual resulta sencillo de integrar pues significaria solo tomar una lemniscata e integrarla
adecuadamente.

En este caso, tomando la lemniscata con coseno y observando la grafica notamos que debe integrarse
de § = /8 hasta § = /4, donde la curva obtiene radio nulo. Es decir,

1 w/4 w/4 /4
A:4><—/ p2(0)d«9:2/ cos (20) df = sen 26

/8 /8 /8

Es decir,

%
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Problema 1.48: Sea R la regién determinada por el lazo interior de la cariodioide p (#) = a—2asen @
con a > (. Calcule el drea y el centroide de R.

Solucion:

Tenemos que p = a (1 —2send), la cual es una cardioide cuyo lazo interior se ubica en el tercer y
cuarto cuadrante, tal como vimos en el problema de graficas. Luego, el lazo se genera entre ambos
puntos donde la componente radial se anula. Resolviendo:

1
1—25en9:0—>sen0:§

En este caso nuestros angulos de interés en este caso son § = 7/6 y § = 7 — /6 = 57/6. Integrando
la funcién en cuestion obtenemos el area del lazo:

a? 5m/6
A = —/ (1 —2senf)*do
2 /6

a2 57/6
— —/ 1 —4senf + 4sen’0do
2 /6

Evaluando la primitiva obtenemos asi que:

A:a—2<ﬂ'—7—\/§>
2 4

Para calcular el centroide empleamos las férmulas ya deducidas. Sin embargo, por simple inspecciéon
notamos inmediatamente que T = 0 pues la figura es simétrica. Para la coordenada y calculamos:

57/6

3
M, = L (1 —2senf)’senddo
v 3
w/6
a3 57/6
= 3/ (Sen9—686H29+1286n3¢9—8861149)d¢9
/6

Dado que las funcién sen () es impar en torno al eje z = 7, entonces integrar sen § y sen® @ dan cero
como resultado. Para integrar sen®§ usamos la conversién trigonométrica habitual y para integrar

sen* @ hacemos: ,
1-— 20
sen' = (T)

con lo cual expandiendo e integrando se llega a primitivas sencillas. De esta forma,

9 ~ 4
My:a3<1\/_—§)<0

El signo de M, es efectivamente consistente si a > 0. Entonces, evaluando de forma simplificada:

(7,9) = (MT%) : (o,_Q_“. (273 - 16”))

3 V3 — 4w
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Voluimenes de revolucion. Ahora calculemos los volimenes de los sélidos de revolucién. Partamos
pensando en el volumen del sélido de revolucion generado al producir una rotacion en torno al eje
OX. La primera condicién obvia es que toda la region se encuentre a todo un lado del eje para no
generar un volumen que se superponga.

El volumen resultante se puede entender como la superposicion de la rotacion de cada elemento dA
de la region en torno al eje OX. ;Cémo calculariamos el volumen generado por la rotacién de el area
dA en torno al eje OX? jUsando el Teorema de Pappus! En este caso este también resulta. Observe
que al rotar un solo diferencial en torno al eje en cuestiéon obtenemos una figura como la siguiente:

Al integrar cada uno de estos diferenciales se obtiene el volumen total de la regién revolucionada.

El drea es dA, la distancia de dA al eje X es aproximadamente rsen@. Luego, un diferencial de
volumen del sélido viene dado por:
dV =27rsenf dA

Reemplazando con lo que obtuvimos para dA:
dV = 2nr?sen 0 drdé

Integrando entre p; (0) v po (0) y luego integrando desde ¢, hasta 6y:

02 p2(0)
V= / / 27r? sen Odr | d6
01 p1(0)

La integral del interior es muy sencilla de calcular, mas ain considerando que sen f se puede sacar
de la integral ya que no depende de r. De esta forma, integrando una simple polinomial:

or [

Va
3 Jo,

[63(6) — 52 (6)) sen .6

De la misma forma se puede obtener lo resultante tras rotar en torno al eje OY, donde solo cambia
la distancia de dA al eje de rotacion:

o [

\4
Yy 3 o,

[65(6) — % (9)] cos 10
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Observe que la deduccién de estas formulas esta intimamente ligada con el Teorema de Pappus, razon
por la cual no existe una féormula mediante casquetes cilindricos. La férmula expresada contempla
todos los casos posibles para una regién dada.

Adicionalmente, este ultimo teorema también puede ser aplicado y no requiere ninguna formulacién
en cuanto solo exige ser capaces de determinar el area y el centroide de la figura. En muchos casos en
el sistema de coordenadas polares esto resulta sencillo dadas las simetrias que se generan. Mas aun,
en muchas figuras el centroide resulta ser el mismo origen, tal como en el caso de una rosa polar.

Problema 1.49:

(a) Calcule el volumen del sélido generado por la rotacién en torno al eje OY de la regién encerrada
por la curva polar p = asen 26 para 0 € [0, 7/2].

(b) La curva de ecuacién p = cos®# (con 0 < # < ) gira en torno al eje polar. Calcule el volumen
del so6lido de revolucion asi generado.

(c) Calcule el volumen del sélido de revolucién obtenido al rotar la flor de 8 pétalos en coordenadas

polares:
r=sen(40) 0<60<2rm

en torno a la recta y = x — 7 (en coordenadas cartesianas).

Solucion:

(a) En este caso, podemos notar por simple inspeccion que corresponde a un solo pétalo de la rosa
polar. En particular, el que se ubica completamente en el primer cuadrante. Realizando la rotacién
en torno al eje OY obtenemos una figura como la siguiente:

Usamos la formula del sélido de revolucién, la cual en este caso es més que directa:

2T

or 02 w/2
= (05 (0) — pi (0)] cos0db — V,, = ?/ a® sen® 20 cos 6 df
0

v
Yy 3 o,
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Notando que sen 26 = 2sen 6 cos §, entonces:

27 w/

2
8a® sen® 6 cos* 6 d6
3 Jo

Vy

Estas integrales requieren integracion cautelosa. Podemos por ejemplo hacer:

sen® 0 = (1 — cos? 9) sen 6

con lo cual .
16 T
V, = 73m / (1 — cos® ) cos* 0 sen§ df
0
Ahora aparece una integral y su derivada. Hacemos u = cos — du = —sen 6 df. Es decir,
16 3 1
Vy = a / ut —ub du
3 Jo

Por integracion polinomial directa concluimos que:

327 4

T

(b) En este caso el reemplazo en la ecuacién es directo, pues tenemos toda la informacién necesaria.
En este caso,

2 T 2 T
V;/:_W [00529}386n9d9:—ﬂ/ cos® @ sen 6 df
3 Jo 3 Jo
Haciendo u = cos§ — du = —sen # df. Entonces,
v or (1 6q 47
= — wduy = —
S Y 21

(c) Es evidente dado el eje de rotaciéon que intentar obtener una integral por definicién puede ser
un proceso complejo. Mas atin, notando que la grafica es una rosa polar, con una simetria muy facil
y que la recta no intersecta a esta curva, entonces podemos hacer uso del Teorema de Pappus para
obtener el volumen en cuestion.

Dada la simetria de la rosa polar no se requiere ningun trabajo para notar que el centroide se
encuentra en el origen. La distancia del origen alarectay =2 -7 -2 —y —7=0 es:

B} -7 7
d(O,E) - ="

Nos falta calcular el area de la rosa polar. Notando que el drea de los 8 pétalos es igual, podemos
calcular el area de solamente una. En este caso, considerando la grafica:
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Basta integrar de 0 a m/4 y luego multiplicar por 8 para obtener el drea total. De esta forma,
1 w/4 w/4
A:8><§/ sen2(48)d9:2/ 1 — cos (80) do
0 0

Notando que el periodo de cos80 es /4, entonces la integral de coseno se anula en este caso.
Finalmente,

Luego, aplicando el teorema:

2
V=21 x = = y=1T

V2

Puede ser nuestra motivacién también estudiar el largo de una curva en polares. Nuevamente recu-
rrimos a las representaciones simbdlicas obtenidas:

d¢ = 4/ (dz)® + (dy)®

., Como expresamos esto en el sistema polar? Probablemente obtener dx no sea facil, pero podemos
notar que abusando de la notacion:

dz\? dy 2
%) ()

Por su parte,

z(0) = p(0)cos (0) — j—z = p'cos () — psenf
y () = p(0)sen (0) — % = p'sen (0) + pcosd
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Elevando al cuadrado y sumando:

dl = \/(p’)2 cos? 0—2p pserrtcos 0 + p2sen? 0 + (p/)? sen? 0420 psercos 0 + p? cos? 0 df

Reordenando términos:

de = \/(P/)2 (cos? 0 + sen? @) + p? (cos? O + sen? 0) df

S|l = /g (0) + p? (0) 0

Que es la expresion comunmente utilizada para calcular diferenciales de largo en polares. Luego el
largo total se obtiene de integrar desde #, hasta 65 segiin conrresponda:

02
f:/ p) + p2df
. \V (P)

y el problema se reduce a simplemente calcular la integral respectiva. Evidentemente este diferencial
resulta 1til para calcular el drea de las superficies de revolucién, tal como veremos mas adelante.

A partir de todas estas deducciones vistas usted no debiese tener problemas para hacerlo por us-
ted mismo. Mas atn, debiese ser capaz de deducir algunas restantes. Por ejemplo: coordenadas del
centroide en coordenadas polares para una curva o superficie. (Hagalo como ejercicio propuesto)

Problema 1.50:

(a) Calcule la longitud de la cardioide p (#) = a (1 + cos#), a > 0 y el drea que encierra.

(b) Calcule la longitud de la curva p = sec® (6/2) que se encuentra en la regién tal que z > 0.

Solucion:

(a) Para obtener la curva completa requerimos mover 6 entre 0 y 27. Derivando,

p = —asenf

Entonces, d¢ = \/a2 sen? 0 4 a2 (1 + cos0)* = av/sen20 + 1 + 2 cos 0 + cos? 0. Simplificando,

dl = ar/2 (1 + cos )

Para integrar esta expresién notamos que:

0
(1+cosf) = 2cos® ~

2
27
ﬁz/ 2a
0

100

Entonces,

0
COS§’ do



donde tomamos el modulo ya que por efecto de la raiz el coseno es positivo en todo punto. Notando
que entre 0 y 27 aparecen solo medio periodo de la funcién cos #/2. Entonces, por simetria:

€:4a/ COSQdQ = 8asen€
o 2 2

0

Es decir,
¢ =8a

Para calcular el area encerrada también recurrimos directamente a la féormula ya deducida e integra-
mos de 0 a 27 para generar todo el cardioide:

1 2w a2 2w
A:§/ a2(1+0039)2d0:7/ 1+ 2cosf + cos* 6 df
0 0

De aqui se obtiene por integracién ya conocida que:

A:

2 3 2
%(27r+7r)—> A= 7;a

(b) Notamos que esta curva siempre tiene componente radial positiva, y que incluso es infinita cuando

cos§:O—>9:7r

en el intervalo [0, 7]. Un esbozo de la curva es el siguiente:

De aqui se sigue que la condicién = > 0 se cumple para 6 € [—m/2, 7/2]. Derivamos:

P (0) = sec? gtan g

Es decir,

0 0 0 0
_ 42 27 47 — 37
d/ \/sec 2tan 2+sec 2d9 sec 2d9
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La integral se escribe entonces como:

w/2 0 w/4
Ez/ secB—d9:2/ secd udu

—7/2 —7/4
Ya calculamos esta integral anteriormente en los problemas de repaso de integracion, pues una de las
integrales bésicas para el curso. Sabemos que:

/ 3 secx tanz + In (secz + tan x)
sec’ rdr = +c

2

Reemplazando,

£:2ﬁ+21n(\/§+1>

Area de superficie. Recordamos que simbdlicamente el area de revolucién en torno al eje x y al
eje y vienen dadas por:

b b
Ax:27r/ ydl Ay:27r/ xdl

Llevando al sistema polar tenemos que y = psen6, x = pcosf, df = (,0’)2 + p?df. Es decir,

02
A, = 27r/ psenf\/(p')* + p>do

01
02
A :277/ pcosf/(p)* + p*de
y , \V ()

Problema 1.51: Determine el area de la superficie de rotacién generada al rotar la lemniscata
p* = a?cos (26) en torno al eje polar (eje X) y al eje transverso (eje Y).

Solucion:

Dado que la lemniscata completa nos produciria una superposicion al rotar, solo nos quedaremos
con un segmento de ella. En particular, tal como ya revisamos al graficar lemniscatas, podemos
aprovecharnos de la simetria y hacer las rotaciones siempre para 6 € [0, 7/4]. Luego multiplicamos
el resultado por dos para obtener el resultado pedido.

Derivamos implicitamente la ecuacién para obtener la derivada:

a? sen 20

av cos 26

2p-p) = —2a*sen (20) — p' =

Entonces,

/4 2 sen? 90
A, = 2><27r/ aV cos 20 sen@\/%+a200829d9
0 cos 26

w/4
= 47a® Vsen2 20 + cos? 26 sen 0 df
0

w/4

= 4ma® (—cosb)

0
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| A, = 21a? (2 - \/5)
Anélogamente, podemos hacer el mismo procedimiento y notamos que:

w/4 2
A, = Ara? / cosfdf = 47ra2\/7—
0

Finalmente,

A, = 21aV?2

Problema 1.52: [Propuesto] Cuatro hormiguitas son ubicadas en las esquinas de un cuadrado de
lado a. Las hormiguitas se mueven en direccion contraria al reloj a la misma velocidad cada una y
cada una se mueve apuntando a la continua en cada instante, por lo cual se aproximan al origen a
través de una trayectoria circular.

(a) Encuentre la ecuacién polar de la trayectoria de la hormiguita que més le simpatice asumiendo
que el polo esta al centro del cuadrado. Ayuda: La direccién en que se mueve una hormiguita
apunta hacia las coordenadas de la otra hormiguita.

(b) Encuentre la distancia que viaja una de ellas al momento que se encuentra con las deméds en el
centro.
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2. Integrales impropias y series numéricas

2.1. Integrales impropias

Hasta ahora dominamos perfectamente bien (en teoria) las técnicas de integracién bésicas y somos
capaces de calcular analiticamente un gran espectro de funciones suponiendo dos condiciones:

= El extremo de integracién es acotado. Es decir, siempre calculamos la integral en un intervalo
[a, b].

» La funcién es continua, y en particular acotada en [a, b]. Esto es una hipétesis bésica para poder
emplear el Teorema Fundamental del Célculo.

Sin embargo, no siempre estas condiciones se cumplen en todas las integrales, y no solo en casos
meramente tedricos como podria pensarse, si no que también en la practica de fisica e ingenieria,
donde se modelan muchas situaciones en que ocurren estas particularidades. Entonces, el tema central
de esta seccién es estudiar integrales de la forma:

(3] b
/ f(x)dz y / f(x)dz (f no esta acotado en algtin punto)

las cuales se conocen como integrales impropias. Las primeras integrales se denominan de tipo I
o primera especie y se caracterizan por uno de los dos extremos de integracién fijados en infinito
y las segundas son integrales tales que existe zo € [a,b] (en particular en los extremos) en los cuales
f (zo) diverge®. Estas integrales se conocen como integrales de tipo II o de segunda especie.

El objetivo en particular de este capitulo es determinar si las integrales convergen o no (calcular su
valor lamentablemente adquiere un cardcter secundario). Formalmente, se define

/Oof(:z:)dﬂcé lim 6f(al:)d:t

a

y sin pérdida de generalidad en el caso de que zy = a sea un punto no acotado de f:

b a
/ f)dz 2lm [ f(2)de
a e—a €
Es decir, al estudiar integrales impropias lo que estamos haciendo es estudiar la convergencia de la
integral en alguno de los extremos. Por esta misma razon es que una de las primeras acciones que se
pueden tomar es calcular la integral a partir de su primitiva como funcién de € y luego hacer tender
e al punto que corresponda. El objetivo en particular de este capitulo es en efecto determinar si las
integrales convergen o no. Calcular su valor (lamentablemente) adquiere un cardcter secundario a
pesar de que en muchos casos si es posible realizarlo.

Partiremos en estos primeros ejercicios calculando integrales y tomando luego el limite para com-
probar la efectividad de la metodologia. En estos no solo determinaremos si la integral converge o

4;0jo! Especial énfasis en esto, no es el caso en que la funcién no esté definida y su limite sea finito. Tiene que ser
una funcién en la que claramente el limite en g tienda a infinito, es decir, una funcién no acotada.
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no, si no que ademads calcularemos su valor, practica que en cursos superiores se realizara de forma
habitual.

Problema 2.1:

(a) Dada la integral

1
/ln 1 dzx
0 1—x

Determine su especie y decida justificadamente si converge.

* Inzx
—dz
/0 72+ a?

(b) Calcule la integral impropia mixta

utilizando la sustitucién z = a?/y.

Solucion:

(a) Observe que al evaluar en 1 la funcién se comporta como:

In <$) — In(co)

por lo cual se trata de una integral de segunda especie. Para decidir la convergencia podemos
facilmente determinar la primitiva de la funcién. Se tiene que:

1“(1:@) C (- a)

1:—/111(1—9;)@19;

Es decir, queremos integrar:

Luego, hacemos

dx
u=In(l—2z) —du po
dv=dz —v=2

Entonces,
[ zdx
I = —|zln(1—
_xn( :1:)+/1_x]
[ r—1 1
— —lzln(1=
_:Un( x)+/1_$+1_$dx]
= — xln(l—x)—/dx—ln(l—x)}
Es decir,

I=(1—-z)ln(l—2)+z+c
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Luego,

! 1
/0 ln(l_w)dxzelirln_[(l—a:)lnl—x+x]

Observe que tomamos el limite por la izquierda pues la funcién no existe para x > 1. Importa estudiar
en particular,

0

Im(1—2)In(1—x)

e—1
El cual es un limite de la forma 0 - —oo. Es decir, dado que son funciones diferenciables podemos
aplicar la Regla de L'Hopital:

) , In(1—2)
iy (1) (1 =) = lig =
l1—2z
1
— Hml——x
e—1 1
(1-a)
= liml -z
e—1
=0

Por lo cual el limite existe y la integral por lo tanto, converge.

* In(z) “ In(z) * In(z)
dor = d d
/0 a? + 22 * \/0 a? + x2 xj—l—\/a a? + x2 Ji

(1) (2)

Calculemos (1) siguiendo la indicacién. Hacemos:

(b) Observe que:

Con ello, y = a*/x y con ello los limites de integracién cambian de oo a a, i.e:

“ In(z) “In (a®/y) a®
24 2 T 2
0 A"+ T 0 a2+a_2 y
Y

_ /OOQIn(a) —ln(y)dy

a? + y?
< dy > In(y)
— 21n(a)/a P —/a a2—|—y2dy

Calculemos (2) bajo la misma indicacién. En este caso los limites de integracién cambian de a a 0:

/:Ode _ /Omn(a)—ln(y)dy

CL2+.ZU2 a2+y2
“ dy “ In(y)
0o a°tY 0o &ty

106




Es decir, sumando los términos:

* In(x) < dy * In(y)
———dz =21 — d
/0 @tz n<a)/o a2+ y? /0 R

Como la variable es muda, podemos sumar las integrales de la izquierda y la derecha, de modo que:
1 >~ d
/ 2n(x) dlen(a)/ Y
0 a®+x? o a’+y?

1 1
Recuerde que la primitiva de ——— es — arctan (g>, con lo cual:
a

2

a’?+y a
/ 2n(x) dz = n(a) arctan <g>
o a*+a? a a/|,
Se tiene que:
o0 , € s
arctan <—> = lim arctan (—) = —
a €—00 a 2

Con lo cual,

a? + x? 2a

/oo n(z)  wln(a)

Vale la pena estudiar el siguiente problema breve y de cardcter tedrico, pues aclara conceptualmente
lo que es integrar en todo R una funcién, en particular una impar.

t o]
Problema 2.2: Sea F'(t) = / 23dt. Muestre que th’m F(t) = 0y que la integral / 23dx diverge.
—00 oo

—t
. Qué puede concluir de este resultado?

Solucion:

Observe que F(t) es la integral de una funcién impar por extremos simétricos, con lo cual:

F(t)=0— lim F(t) =0

t—o0

La integral impropia se puede escribir como:

[e’e) 00 0
/ r2dx :/ 22dx —I—/ 2>dx
— oo 0 —o0

Ambas integrales claramente divergen pues no se cumple la condicién necesaria de que:
lim 2% =0
T—00

Luego, la integral claramente diverge. B

Esto deja en evidencia que esta no es la definicién para la integral impropia

t

/ 3dx # lim 3dx
t—o00

—00 —t
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En particular, lo que si podemos concluir es que:

00 ©(t)
/ r3dr = lim r3dx
o t—o0 o(t)
1i = 1i = —00.
con lim ¢ (f) = ooy lim ¢ (t) = —oo
Comentario: Si bien acabamos de demostrar formalmente que bajo esta condicién la integral no
converge, en muchas aplicaciones practicas se requiere de todas formas un valor por la integral, por
lo cual decimos que:
oo , t
/ 23dz = lim 3 dx
N t—00 —t
Este valor se conoce como wvalor principal y fue ampliamente estudiado por Cauchy. Se suele usar la
notacioén:
o] t
V.p. / r3dz = lim 23de =0

oo t—o0 ¢

Partiremos ahora con la idea central de este capitulo, consistente en determinar solamente si las
integrales convergen o no. Para ello haremos uso de las siguientes proposiciones:

Proposicién: Si / f(z)dz converge, entonces lim f (z) = 0.

T—00

Resultaria una evidente contradiccién si f(z) no tuviera un asintota que no fuera cero, ya que en
dicho caso la integral (el area de la figura) presentaria un crecimiento no acotado. En particular, esta
proposicién significa que es una condicién necesaria (jpero no suficiente!) que la funcién tienda a
cero para que sea convergente.

Es decir, si trabajamos con una funcién en la cual identificamos que en infinito la funcién no tiende
a cero, entonces inmediatamente concluimos que diverge. Si tiende a cero, no podemos garantizar
nada sobre la convergencia.

Teorema: Si [ f(x)dz, / g(z)dz, / h(xz)dx son todas integrales de primera o segunda

especie (del mismo tipo) tales que g(z) < f(z) < h(x), entonces:

/g(m)dx y /h(a:)da; convergen — /f(x)da: converge

/g(an)dx diverge — /f(:r:)dx diverge

Finalmente enunciamos los Teorema de Comparacién al Limite para cada tipo de integrales, los cuales
no son mas que una consecuencia directa de la definicién de limite y los teoremas de comparacién
anteriores:
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Teorema: Sean f y g funciones de [a,00) — R positivas y sea

Entonces:

» SiL>0= [/ f(z)dx converge/diverge <= / g(z)dx converge/diverge] :

» SiL=0= {/ f(z)dx converge < / g(z)dx converge}.

Este mismo criterio puede ser utilizado para integrales de segunda especie, siempre que se
compare con una funciéon no acotada y que el punto de evaluacion del limite cambie al
punto donde la funcién es no acotada.

Es habitual utilizar como comparacién funciones de la forma 1/zP, para las cuales la convergencia de
la integral depende del valor de p. Los criterios de p en cada caso para los cuales la integral converge
se conocen como criterios de la p—integral y son faciles de determinar a partir del calculo de las

primitivas respectivas:
> dx converge ssip > 1
/ - . { & P a>0
a

P diverge  en otro caso
/ “dx converge ssip <1
o P diverge  en otro caso

Luego, aplicando el teorema podemos resumir que:

T—r00

/ f(z) dz converge si y solo si lim 2P f(z) > 0 con p > 1.

T—00

/ f(z) dx converge si y solo si lim z? f(—x) > 0 con p > 1.

z—b—

b
/ f(z) dz converge (no acotada en b) si'y solosi lim (b— )" f(x) >0 con p € (0,1).

b
/ f(z)dz converge (no acotada en a) siy solo si lim (x — a)?f(z) > 0 con p € (0,1).

z—at

De la misma forma, resulta facil notar a partir del calculo de la primitiva que:

o converge ssib >0
/ e tdt - _ & a>0
a diverge  en otro caso

y utilizar esta funcién para comparar con otras funciones.

Utilizaremos todas estas ideas para resolver los problemas siguientes.

Problema 2.3: Decida justificadamente si las siguientes integrales convergen:
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! el/fd (i /OO dw
i —_—
(a) /0 3 o 0 coshx — 1

"Inz . [ sen(z)
o) [ 2 i) /_ =,

0 o0 1
(c) / aertﬂdx. (k) / senz In <1 + —) dz.
0 2+e® 0 x
™ sen’ x *  cosw
1 —dx.
W [ 0

(m) /000 cos (27) da.

e)/o Vi(l+z)
o0 x . < In(x) .
0 [ g S R

" / de / Vi@,

et —cosx 3/2(1 + /7) 1_1_\/_)

w [t o /I_Ud

Solucion:

(a) Nos efrentamos a una integral de segunda especie pues la funcién diverge en 0. En este caso,
hagamos la sustitucién y = 1/x — dy = —dx/z?%. Es decir,

1 el/x o0
/ p dx :/ ye’dy
0 1

. Por qué conviene dejar la integral expresada asi? En primer lugar porque puede comprenderse mejor
el comportamiento de la integral. La segunda integral claramente diverge pues

lim ye’ # 0

Yy—00

lo cual es una condicién necesaria (pero no suficiente) para que la integral con verja. Concluimos
entonces que la integral diverge.

(b) Nuevamente estamos ante una integral de segunda especie pues la funcién claramente diverge en
x = 0. jPodemos determinar la primitiva? Integremos por partes:
da:

-1 du =
u=1In(x) — du=—

dv =27 12dz — v =222

1 1
— 2/ 22dx
0

0

Entonces,

"Inx
—dz = 222 1n ()
I
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Tenemos por regla de L’Hopital que:

lim 2'/%1n () = 0
z—0

con lo cual el primer término es cero en ambos extremos y la segunda integral es facil calcular. Es

decir,
na
—dz =—-4
/0 NG

y por lo tanto la integral converge.

(c) Este problema lo podemos enfrentar desde dos enfoques. Ambos se centran en el hecho de notar
que como arctan () no crece infinitamente entonces el término predominante es 1/e® en toda la

integral. Es decir,
o t o
/ arctan (zzc)dm N / dz
0 2+e” 0 €

Como la segunda integral converge, podemos conjeturar que la primera también. ; Como formalizamos
esto? Efectivamente se cumplird el criterio de comparacion al cuociente:

arctan (z s
im —()ex ==—>0

z—00 2 + e* 2

“dx * arctan () .,
Luego, como — converge, entonces ———~dx también converge.
0 €% 0 24 e”
Otra forma de hacerlo es notar que:
arctan (z) 7r

s T
arctan (z) < = — < —
2 2e”

24er T 2(2+€%)

Og/oo arCtan(Qj)dez/ood_a7
0 24 e* 2 ), e

Observe que esto no es mas que la formalizacion de las ideas del teorema de comparacion al limite.
Como la segunda integral converge, entonces la primera también y por lo tanto verificamos asi el
resultado.

Luego,

(d) Nos enfrentamos a una integral impropia de segunda especie pues la funcién no se comporta
apropiadamente en el origen. Observe que al funcién sen? x es ficil de derivar y la funcién 1/+/z facil
de integrar. Probablemente no podamos calcular la integral pero si realizar integraciéon por partes
para comprender mejor la convergencia. Luego, hacemos:

u = sen’zx — du = 2senx cos x dx
dv = z712de  — v = 221/

Es decir,
™ sen? x
0o VT

Claramente la integral de la derecha no puede calcularse, pero converge pues la funcion involucrada
no diverge. Luego, concluimos que la integral converge.

dz = 22'? sen’ x

— 2/ vz sen (2x) dx
0
0
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(e) Nos enfrentamos a una integral impropia de especie mixta ya que no solo es de tipo I, sino que
también diverge en el origen. Luego, separamos arbitrariamente en cualquier punto entre medio y
estudiamos la convergencia de cada integral por separado:

1) 2)

Es condicién necesaria y suficiente que ambas integrales converjan. Estudiemos (1) en primer lugar.
Partamos graficando la funcién potencia zP para diversos valores de p:

29

1.5 1

0.5

Observe que para valores de x € [0,1] se tiene que p < ¢ — 2P > 29. Esto implica que en este

intervalo se cumple que:
/1 dz /1 dz /1 dz
o Vr(l+x) J, x/2+ 232 0 T2

pues este es el término dominante en este extremo®. Luego, conjeturamos que la integral converge.
., Cémo comprobamos esto? Podemos hacerlo con criterio de comparacion al limite o bien comparando
con integrales. Haremos lo segundo en este caso. Tenemos para x € (0, 1) se cumple que:

1
21/2 = zl/2 1 13/2

o'/ < gV 32
Integrando en (0, 1) la desigualdad se conserva:

0 < ! dz < U de
= J, #2232 = 21/2

5Ser capaz de ver “cémo se comporta” la funcién cerca del origen es muy 1itil para decidir con qué funcién comparar.
Se recomienda analizar siempre las funciones polinomiales de esta forma.
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La integral de la derecha claramente converge pues p = 1/2 € (0,1). Luego, la integral en estudio
converge.

Ahora estudiamos (2). De la figura anterior observamos que para x > 1 se cumple que p < g — 2P <

9. Entonces,
o dx > dx
| T2 232 ~ L

Conjeturamos que la integral converge pues la segunda lo hace. ;Como formalizamos la idea en este
caso? Siguiendo exactamente la misma idea:

VI (1+z) =z +2%% > 237

Luego,
1 1

zl/2 L g3/2 = 23/2

Integrando de uno a infinito la desigualdad se sigue conservando:

0< & dz < * dz
<) wErens ) wm

Luego, por criterio de la p—integral tenemos que la integral de derecha converge y por lo tanto la
integral (2) también converge. Como ambas integrales convergen, concluimos que la integral completa
converge. De hecho, observe el lector que mediante la sustitucién v = /x se puede demostrar
facilmente que:

> x
/0 Vr(l+z)
(f) Observe que este problema es exactamente igual al anterior. Solamente cambian los grados de

la funcién. En particular por las mismas razones que antes nos estamos enfrentando a una integral
impropia de segunda especie. Hacemos nuevamente la misma separacion:

/00 x _/1 da +/°° dz
o Vat+at  Jo VaP+al Ji Vit ad

R @

En primer lugar estudiamos la convergencia de (1). Procedemos exactamente de la misma forma:

— converge

/\/x2+a:4 /I2/3

Formalizamos: 1

1
<
Va2 +azt T Va2

a2t >t
Integrando de (0, 1):

0</¢m /xm

Por criterio de la p—integral, la integral de la derecha converge. Luego, tenemos que (1) converge.

Estudiamos (2) de la misma forma:

— converge

| =)
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Formalizamos: )

1
<
Va4 gt T a3

2rrt>at50<
Integrando de 1 a oc:

0</ \/.r2+a:4 / z4/3
Por criterio de la p—integral, esta tltima también converge. Como (1) y (2) convergen, concluimos
que la integral completa converge.

(g) La integral se comporta inapropiadamente en z = 0, razén por la cual nos enfretamos a una
integral de segunda especie. Si bien se pueden establecer desigualdades para realizar la comparacion,
esta vez utilizaremos el criterio de comparacion al limite. En particular, busquemos una p—integral
para realizar la comparacion.

Observe que haciendo p = 1:

el cual fue calculado mediante la Regla de L'Hopital. Esto sugiere que debemos comparar con la
integral de g(x) = 1/z. Comparando,

T S )
-0 g(z) 2-0e* —cosw

Luego,
dx

/ diverge — / ——— diverge.
et —cosx

(h) Dado que no hay problemas de divergencia en el intervalo, nos enfrentamos a una integral
impropia de primera especie. Podemos partir observando que el mayor valor que toma seno en el
intervalo es 1, razén por la cual:

o0 [e.e]
1 / dz < / e~ senz dzx
5 = 5
eJe x(lnx) e VvV (Inx)
Realizar esto siempre es una buena préctica ya que la mayoria de funciones seno y sus composiciones
solo aportan comportamientos oscilatorios no significativos en la convergencia de la funcion.

Estudiemos entonces la convergencia de la integral de la izquierda. Para ello, podemos comprender
mejor la integral haciendo la sustitucién v = Inz — du = dz/z. Con ello,

> dx B * e'du
/e vz (nz)?® /1 /25
00 Lu/2dy,

_ /1 -

Es facil notar que:
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pues ambas funciones son crecientes y existe ug tal que para u > ug se cumple que e“/? > uJ. Luego,
como no se cumple la condicion necesaria concluimos que la integral en cuestion diverge.

(i) Observe el lector que esta es una integral de tipo mixto, ya que no solo es de tipo I, también es de
tipo II pues cosh 0 = 1 y por lo tanto la funcién diverge en el origen. Luego, hacemos la separacion:

/°° da B /1 e /°° da
o +coshx —1 Jo \/Coshx—IJ J1 \/cosha:—lj
M @

Partamos estudiando la segunda. Observe que:

en infinito pues e~* se hace despreciable para x > 0. Luego,

/ o dx / > dx
1 Vcoshz —1 o er?
lo cual nos permite conjeturar que la integral converge. Observe que para todo x se cumple que:

% < % = cosh(z)

pues las funciones exponenciales siempre son positivas. Luego, invirtiendo e integrando:

o dx / o dz
" < -
/1 Veoshz —1 7 J1 Jer/2 -1
La funcién es efectivamente comparable con g(x) = 1/4/e*/2 pues:

f@) _ o AP

lim —~& = —
T—00 g(l’) T—00 /eﬂc/2 -1
= ) lim 5
z—00 €T — 2
= 1>0

(o9}
x .
Luego, como / —72 converge, entonces (2) converge efectivamente.
e

Estudiamos ahora qué ocurre con (1). A partir del limite:

cosxr — 1 1
m-——=-
x—0 [EQ 2

podemos conjeturar y comprobar facilmente por Regla de L'Hopital que:

. coshz—1 1
lim —— = —
z—0 [)’}2 2
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Esto sugiere que podemos comparar entonces con g(z) = 1/vx2, de modo que:

fle) z?
m-—-~=> = limj{/———
=0 g(x) z—0 \| coshx — 1

2
x
= \/ lim ——— < por teo. de continuidad

z—0 coshz — 1

1

2

1 1
dx
Como / g(x)dxr = / — claramente diverge, concluimos que:

0 o ¥

! dzx ) & dz .
————— diverge — —————— diverge.
o vVcoshx —1 o +coshx —1
Observe el lector que es completamente valido solo realizar el estudio en (1) para concluir este
resultado, no se requiere concentrar esfuerzos en (2). Sin embargo, por propésitos pedagogicos se
dejaron ambos desarrollos para su revisién.

(j) Lo primero que debemos hacer es determinar la especie de la integral. Evidentemente serd de tipo
I, pero jes de tipo II? Notando que:

sen ()
im =1< o0

z—0 xX

Entonces, descartamos que sea de tipo II. Mas atin, notando que la funcién es par, basta entonces

estudiar la convergencia de
oo
sen (x
/ ( )dx con € > 0
€

X

para dar respuesta a esta pregunta. Para resolver esta pregunta notamos que no se puede comparar
con 1/x pues el limite en infinito no converge. Sin embargo, se puede usar un truco habitual en
expresiones de este tipo: hacemos

1 d
U= - —>du:——f
T x
dv =sen(z)dr — v = —cos(z)dz

Es decir,

/“de:_ww

T T

_/ cosga:)dgl7
] x

El primer término converge pues el limite es cero en infinito. Para la integral notamos que:

0 x € T € z

Claramente las integrales de los extremos convergen por el criterio de la p—integral. Luego, la integral

restada converge y por lo tanto,
/ > sen ()
——~dx converge
e T

€
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(k) Es claro que esta integral es de tipo I. Sin embargo, dado que 1/z diverge en 0 podemos pre-
guntarnos, jes también de tipo II? Es de tipo II también solo si el limite diverge en el origen. Si la
funcion converge, no es de tipo Il ya que el area también seria convergente.

Esto tendremos que comprobarlo ya que no es tan evidente. Para ello, calculamos:

1
L=Ilimsenz-In <1 + —)
€T

z—0

Este es un limite de la forma 0 - co de dos funciones diferenciables, por lo cual aplicamos la Regla de
L'Hopital:

1
ln(1+—)
L = h’m—x

z—0 csc
1 1
1 2
I+- 2
i T i sen® x
= lfm———=1lm—————
=0 —cotxescer  2—0x (14 x)cosw
. senxr 3 1
= lim -limsenz - lim —————
=0 z—0 —0 (1 + m) COoS T
=0

Luego, la integral no es de segunda especie, ya que si bien no estd definida en el origen, converge.
Solo debemos estudiar su comportamiento en infinito.

Observe que resulta complicado buscar comparaciones dada la naturaleza de estas dos funciones.
Sin embargo, notando que In (1 + 1/z) es relativamente ficil de derivar y sen (x) facil de integrar,
podemos integrar por partes para comprender mejor la integral en cuestion:

1 d
u:ln<1+—) —)du:—Qx

T x4+
dv = senx dx — V= —COSZX

Luego,

> 1 ! 1 % 1
/ sen z In (1+—) dx:/ senz In (1—|——> d.iE—{—/ sen z In (1+—) dx
0 x 0 T 1 xz

aplicaremos esto solamente a la segunda integral ya que el extremo inferior es dificil de evaluar.

Luego,
o 1 1 * cosx
senzln {1+ —)de=—coszln |1+ — — 5 dx
1 T z . 1 Ttz

El término de la izquierda claramente converge en infinito. Por lo tanto, todo el estudio se reduce a
estudiar la integral impropia de primera especie de la derecha. Podemos comparar con g(z) = 1/z%

. f(x) . x’cosw
lim ——= = lim
z—0 g(x) z—0 2 +x
COS T
= limx
z—=0 x + 1
=0
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Luego, la integral solo heredard el comportamiento de g(x) si es que la integral de esta ultima
converge. Con ello, como

> dx > cosx
—, converge — 3 dx converge.
1 1 Tt

Por lo tanto, concluimos que:

o 1
senzln (14 — | dr converge.
0 x

o0
(1) Observe que si demostramos que / |f(x)| dz converge, si notamos que:
0

—[f (@) < f=z) < [f(2)]

oo
entonces por teorema de comparaciéon / f(z)dz también converge.
0

Demostremos entonces que la integral converge absolutamente (la integral del médulo de f converge).
Partamos notando que como la integral es impropia de especie mixta, debemos estudiar que ocurre

tanto en el origen como en infinito:
* ! cos (2)] * Jeos (z)]
dr = 73 sde + 72 ;dz
0 0o T/ +x 1 T/t
N Vv 4 N Vv 4
1 (2)
Realizamos la demostracién con el moédulo de coseno pues queremos ilustrar que el Teorema de
Comparacion al Limite exige que cambias funciones a comparar sean positivas. Esto no ocurre en
el caso de la primera funcién y probablemente sea facil pasarlo por alto. Sin embargo, el hecho de

que podemos tomar el modulo y evaluar asi el comportamiento de la integral nos permite incluso
olvidarnos del resquicio tedrico del signo de la funcién al evaluar el teorema.

cos ()
/2 g2

Para la primera integral tenemos que:

Y cos (z)] Udz
1/2 g ~ 1/2
o T / + x 0o T /
pues cosx solo aporta un comportamiento oscilatorio. Luego, comparamos al limite con Y/ 2, 1.e.

evaluamos:
o pleos@)] | Jeos (@)

z—0 $1/2+ZL‘2_I—>01+$3/2:1>0

1
x
Luego, como /0 —ij2 converge, entonces (1) converge.

Para la segunda integral hacemos exactamente lo mismo, solo que ahora comparando con g(z) = 1/z%:

2 |cos (z)]

lim z no existe

T—00 x1/2 —+ T2

debido al comportamiento oscilatorio de coseno. ;Qué podemos hacer entonces? Observar que:

|cos ()] 1
0= xl/2 + 12 = 22
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puesto que /2 + 22 > 22 al tratarse de ntimeros positivos solamente. Finalmente, integrando de uno

a infinito: - © g
L T2 4 x2 . 12

Como la integral de la derecha converge por el criterio de la p—integral, concluimos entonces que (2)
converge.

> |cos (z
Luego, la integral / |1/2—()de converge absolutamente y por lo tanto converge.
0 T x

(m) Claramente resulta muy complicado estudiar la expresién de la integral por si sola tal como estd
ya que no podemos establecer desigualdades concluyentes en esta funcién. Sin embargo, notamos una
de las cosas que complica el andlisis es la aparicién de 22, lo cual podemos simplificar haciendo:

d
u:x2—>du:2xdx—>—u:dx

2Vu

Tomamos la raiz positiva pues estamos integrando de 0 a oo en z. Luego,

/OOO cos (CCQ) dxr = /000 c;s\/(g) du

Sin embargo, observe que acabamos de generar un problema adicional: la integral que obtenemos
también es de tipo 2 ya que diverge en el origen. ; Cémo solucionamos esto? Teniendo claro el hecho
de que la convergencia de la integral se evalia en infinito, i.e. sib > ay

/ f(x)dx converge — / f (z) dz también converge
b a

Por lo tanto, podemos hacer lo siguiente:

o] 1 [e’e)
/ cos (552) dz = / coS (LBQ) dr + / cos (932) dz
0 0 J1 B

(%)

y nos focalizamos solo en estudiar la convergencia de (%) ya que la primera integral ni siquiera es
impropia (a pesar de no poder obtener una primitiva). Luego,

/10O coS (:1:2) dr = /100 %dy

Estamos mas que tentados a pensar que:

*° cos > do
/ ) 4 o i
1 2\/@ 1 \/@
y por lo tanto diverge por el criterio de la p—integral diverge. Sin embargo, ;qué ocurre si comparamos
al limite con ,/y? El limite claramente no existe. El argumento de acotar superiormente con y~1/?
también se demuele pues al integrar de 1 a oo la integral superior claramente diverge.

Debemos hacer por lo tanto otro estudio para comprender la convergencia de la integral. Observe
que cos (y) es facil de integrar e y~1/2 facil de derivar. Luego, se puede hacer uso de un truco habitual
en integrales impropias con funciones trigonométricas:

1
— du = —Zy_?’/ 2

dv =cos(y)dy — v =-sen/(y)
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Es decir,

25 0 2y
n (y)

se
Para y — 0o tenemos que

2

< cos (y) sen (y) T /°° sen (y)
dy = + - ———dy
/1 ) 4 Jy Y3/

— 0 por efecto de la raiz. Por su parte,

oo o0 d
/ Ser;(y)dy < [T
1 Y /2 y3/2

1
la cual converge por el criterio de la p—integral (p > 1). Finalmente,
[o.¢] o0
/ cos (2*) dz converge — / cos (2°) dz converge.
1 0

(n) Tenemos que:

*  In(x

1 :c\/2e“ —|— e / \/26“

< — 24
— \/5/0v eu/2 u

La integral anterior es comparable con 1/e%/4:
; U ; U
lim e/*— = lim — =0
U—00 e“/2 U—00 e“/4

dado el comportamiento de la exponencial (o bien por L’Hopital). Finalmente, como la integral de
1/e*/* converge, la integral en cuestién converge.

(o) Partimos notando que la integral es tanto de primera como segunda especie (en el origen la
funcién es claramente no acotada). Luego, hacemos la separacion:

/ /1 —cos(x \/1—cos . /1 —cos(z
x3/21+f> o x3/2(1+f> 1x3/2<1+\f>

M) @

Para (1) podemos notar que 1 — cos (z) es una funcién conocida pues al dividirla por 2% genera un
limite conocido en el origen. Luego,

1 —
cos () . 1
x 2
en el origen. Por lo tanto,
/ \/1—cos(x ! dx /1 dx

232 (1+ 1) 1+\/_) o T2(1+x) o 22

lo cual se puede comprobar facilmente comparando al limite. La tltima integral converge por criterio
de la p—integral, con lo cual concluimos que (1) converge.

Para (2) podemos notar que:

0</ /1 —cos(x v < V2 V2
2P (14 /x) 1+\F : x3/2(1+ﬁ> ’
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Luego, notamos que:

1 22 (14 V) L2

lo cual es facil de comprobar mediante el criterio de comparacion al limite. Luego, como esta integral
evidentemente converge, concluimos que la integral (2) converge. Finalmente,

e

(p) Nuevamente, la integral es indiscutiblemente de primera especie. ;Lo es de segunda? Tomemos
el limite en « = 1, donde el logaritmo se anula:

dac converge.

—1 -1
hmx— = h’mx—L—H limz-1=1
z—1 73 In ( ) z—11n (x) z—1

Por lo tanto, la integral es solamente de primera especie por definicion. En infinito notamos que la

integral es comparable a:
/ * r—-1 d / < dz
—dx ~ -
1 23In(x) 1 2%In(x)

0</°OL</°°%
~—J. 22In(z) — J, 22

Por criterio de la p—serie esta integral es indiscutiblemente convergente. Luego, la integral completa
converge. Otra forma de hacer la comparacion era:

Para x > e se tendra que:

» Comparar al limite con 1/x%. Se genera asi un limite de comparacién nulo, y por lo tanto la
integral hereda la convergencia de 1/z2.

» Haciendo u = In ().

P
Problema 2.4: Considere la funcién f(z) =

2 y sea { su asintota horizontal.
x

Muestre que el drea entre f(x) y £ es finita.

Solucion:

Primero observe que 0 < 22 < 1 + 22 por axiomatica real. Luego, dividiendo a ambos lados 1 + 2

Adicionalmente, notemos que:

lim =1
z—+oo | -+ 132

y la funcién alcanza un minimo f(0) = 0 (la funcién no puede tomar un valor menor). Con ello, la
funcién junto a su asintota son féaciles de graficar:
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Debemos verificar si el area contenida en el interior es o no finita. Es decir, debemos verificar si la

siguiente integral converge:
e’} 2 e’} d
. 1+ 22 oo L 22

© d < d
/ A 2/ Y — arctan (x)
oo L 2? o 1422

oo

0

Por lo tanto, el area si es finita.

Revisemos ahora problemas de parametros. Todo estos se desarrollan exactamente bajo la misma
logica de otros problemas de este tipo: suponer que se cumple la condicién dada y a partir de ello
deducir restricciones para los parametros.

Es interesante notar en estos ejercicios que habitualmente se estudia el comportamiento de expresiones
de la forma 2P~ con k fijo y p un pardmetro a condicionar. En este caso conviene separar el estudio
en dos casos: p—k > 0y p—k < 0 pues segin ello cambia también el comportamiento de la expresion:
de polinomial a funcién de la forma 1/2%P. Los criterios aplicados en cada uno son distintos.

Problema 2.5: Dada la espiral en coordenadas polares r = f (0) = 6P para 6 € 27, 00), determine
los valores de p de modo que dicha espiral tenga longitud finita.

Solucion:

Sabemos que la longitud de curva en polares viene dada por:

02
t= ) V2 (0) + 7 (0) de

Reemplazando,
(= / \ 0?7 + p262r=2 do
2m

Luego, buscamos p para que esta integral converja. Dado que 6 > 0 en el intervalo de integracion,

entonces:
o0 p 2
f:/ o 1+(—) a6
27 0
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2
Si 6 — oo, entonces 6P4/1 + (g) ~ 0P. Es razonable entonces pensar que:

/2:0917,/1+(§)2d9~/:9pd9

y es muy facil comprobarlo tomando el Criterio de Comparacién al Limite. Esta tltima integral converge
—y por lo tanto la longitud de la espiral es finita— para por criterio de la p—integral.

Problema 2.6:

(a) Se define la funcién gamma, I'(z) como la integral impropia:

F(l‘)—/ t"letdt
0

cuya aplicacién se extiende a diversos campos de aplicacion fisicos, ingenieriles y matematicos.
Determine Dom (T").

(b) Determine el valor « (si existe) de modo que la integral

/°° x « q
- x
o \x?2+1 3zr+1

converja. ;Cual es el valor de la integral en este caso?

(c) Determine condiciones sobre a y b para las cuales

/°° z%dx
o 1+ab

converge.

Solucion:

(a) Tenemos que Dom (I') es el conjunto de x para las cuales I existe, i.e.
/ t*le7tdt converge.
0

Observe que es importante notar que en x = 1 se tiene que x — 1 cambia de signo, luego resulta
interesante estudiar el caso x < 1y el caso x > 1.

= Partamos notando que para z = 1 se tiene que:

la cual converge trivialmente.
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= Para x > 1 observe que la serie se comporta predominantemente como una funcién exponencial
pues absorbe el comportamiento polinomial. Esto se puede formalizar comparando con g(t) =

e~2. De esta forma,

tl‘—le—t
lim ———— = lim t* e /2 =0
t—oo e t/2 t—00

(se puede demostrar mediante Regla de L'Hépital). Luego, para z > 1 la funcién gamma con-
verge.

Para x < 1 tenemos que x — 1 < 0, con lo cual

oo -t
F(:E):/ £ 4t conl—z>0
0

tlfac
Esta integral es impropia de especie mixta pues diverge cerca del origen. En este caso, separa-
mos:
1 67t 00 eft
0 1

La segunda integral claramente converge pues es comparable con e al igual que en el ejercicio
anterior. Para la primera integral, como la funcién exponencial se encuentra acotada en ese

intervalo, tenemos que:
1 —t 1
€ dt
/ 1—x dt ~ / 1—x
ot ot

i.e. comparamos al cuociente con g(t) = 1/t}7:

—t)2

—t
, e
limt'*—— =1
t—0 ti—z

Luego, la integral hereda el comportamiento de la integral de g(t). Esta converge solo si p =

1—2x<1—=2x>0.Con lo cual concluimos que converge para x > 0.

Finalmente, uniendo todos los casos concluimos que

Dom(I') ={z eR : 2> 0}

. Generalizando,

podemos incluso concluir que Dom (I') = {z € C : Re(z) > 0} pues la parte imaginaria solo intro-

duce un comportamiento oscilatorio.

Se puede demostrar facilmente mediante integracion por partes que:

I'(z+1) =2l (z)

lo cual permite definir I' (n 4+ 1) = n! (con lo cual n! = n-(n —1)! = nl'(n)) y por lo tanto la funcién
gamma es una extension a dominio continuo de la funcién factorial.

(b) Supongamos que la integral efectivamente converge. Observe en primer lugar que la integral
siempre serd de primera especie puesto que no diverge en ningin punto mayor que cero y por lo
tanto solo tenemos que estudiar el comportamiento de la integral en infinito.

Dado que no es una buena practica tener las expresiones por separado ya que nosotros sabemos
comparar con integrales de funciones racionales (del tipo x9/z?), entonces sumamos ambos términos:

T a oz @Br+l)—a(®+1)

2+1 3r+1

(2 41) 3z +1)

B-—a)r’+z—«

3o+ a2+ 3z +1
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Esta expresion es mucho més sencillo analizarla a través del criterio de la p—integral. Observe que
existen dos casos interesantes: cuando 3 — a = 0 y cuando no. Si se cumple que 3 — a # 0, entonces:

& T o 3—a [[*dx
[ (st
0 (x2+1 3x—|—1) 3 )i =

ya que son efectivamente estos los términos dominantes de cada polinomio. Se tomé la integral desde
1 pues en caso contrario generariamos una integral de especie mixta, y lo que realmente nos interesa
estudiar es la convergencia en infinito de la integral original. Luego, podemos formalizar el resultado
comparando con g(z) = 1/x:

. B-a)z*+rx—a 3-a
1 = 0
250" 3% + 22 + 37 + 1 3 7

Ante la eventualidad de que 3 — a < 0, basta observar que podemos preponderar por —1 y estudiar
la convergencia de la integral negativa. Es decir, es irrelevante que el resultado de negativo: basta
que el limite exista y sea distinto de cero.

Luego, como la integral de 1/x diverge pues p = 1, entonces en este caso la integral también divergeria.
Sin embargo, si a = 3, entonces:
o x Q@ 1 [ dx
2 - dr ~ 5 2
0 z»+1 3z+1 31 =

la cual bajo el mismo argumento anterior claramente converge pues en este caso p = 2. Finalmente,
concluimos que la integral converge si y solo si . Calculemos entonces la integral en este caso.

Se tendra que:
o x 3 1
— dz = Zlog(2*+1
/0 (x2+1 Sx—i-l) v o= glog(et+1)

o0

—log (3 + 1)

o0

0

Es decir,

& T 3
— dez = -1
[ (G g ) o= s

(c) Procedemos por analogia a los ejercicios anteriores. Parta por observar que z* cambia su com-
portamiento en a = 0. Si @ < 0 no nos estariamos aplicando a una integral de primera especie, si no
que a una de especie mixta pues x® divergeria en el origen. Luego, para nuestros analisis es pertinente

hacer: .
o :L,CL :L,G, oo :L,G,
dr = d d
/0 T+ a0" /o 1+ ab x+/1 T+

~

1 (2)
Analicemos primero el caso a < 0, puesto que en el la primera integral requiere estudio de su
convergencia. Tenemos que asintoticamente:

1 a 1
/ v bdx N/ z%dz
0 1"‘1‘ 0

125




b se encuentra acotado inferiormente por 1 incluso para b < 0. En particular, dado que

L g 1
0< / dz < / z%dx
o 1+ab 0

La primera integral converge si y solosi 0 < —a < 1 — —1 < a < 0. Es decir, desprendemos que
a>—1.

Puesto que x
x € [0,1]:

Ahora estudiemos (2). Para ello, observamos que:

/°° z® /OO dz
dx ~
1+ ab ,  abe

Efectivamente, comparando con esta funcion:

¢ xb
lim zb~¢ = lim
T—00 1+ J]b z—o0 1 + J]b
= 1>0

Es decir, se hereda el comportamiento de convergencia. Luego, como la integral de 1/2°~® converge
siy solosi p=0—a > 1, entonces concluimos que b > a+1 > 0.

Finalmente, deben cumplirse tanto las condiciones de (1) como las de (2), pues si alguna de ellas no
se cumple la integral completa diverge. Con ello, concluimos que debera cumplirse que y

b>a+1|

Elevaremos la dificultad al maximo estudiando los siguientes problemas de parametros:

Problema 2.7:
(a) Decida para qué valor de r la siguiente integral converge:
oo 1 T
/ [1 — oS <—)} dx
1 x
(b) ;Para qué valores de p € R es convergente la integral
(e%] 2 D
/ T
o xt+axl-r

Justifique su respuesta.

(¢) Determine todos los valores de x e y de modo que la integral impropia

L1
/ In (—) L@ — )Yt
0 t

sea convergente.
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Solucion:

(a) Independiente del valor de r la integral es claramente de primera especie ya que la funcién no
diverge en punto alguno. Ahora bien, supongamos que la integral en cuestién converge.

La funcién guarda similitud con el limite:

1—
lm cos ()
x—0 {132

Si hacemos la sustitucién y = 1/x tenemos que:

1— 1 1
h’mC—C;S(:E) = lim ¢? {1 — cos (—)] = -
x—0 X Y—r00 Yy 2

Se sigue entonces por teorema de continuidad que:

1 T
lim y*" {1 — COS (—)] =2">0
y—00 Y

Es decir, la funcion de la integral en cuestion hereda la convergencia de:

[
1 y2r

la cual converge para 2r > 1. Concluimos entonces que la condiciéon necesaria y suficiente es:

>1
r —
2

(b) Para los problemas de pardametros con funciones racionales una muy buena préctica es separar
en casos las expresiones del tipo z'~? a partir de los signos del exponente, como si de médulos se
tratarse. Esto se debe a que segun el cambio de signo tenemos un cambio en el comportamiento de
x: de funcién potencia a funcién division.

De esta forma, distinguimos dos valores de p relevantes: p = 0 y p = 1. Haciendo una tabla de signos:

| [pe(=0,0) [pe(0,1) [pe(l,o00)]
P + + -
x? — + +

Analicemos primero qué ocurre en los valores criticos. En cada uno de ellos se pueden formalizar los
resultados a partir del teorema de comparacién al limite. Para ahorrar espacio y no ser reiterativos,
solo analizaremos el comportamiento asintético en cada caso y a partir de ello concluiremos.

00 2 oo .2
x°+ P e+ 1
——dx = dx
/0 xh 4 xl-p /0 4+
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La cual es una integral de segunda especie:
1.2 o .2
e +1 e +1
- = / I i dx + / 1 + dx
0o T*t+x 1 T+
En la primera integral observe que el numerador esta acotado (nunca se hace cero), con lo cual
1,2 1
T 1 1
/ 1 + dx ~ / —dx
0o TFt+w 0o T

Lo cual evidentemente se puede formalizar mediante los teoremas de comparaciéon. Como esta
integral diverge, entonces no hay mas trabajo que hacer: para p = 0 la integral diverge.

2% 4 2P 2+
ﬁdl' = 1 dz
o TrHax P o rt+1
la cual se una integral de primera especie (no diverge en ningiin punto = positivo). Asintética-

mente tenemos que:
2?2+ z > dx
1 dr ~ —
o xt+1 T

Lo cual nuevamente se puede formalizar mediante teoremas de comparacién, en particular
comparacion al limite. Luego, si p = 1 la integral converge.

= Sip =1 tenemos que:

Ahora analizamos los tres casos generados.
Primer caso: Si p < 0 entonces 1 — p > 0. Luego,
00 2 00 2—
x= 4 P P41
/ —— 5 dv= / — —dz
o atalwr o 7P (xt+alP)
La cual es claramente una integral impropia de especie mixta. Separando:
o 2 1 2— [e's) 2—
x° + P r P41 P41
o atalwr o TP (2t +xl7P) 1 xP (2t 4 alP)

Coémo se comporte la funcién dependera del denominador, por lo cual distinguimos tres casos: 1—p > 4
(p<-3),1-p<d(p>-3)yl—p=4(p=-3).

/1 22 P41 /1 dz
dz ~
o TP (zt+ xl-P) o ThP

lo cual converge si y solo si 4 —p <1 — p > 3 lo cual es claramente una contradiccion en este
caso y por lo tanto diverge. Es decir, necesariamente p > —3 de acuerdo a lo anterior.

L | q U de [t da
et R Aras ey e

lo cual converge ssi 1 —2p < 1 — p > 0 lo cual nuevamente es una contradiccién pues p < 0.
Es decir, también diverge en este caso.

= En el primero,

= En el segundo caso,
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= En el tercer caso la integral se comporta exactamente igual que en el primer caso, reemplazando
con p = —3, por lo cual también diverge en este caso.

Es decir, de este caso se desprende que p > 0. El primer caso queda descartado.

Segundo caso: Tenemos que p € (0,1) — 1 —p € (0,1), de modo que:
0 224 4P 00 P ( 2-p 4 )
Tl = - 3 dz
o zt+alr o P (23 1)
2—p
= / ( + )da:
0 (2% 1)
Si2p—1<0—p<1/2laintegral es de segunda especie. Es decir, debemos separar en tres sub
casos:

= p < 1/2. Luego,
00 2-p 4 1 | 2-p 41 > 1 2= 41
/ x%—Lde:/ i )dx—i—/ NG >d:v
0 (x3+p + 1) 0 rl1-2p (£3+p + 1) 1 l1-2p (x3+p + 1)
La primera integral se comporta cerca del origen como:
L1 @+ 1)d L ode
o T (23 1) SRR AR

la cual claramente converge para 1 —2p < 1 — p > 0. Esto se cumple en el caso en el que
estamos trabajando. La segunda integral se comporta como:

e8] 1 2—p 1 o0 .2—p > q
/ 1—2p i )CL’E ~ / ’ dr = / il
T (2P 4 1) p o at @

el cual claramente converge. Luego, la integral converge si p € (0,1/2).

= p>1/2, con lo cual la integral es solamente de segunda especie y 2p — 1 > 0. Luego,

e} 2— oo o .2p—1+42— 0
0 (z3P +1) o xP o @

el cual claramente también converge.

2— o .3/2
/wx2p—l.wdxw/ ﬁdx:/”d_x
0 (2347 + 1) o 72 o 2

lo cual también claramente converge.

» Si p=1/2 entonces:

Luego, la integral converge para todo p € (0, 1).

Tercer caso: Tenemos que p > 1 con lo cual 1 — p < 0. Reescribimos la integral de una forma més
facil de entender de acuerdo a los signos:

x4 P % 2Pt (2% + 2P)
prae— ——p W@
0 Tr+a'P 0 3P 4+ 1
Como p — 1 > 0 entonces solo nos enfrentamos a una integral de primera especie pues no se generan

puntos divergentes en el dominio de integracion. Sin embargo, el comportamiento asintético de la
funcion dependerd de qué niimero es mayor: p 6 2, de modo que debemos separar en tres subcasos:
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= p < 2. Luego,
00 ill'p_l 1'2 P 00 $p_1+2 © dr
[Tl e
0 3P 41 o x3tP 0 2

la cual claramente converge. Por lo tanto, la integral converge para p € (1,2).

< Pl (22 + 2P) *x < dx
—a, o dr~ T = =
0 5P+ 1 0 g x*P

xr3+p
la cual converge para 4 — p > 1 — p < 3. Luego, la integral converge para p € (2, 3).

= p > 2. Luego,
2p—1

= p=2. Con ello,

J

> gP=1 (2% + 2P)

x3+p 1

lo cual converge claramente para p = 2.

00 2
x:/ x (2x%)
o @ +1

A modo de resumen, vemos todos los casos que hemos estudiado:

’ Intervalo \ Resultado ‘

(—00,-3) Diverge
(—3,0) Diverge
(0,1/2) Converge
(1/2,1) Converge
(1,2) Converge
(2,3) Converge
(3,00) Diverge

),

< dx

xr2

Verificamos ademds que la integral converge para p = {1/2,1,2}. Finalmente, concluimos que la
p € (0,3)

integral converge si

(c) Para efectos de comodidad en el andlisis podemos partir por notar que:

/01 In G) (1 — )l = — /01 In ()1 (1 — 0 de

Por comodidad y linealidad de las integrales impropias estudiaremos la segunda integral en lugar de
la primera.

Lo primero que debemos observar es que segun los signos de y — 1 la funcién también puede ser no
acotada en t = 1. Por lo tanto, podemos separar en dos grandes casos:

Primer caso: y < 1. Tenemos entonces que:
txfl

1 1/2 o—1 1
/o In(H)t* 1 (1—t) " dt = /0 In (¢) “iwdt + /1/2 In (¢) mdt

Partimos analizando la primera integral. Para ello, observe que la integral es de segunda especie
debido a la divergencia en ¢ = 0. Sin embargo, el comportamiento también dependera de los signos
de z — 1, pues si este es negativo la funcién también puede diverger por efecto de t.
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= Si x < 1, entonces la primera integral luce mejor como:

1/2 a—1 1/2 ]
0 (1—1) o t7F

. 1— . .
donde despreciamos los efectos de (1 —¢)" ™Y como consecuencia de ser acotada en ese intervalo.
Este resultado se formaliza en el teorema de comparacién al limite.

Luego observe que podemos comprender mejor la convergencia de la integral haciendo u =
In (t) — du = dt/t, de modo que:

12 1y (4 ~In(2)
/ nlf)dt: / Y du

Esta ultima integral diverge si e™** tiende a cero en —oo y converge si es que e~ ** tiende a
infinito en —oo. Luego, deberd cumplirse que x > 0 para que la integral converja en este caso.

1/2 1 1/2
/ In(t) ————dt ~ / In (t) t*~'dt
0 (1=t 0

Como z—1 > 0, entonces t*~! es una funcién acotada y la integral es comparable con la integral
en el mismo intervalo de g(¢) = In (¢). En efecto,
f(t)

lImZ—2 =lmt*'=0 puesz—1>0
t—0 g (t) t—0

= Siz > 1 tenemos que:

1/2
Luego, como / In (¢) dt converge, entonces la integral converge para = > 1.
0

1/2 =1 1/2
[ g [

= Si z =1 tenemos que:

la cual converge.

Luego, la integral converge para x > 0. Ahora analicemos la segunda integral:

1 t;v—l
In(t) ——dt
/1/2 Oy

Observe que t*~! es una funcién acotada en este intervalo independiente del valor de x. Luego,

1 gzl U In(¢) dt
1/2 (1—1) 12 (1—1)

Ojo: Dado que In (¢) — 0 cuando t — 1 no es prudente separar de la integral el logaritmo. De hecho,
observe el lector que:
In (¢) o In(1—u) , 1
t—1 (1—t) 40 U u—=01 —u




Esto sugiere que la integral anterior es comparable con g(t) =1/ (1 —t)"Y. En efecto,

im ~—% = lim =
t—1 g(t) t—1 1 —¢

1 tz—l 1 dt
1/2 (L—t) 172 (1 —1t)

la cual converge parap = -y <1 —y > —1.

Luego, tenemos que:

Nuevamente se le reitera al lector que los comportamientos asintéticos se formalizan (pero no se
incluyen para no ser reiterativos) en el teorema de comparacién al limite. Concluimos que la integral
converge si y € (—1,1).

Segundo caso: y > 1. En este caso no se genera comportamiento divergente en t = 1, razén por
la cual la funcién (1 — t)y_l es acotada en todo el intervalo y por lo tanto la integral converge para
todo valor de y. Las restricciones se imponen en la variable x, y son exactamente las mismas que las
deducidas en el caso anterior.

Finalmente concluimos que la integral converge si:

Problema 2.8: [Propuesto| Considere la integral

/1 dx
0 xa<1_x5>

con «, 3 > 0. Determine condiciones sobre o y 8 para que la integral converja.

2.2. Sucesiones y limites de sucesiones

Antes de estudiar uno de los principales temas de ese capitulo, las series numéricas, se requiere un
estudio adecuado de las funciones que las sustentan matematicamente: las sucesiones.

Las sucesiones son funciones N — R, o en algunos casos —no de este curso— Z — R. El hecho
de tener dominio en un conjunto discreto de puntos y no continuo nos permite evitar el estudio de
muchisimos conceptos, en particular el de limite puntual. Sin embargo, si se puede hablar de limites
en infinito y salvo la salvedad del tipo de dominio se definen de forma similar a los limites de funciones
en infinito, ya estudiados en el calculo de una variable.

Se puede por lo tanto realizar una definicién anexa:
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Definicién: Sea (a,),,cy una sucesion real, entonces se dice que el limite de a,, es L si para todo
e > 0 existe un N (€) tal que:
n>N-—la,—L|<e¢

A partir de esta definicién se pueden demostrar practicamente todos los lemas que son objeto de
estudio en esta seccién.

Problema 2.9: Calcule el limite de la sucesiéon

x/i,\/27§,\/2\/27§,...

Solucion:

Una buena idea puede ser notar que es una buena idea obtener una relacion recursiva para esta suce-
sién. jPor qué? Enunciemos y demostremos el siguiente teorema que es mas que razonable pensando
que el limite se “evaliia” en n muy grande:

Teorema: Sea {an}neN una sucesiéon convergente tal que lim, .. a, = L, entonces
lim,, o apy1 = L.

Demostracion:

Recordemos la definicién formal del limite de una sucesion convergente: podemos acercarnos cuanto
queramos a L tomando un n lo suficientemente grande. Es decir,

(Ve >0)(INeN) n>N —la,— L| <e
que es exactamente lo que se cumple en esta sucesion. Luego, para €; cualquiera tal que
‘Cln+1 — Ll < €1

basta tomar el N encontrado para € y restarle una unidad, i.e. tomamos N; = N — 1 y a partir de
él ya estaremos lo suficientemente cerca de ¢, demostrando asi lo pedido. Il

Luego, si a,, = f (a,—1) para f una funcién continua, tendremos por teorema de composicién que

lfm a, = f (ggoan_l) S L=f(L)

n—oo

y obtener el limite se convierte en un simple problema algebraico. Esto haremos en este caso.
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Tenemos que:

a; =

V2
az = m:\/Q_@

az = \/2\/%:\/273

— Apy1 = 2a,,

Esta relacién recursiva es muy sencilla de probar mediante induccion. Luego, tomando n — oo y
aplicando el teorema tenemos que:

L=V2L - L[*=2L— L(L-2)=0

Nos quedamos con puesto que es una sucesion creciente y de términos positivos.

Problema 2.10:

(a) Pruebe que si lim,,_,o, a, = 0y {b,} es acotada, entonces lim,, ., a,b, = 0.

(b) Demuestre que si {a,} es una sucesién de nimeros positivos tales que lim, o pi1/a, < 1,

entonces:
lim a, =0
n—oo
Utilice este resultado para calcular:
nd® n"
TR T

Solucion:

(a) Observe que si b, es acotada, entonces por definicién existe M € Ry tal que |b,| < M — —M <
b, < M.

Luego, es evidente que:
0 < lanbn| < M |ay|
Como lim,, o a, = 0 — lim,,_, |a,| = 0. De esta forma, por teorema del séndwich se tiene que:
lim |a,b,| =0
n—o0
Pero:
- |anbn| S anbn S |anbn|

Como ambos limites de los extremos tienden a cero, entonces concluimos nuevamente por teorema
del sandwich que:
lim a,b, =0

n—oo
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demostrando asi lo pedido. B

Esto prueba que para limites de la forma

iy S0 (n)

n—oo n

1
basta estudiar el limite lim — pues sen (n) es acotada.
n—oo 1,
(b) Tenemos por hipdtesis que
an
lim = =L <1

n—o0 (A,

Entonces por definicién, para todo € > 0 existe IV tal que para todo n > N se cumple que:

(41 Ll <e¢
an

Abriendo el médulo,

(7%
L—e< 2t < L+e

an

En particular, se cumple que para todo ¢ > 0

O<an+1 <an<L+€)
Es decir, resolviendo de forma iterativa se observa que para n > N ocurre que:
)n—N

O<an<aN(L+e

pero como esto debe cumplirse para todo €, en particular para ¢ muy pequeno, entonces podemos
asumir que L + ¢ < 1. Haciendo n — oo concluimos por teorema del sandwich que:

lim a, =0
n—oo
demostrando asi lo pedido. B
Para la primera sucesion:
. Gpyl . (n+1)° nl (n+1)*
lim =lm —— - —=Ilim ———=0<1
n—o0o n—oo (n+ 1)1 n® nooo NP
no
con lo cual concluimos que lim —~ = 0. De la misma forma, tenemos que.
n—oo 1.
. Ong . (n+1)"ton’
lim = lim —————
n—00 QU n—oo  2(n+1) nn

_ i n—+1 1 1\"
- nl_>nolo22n+1 _’_E

_ n+1 i ] 1\"
o n1—>I£lo 22n+1 nl—>nolo +ﬁ

= 0-exl1

135



El primer limite tiende a cero bajo el mismo argumento del cuociente que vimos recién. Luego,

Utilizaremos en los proximos problemas el Teorema de las Sucesiones Monétonas, el cual no es solo un
resultado importante, si no que fundamental para los desarrollos tedricos que generan los cimientos
del calculo y del anélisis:

Teorema: Toda sucesion {a, }, .y mondtona y acotada es convergente.

Luego, debemos demostrar dos cosas:

» a, es mondtona. Se observa que en este caso (por simple inspeccién) que debe ser mondtona
creciente.

= a, estd acotada superiormente.

Esto es lo que generalmente se realizara en este tipo de problemas.

9(an—|—1).

Problema 2.11: Dada la sucesién a; =1y a,1 = T
an

Demuestre que es convergente y calcule su limite.

Solucion:

Vamos paso a paso haciendo uso del teorema anterior.

Demostrar que es mondétona creciente: Por demostrar que:
Qpt1 > Qp <= Apy1 — ap > 0

Esto lo realizaremos por induccién dado que la sucesién la tenemos definida de forma recursiva (no
vale la pena buscar una expresién explicita).

Primero probamos el caso base:

18 - ]
Ao = — a1 =
2= 70 1
lo cual es cierto. La hipdtesis inductiva plantea que:
" 9(a, +1)
n+1 9 + a,
Por demostrar, usando esta informacién, que:
9(ani1+1) 9(a, +1)
Uppp =~ > lpy1 = ————

9+ apit 9+ a,
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Como esta es una sucesion de términos positivos, esto es claramente equivalente a probar que:
9(an1+1)(9+a,) >9(a,+1)(9+ ans1)

O equivalentemente (expandiendo):

Yapt1 + AnlrgT + 9+ > 90y, + AT + 9+ Apg1
— 8Cln+1 > 8an
lo cual es cierto por hipétesis inductiva. Luego, por principio de induccion hemos demostrado que ay,

es mondtona creciente.

Demostrar que esta acotada: Ahora probaremos que la funcién esta acotada, superiormente en
este caso. La primera pregunta que debemos hacernos es: jcual es la cota?

Abusemos del problema y obtengamos esa informacién a partir del limite, el cual podemos calcular
de forma sencilla con el teorema para funciones recursivas:

L+1
L:M—>9L+L2:9L+9—>L2:3
9+ L

Como la sucesién es claramente positiva, entonces . Por lo tanto, solo nos falta demostrar
inductivamente que
a, <3

El caso base lo cumple claramente pues a; = 1 < 3. La hipdtesis inductiva plantea que:
a, <3
Por demostrar que:
An+1 S 3
O equivalentemente de acuerdo a la definiciéon:
9(a, +1
g <3+ 9, +9 <27+ 3a,
94+ a,

O bien,
6a, <18 < a, <3

lo cual es la hipotesis inductiva. Luego, hemos demostrado por principio de induccién que la funcién
estd acotada superiormente.

Como la funcién es mondtona creciente y esta acotada superiormente por 3, concluimos por teorema
que a,, converge. Ya calculamos su limite, y corresponde a .

Problema 2.12: Sea {a,}, . una sucesion de términos positivos que es creciente. Demuestre que
la sucesién {1/a,}, oy €s convergente.

Solucion:

Podemos demostrar que es convergente a partir del teorema de las secuencias monoétonas. Tenemos
que demostrar entonces que:
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= 1/a, es mondtona.
» 1/a, esté acotada.
Lo primero es sencillo de demostrar pues al ser a,, creciente y positiva tenemos que:

1 1
0<a, <apyy — — >
an an+1

i.e. 1/a, es mondtona creciente.

Demostrar que esta acotada es aun mas sencillo, pues basta ver que como a, es una sucesion de

términos positivos, entonces:
1
— >0
Qn

Luego, como la funcién es mondtona decreciente y acotada inferiormente por cero, concluimos que
{1/an}, ey €s convergente. W

Problema 2.13:

(a) Sea a, = (\/n +1- \/ﬁ) v/n + 1. Demuestre que es convergente y calcule su limite. Ayuda:
a, > 1/2.

(b) Considere la sucesién dada por

1-3-5---(2n— 1)
2.4-6---(2n)

Ay =

Pruebe que converge y que su limite L es menor que 1/2.

Solucion:

(a) Utilizaremos el Teorema de las Sucesiones Monédtonas. Para ello, primero demostremos que es
monoétona decreciente.

Tenemos que demostrar que:
Ay > Ap41

Pero reemplazando con la definicion de la sucesion:
YN (\/n—i— —\/ﬁ> n+1> (\/n+2—\/n+1> vn+2

Expandiendo, la expresion es equivalente a:

snt+l—ynn+1)>n+2—y/(n+1)(n+2)

Reordenando:

S+ (n+2)>14++/n(n+1)

138



Como se trata de niimeros positivos, podemos elevar al cuadrado y la expresion sigue siendo equiva-
lente:
o m+l)(n+2)>14+2y/n(n+1)+n(n+1)

“2(n+1)—1>2y/n(n+1)
0
>

O equivalentemente,

4n+1°—4(n+1)—1 > 2n(n+1)
m+1)[4(n+1)—4—-2n] > 1
(m+1)(2n) > 1

Esta ultima expresion es cierta para todos los naturales n > 1 y es facil de probar por induccion.
Demostramos asi que la funciéon es monotona decreciente.

Ahora demostremos que esta acotada inferiormente (de acuerdo a la ayuda) por 1/2. Por

demostrar que:
(\/n+ —\/ﬁ> vn+1>2

Observe que podemos hacer esto “jugando” con la sucesion. Para ello, observe que:

 (n+l-n)vn+1
(\/n—i— —\/ﬁ)\/n+1 = hTit )

eS|
Vitit vn

Pero 0 < \/n < v/n + 1 pues es una funcién creciente evaluada en los niimeros naturales. Luego, por
axiomatica real,

RV ES VvVn+1 1
(W—ﬁ)v”+ T Vntlivn Vatlivarl 2

Demostrando asi que estd acotada inferiormente por 1/2. Con esto concluimos que la funcién es
convergente. Wl

Para calcular el limite basta calcular:

vn+1
If <\/ Ti- )\/ T1 = lim
s AV Vi) vn nooo N+ 1+ o/

/ 1
14—
, n
= lim :
n—oo
1/1+E+\/T

Donde se multiplicé arriba y abajo por 1/n. Por teoremas de limites concluimos que:

1
lim (\/n—{— —\/ﬁ> ntl=— =
n—o0

1+1
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(b) Demostraremos que es monétona y acotada. La funcién es mondtona decreciente pues observando
la relacion de recurrencia en este caso, tenemos que:

2n+1
Upy] = Qp———
- on + 2
2n +1 .
Como ) < 1, entonces a, 1 < a, por lo cual es decreciente.
n

La funcion esta acotada inferiormente por cero pues es una sucesién de términos positivos. Por lo
tanto, converge.

Para demostrar que el limite es menor que 1/2 basta ver que a; = 1/2 la funcién es monténa
decreciente. Luego,
1 1
an<an_1<--'<a1:§—>an§§
Es decir,
1
0<L<-
- T2

y asi se demuestra todo lo pedido. B

Problema 2.14: [Propuesto] Sea a > 0. Definimos la sucesién:

1 a
Sl]nzl , l’n+1:§($n+_>

Tn

Demuestre que la sucesion converge y luego calcule su limite.

2.3. Series numéricas y criterios de convergencia

El objetivo de esta seccion es tomar un objeto matematico ya conocido desde los cursos de precalculo

como son las series:
n
Sn = E Qp
k=1

con a; una funciéon N — R y determinar (y calcular en algunos casos) si el limite lim,,_,, S, existe.

Se define una serie infinita como:
n

o

E ar = lim E ag
n—oo

k=1

k=1
Cuando este limite existe la serie se dice convergente. Si S,, — co cuando n — oo entonces la serie
se dice divergente.

A partir de esta definiciéon partiremos calculando el valor de una serie como motivacién.
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Problema 2.15: Un pequeno divertimento. ;Es convergente la siguiente serie? Si su respuesta
es afirmativa, calcilela. En caso contrario, explique por qué diverge.

iln (ngni 1>

n=2

Solucion:
Partamos aplicando la definicién de serie en infinito:

= n? , “ n?
Sn () - e ()

n=2

Calculemos la sumatoria como funcién de m y luego tomemos el limite. Por propiedad de suma de
logaritmos: In (a) 4 In (b) = In (ab), con lo cual:

SHER N

n=2 n=2

(1

Observe que para n — oo tenemos que

— 1, lo cual ya nos entrega una nocién de que
n? —1 '

probablemente la serie converja, pues estamos multiplicando 1 al final de la serie.

Calculemos (1). Lo primero que podemos partir por notar es que debido a las propiedades del pro-
ductorio (y por sobre todo, propiedades de la multiplicacién), se cumple que:

G (1)
Hn2_1: m = = m ~ m
n=2 [[e-D(n+1) (Hn_1)<Hn+1>

Observe el lector que:

ﬁn = 2:3---n=m!
[[o-1D = 12 (m=1) = (m - 1)

Es decir,
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Con ello se tiene que:

; In <n2n

2 ) 2m
= lim In|{ ——

2
= In ( lim _m) < por continuidad de In (x)

m—>oom—|—1

Finalmente, la suma converge y su valor es:

nf;ln (n;f 1) —1n(2)

Problema 2.16: Determine o € R tal que Z 1+a)"=2
n=2

Solucion:

Calculemos la serie para « cualquiera, luego igualamos a 2 y despejamos la ecuacion. Se tendra por

la definicién de serie que:
[e%S) N
1
(1+a)" = lim —_—
g N—oco ; (14 «)

Pero por la propiedad telescopica sabemos que:

r2 _ pN+1
Z'f
1—7"

Es decir,
N

1 (4P (14a) W
E ——— = lim —
“(1+a)"  Nooo 1-(1+4a)

lim
N—o0

Para que (1+ o)™™' < 0o (que sea un nimero finito), requerimos que |1 + o' <1 —=||14+a| > 1

pues solo de esta forma tendera a ser un numero finito. Luego,

(9] o (1—|—O&)72 B 1 . 1

Requerimos entonces que « sea tal que:
o0 o 1
DI A S
—~ a(l+a)
O equivalentemente,
—2++/44+8

1
20°+2a—-1=0ba=—"I"""—__
o + 2« o 1 5
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Sin embargo, no debemos olvidar que es una condicién que |1 4+ «| > 1 para que la serie converja,
razén por la cual solo nos servira

V3-1

o = 5

como solucién.

Nuestro objetivo ahora sera determinar si es que la serie en cuestion converge o diverge en cada caso.
Dado que en muchos casos la serie no nos permite obtener una funcién explicita para evaluar en
el limite, debemos recurrir a criterios que si bien no nos permiten calcular la serie si nos permiten
establecer si la serie converge o no converge.

Partiremos enunciado aquellos con los cuales partiremos trabajando en los préximos ejercicios. Co-
mencemos con un criterio basico de convergencia:

Proposicién: Sea Y a,, una serie convergente. Entonces lim,, ,, a,, = 0.

Esta no es una demostraciéon complicada de realizar, pero es sencillo notar que si a, — u # 0,
entonces estariamos sumando infinitos términos no nulos, lo cual claramente es divergente. Esta es
por lo tanto una condicién necesaria, pero no suficiente para la convergencia de una serie. Ello
quiere decir que si tomamos el limite en infinito y obtenemos un resultado distinto de cero, concluimos
que la serie diverge. jSi el limite se anula cero no podemos concluir nada del comportamiento de la serie!

Un ejemplo clésico es la serie arménica, a,, = 1/n, la cual si cumple la proposicién pero es conocida-
mente divergente.

Al igual que en integrales impropias, podemos establecer criterios de comparacion:

Proposicién: Sean > a,, Y b, y >_ ¢, sumas tales que para todo n > ng se cumple que
a, < b, < c,. Entonces,

» Si > a,y ) c, convergen, entonces y b, converge.

» Si > a, diverge, entonces ) a, converge.

Una consecuencia directa de esta proposicién es, en analogia a las integrales impropias, el Criterio de
Comparacion al Limite:
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Teorema: Sean Y a, y > b, dos series de términos positivos. Si el siguiente limite existe:

Entonces:

» Si ¢ > 0, entonces Y a, hereda la convergencia de »_ by, i.e. Y a, converge/diverge
si Y b, converge/diverge.

» Si ¢ =0, entonces si Y b, converge, entonces »_ a, también converge. En este caso
no se puede garantizar nada sobre Y a,, si Y b, converge.

» Si ¢ = oo entonces si Y b, diverge, entonces ) a,, también diverge. En este caso no
se puede garantizar nada sobre »_ a, si b, converge.

Por lo tanto, en muchos casos, tal como en integrales impropias, es una buena idea estudiar el
comportamiento asintotico de a,, para encontrar una buena serie con la cual realizar una comparacion.

El ultimo criterio que utilizaremos en esta seccién es el Criterio de la Razén o Criterio de D'Alembert:

Teorema: Sea Y a, una serie y sea:

, Ap+1
lim |—= 14

n=oo | ay,
Entonces:
» Si ¢ < 1 entonces la serie converge absolutamente, y por lo tanto »_ a, converge.
» Sil< ¢ < o0 (0o incluido), entonces la serie Y a,, diverge.

= Si /=1 el test no es concluyente y se requiere un analisis de otro tipo para concluir.

Como antecedente previo de trabajo solo disponemos de informacién conocida el resultado para dos
series:

oo
1
] E — converge si y solo si p > 1. Este criterio se conoce como criterio de la p- serie.
n

oo
. Zr" =1 converge si y solo si |r| < 1.
r

Trabajaremos a partir de estos criterios en los ejercicios proximos.

Problema 2.17: Determine si las siguientes series son convergentes:
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(b) g( W1 vi) Vi, (i) gtan?’ (_)

() giZIZ 0 gln(wﬁ)

DY CRFEE AN

O 3 UpI=:S

(f) g(nﬂ\)?/?nw)‘ (m) g%

(g)ggfﬁ- (n)gansmlzwan:“%.
Solucién:

(a) En funciones racionales (divisiones de polinomios) sabemos que el comportamiento asintético lo
deciden en infinito los términos de grado superior. De esta forma,

“k(k+1 = k2 -
I R D B
i (F+3) k=1 k=1
la cual es una serie claramente divergente. En efecto,

k(k+1) K+ k
T = lm - = 1£0
O hray ARkt 7

con lo cual la serie es divergente por el criterio de la necesidad.

(b) En este caso tenemos que:

> (VaFT- Vi) Ve SV

lo cual nos permite conjeturar que la serie es posiblemente divergente. Verificamos el criterio de la
necesidad:

Y e R U S St RV, Vn
JL%( n _ﬁ>\/ﬁ - T}Loo(\/m+\/ﬁ)_,}%o\/n—+1+\/ﬁ

1
= ~#£0
2#
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i.e. la serie diverge por el criterio de la necesidad.
(c) Es sabido que las funciones exponenciales presentan un crecimiento mucho més abrupto que las
funciones polinomiales, de modo que:
2" =0 = 2)"
>~y (3)
1 n=1

lo cual si bien podemos verificarlo con el teorema de comparacién al limite, lo haremos mediante
desigualdades de una forma mas elegante. Observe que:

2" —n < 2"
3"+n > 3"

de modo que:
-n 2"

3"+n = 3"+n

Pero como 3" +n > 3", entonces:

2" —n AL 2\"
0< < —
—3+n " 3"+n = \3

N

Sumando de 1 a co tenemos que:

o0

2" —n = (2"

como la suma de la derecha converge pues 2/3 < 1, entonces concluimos que la serie en cuestién
converge por comparacion.

(d) Una desigualdad que el lector siempre debe recordar en estos ejercicios, y que puede comprobar
incluso de forma grafica es que:

log(1+2) <z —log(n)<n-—1

De esta forma, para hacer similar la expresién a la serie, sumamos 1:
1
Z —
n

log (n) +1<n — —
gn =" 1+ log (n)

Es decir, sumando de 1 a oc:
N 1
— S -
; n ; 1 +1log (n)

Luego, en efecto ambas series son comparables. Como la serie arménica diverge, entonces la serie en
cuestion diverge.

(e) A partir de las observaciones asintdticas tenemos que para n > 1 se cumple que n?/3 > nl/2 con
lo cual:

- 1 =1
Zlnl/unw ’“ZIW
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la cual sabemos a priori que diverge por el criterio de la p—serie, i.e. p =2/3 < 1. En efecto,

le= 1 > 1
2/3 1/2 2/3 2/3 -
n’e+nlt<n7 +n %22_n2/3§2—n1/2+n2/3

Como la serie de la izquierda diverge, concluimos que la serie estudiada diverge.

(f) Partamos observando el comportamiento asintético de la serie. Tenemos que:

—~ (n+1)(n+3) n2-1/3 £ p5/3

n n=1 n=1

la cual converge por el criterio de la p—serie (p = 5/3 > 1). Formalicemos esta observacién mediante
el criterio de comparacion al limite:

a nl/3 2
lim =2 = lim B =lm ————— =

1>0

Luego, como la serie con la cual se converge, la serie estudiada también converge.

(g) Partimos observando el comportamiento asintético:

2

i3k2+k 3 k2
2+ VE 24K

[\CR GV

™
k=1 6

Es decir, en efecto la serie podria converger. Podemos comparar al limite:

32+ kK4 , 3k:6+k:5_3>0
Koo 26 + 52 D

lim ——— — =
koo 2kt + VK2
con lo cual la serie estudiada converge.

(h) Observe que en infinito tenemos que:

; ™ , T

limsen(—) =sen( lim —) =0

n— oo n n—oo 1,
por teorema de la funcion continua. Es decir, observe que en infinito estamos evaluando seno
en un nimero muy cercano a cero. Sabemos que en el origen la funcién seno se comporta
asintéticamente como la funcién x puesto que
, sen(x
lim (z)

x—0 €T

=0

i.e. para  cercano a cero sen (z) ~ x. Luego, se sigue que la serie se comporta asintéticamente como
o0 [o.¢]
s 7
E sen | — ) ~ E —
n=1 n n=1 n
En efecto,

T
Sen ﬁ) — lm sen (1)

z—0 Tr

lim =1>0

n—oo

S |3,—
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Luego, como la serie armonica es divergente, concluimos que la serie en cuestion diverge.

(i) El procedimiento es exactamente el mismo que en el ejercicio anterior. Estamos evaluando tan (z)
cerca del origen al hacer tender k a infinito. Luego, observe el lector que tan (x) ~ z cerca de x =0
pues

tan (x sen (x
lim <>:lim—() =1
=0 T 20 x cos (z)
1
Es decir, tan? (E) ~ e en k — oo. Comprobamos esta idea tomando el limite:
1 tan® (z
lim &3 tan® <—) = lim (z) =1
k—o0 k z—07t a3
=1
Luego, como Z — converge por el criterio de la p—serie, entonces concluimos que la serie en cuestion
k=1

converge.

(k) Exactamente lo mismo en este caso. Como cerca del origen se tiene que In (1 + z) ~ x pues

In (1
i (L +2)
x—0 x

=1

1 1
entonces In (1 + —) ~ — cuando n — oco. En efecto,
n

n
1
ln(l—i-—)
h’m—nzl

n—00 1

n

Luego, como la serie arménica diverge, la serie estudiada diverge.

(1) Lo primero que debemos hacer es escribir la serie en cuestién como una sumatoria. Para esto
observamos que en el término n—ésimo se ubica la multiplicacién de los primeros n términos en el
numerador y de los primeros n términos impares en el denominador, i.e.

1-2 1-2-3 > n!
1 e =
I3t T T T s @D

n=1

Por el simple hecho de que aparece un factorial, los andlisis resultan en extremo sencillos utilizando
el criterio de la razén. Veamos por qué. Dado a,, luego se sigue que:

Ap+1
Qnp,

, (n+1)! 1-3-5---(2n—1)
= lim .
n—>001‘3~5~~(2n+1) n!

n+1
im

lim

n— oo

Observe que en las expresiones factoriales se simplifica una gran cantidad de términos. Luego,

1

Ap+1
—-<1
2

an

lim

n—oo
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y por lo tanto la serie en cuestiéon converge.

(m) Nuevamente, dada la apariciéon de factoriales, resulta ttil utilizar el criterio de la razén para
analizar el limite en cuestion. Tomamos:

Ap+1
Qnp,

lim (2n+2)! (n)!?

n—oo (n 4 1)12 (2n)!

lim (2n+1)(2n+2)

n—00 (n+1)°
=41

lim

n—0o0

Luego, como 4 > 1 la serie en cuestion diverge.

(n) Utilizando el criterio del cuociente dada la presencia de factoriales tenemos que:

2(n+1)2 n'
= lim

! 22n+1
nsoo (n+ 1)1 207

, an+1
lim | = =

n—o0

1m =
a, n—oon 4+ 1

razon por la cual la serie claramente diverge.

(o) Dado que tenemos una expresion recursiva, en la que incluso es facil obtener el cuociente entre
any1 Y Gn, €s sugerente utilizar el criterio del cuociente. Para n > 1 se tiene que:

any1 24 cos(n)

an, vn

Tomando el limite del médulo cuando n — oo se tiene que:

2 + cos (n) < lim

3
\/ﬁ n—00 %

pues coseno puede tomar 1 como maximo valor. Luego, como el limite de la derecha es cero, concluimos
por teorema del sandwich que:

0< h'm‘

n—0o0

, Ap+1
lim [ =0<1
n—oo

Qn,

Finalmente concluimos que la serie converge.

Problema 2.18:

(a) Demuestre que si a, > 0y > a, es convergente entonces »  In (1 + a,) también es convergente.
..Se cumple la expresion reciproca?

(b) Si > a, es una serie convergente con a, # 0, jqué puede decir de la convergencia de > 1/a,?
Justifique.
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Solucion:

(a) Lo primero que podemos rescatar a partir del hecho de que » a,, sea convergente es el hecho de
que por criterio de la necesidad

lim a, =0
n—oo

Luego, como logaritmo es una funcién continua:

lim In(1+a,)=0

n—o0

lo que descarta la posibilidad de que diverja mediante este criterio. Adicionalmente, tenemos que
In(1+ a,) =~ a, pues a, es una expresion que tiende a cero y ya estudiamos el limite

In (1
Hmuzh’m =1>0
z—0 x z—01+x
De modo que:
In(1+a,
T SO
n—o00 Qny

y por lo tanto ambas series son comparables. Luego, tenemos que Y In (1 + a,,) hereda el comporta-
miento de > a,. Como »_ a, es convergente, concluimos entonces que Y In (1 + a,) converge. B

Observe que el reciproco también se cumple, puesto que si Y In (1 + a,) es convergente, entonces:

lim In (1 +a,) =In <1 + lim an> =0
n—oo n—o0

Luego,
lim a, =0
n—oo
Adicionalmente,
Qp,

Im ———=1>0
nl—gjoln(l—i-an)

por lo cual )" a, hereda la convergencia de > In (1 + a,).

(b) En primer lugar, observemos que dado que a, # 0 entonces 1/a, no diverge para ningin n en
particular. Sin embargo,

lim a, =0— lim — =0
n—oo n—oo an

razon por la cual la serie ) 1/a, diverge. En efecto, como lim,, ,, a, = 0, entonces la sucesién estd
acotada y existe ¢ € RT tal que

1
Qp,

1
> =
C

a, <c—

Sumando de 1 a oo: .

=1 1
OSZIESZIJ

con lo cual concluimos nuevamente que la serie en cuestion diverge.
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Estudiemos algunos problemas de parametros. En estos casos seguiremos utilizando los criterios de
convergencia, ya que a partir de ellos si podemos deducir caracteristicas de la funcién y por lo tanto
de los pardmetros.

Problema 2.19:
(a) Encuentre los valores de a € R para los cuales la serie
S (L L)
~ \Vk VE+1
es convergente.

(b) Encuentre todos los valores de k € N para los cuales la serie

()
; (kn)!

es convergente.

(¢) Determine los valores de o € R para los cuales la siguiente serie converge:

= Vn!
P
n=1

Solucion:

(a) Bajo la légica de los problemas de pardmetros, supongamos que la serie converge. Dado que la
expresion resultante en la serie es polinomial, estamos mas que tentados a trabajar con la expresién
asintotica. En efecto, trabajemos la expresion para comprender mejor lo que tenemos:

ka(i_#) — o (M)
VE  VE+1 VivE+1
k+1—-k
\/E\/k:—i—l(\/k:—i—l—k\/E)
o
\/Ex/k+1<x/k:+1+\/E>

De aqui ya resulta sencillo deducir el comportamiento asintético. Tenemos que
- 1 1 =1
S (Lo )=
p VE  VE+1 £ f3/2e

Por criterio de la p—serie tenemos que la condicién necesaria y suficiente es que p = 3/2 —«a > 1. Es
decir,
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es la condicién buscada. Comprobamos la validez de la comparacion asintotica a partir del Criterio
de Comparacién al Limite. Tenemos que:

1 1 k3/2
lim k32— k (— — —) = lim
e VE VE+1 [ \/E\/k+1<\/k+1+\/E)
= lim 1
k—o00 1 1
\/I\/l + = \/1 + - ++1
k k
1
= 5 >0

lo cual comprueba la validez de la comparacién realizada.

(b) Nuevamente asumamos que la serie converge. Luego, como la serie involucra factoriales, una
buena forma de analizarla es a través del Criterio de la Razén. Tomamos entonces:

)P ()

Qp+1
G,

lim

n—o0

Para realizar las simplificaciones respectivas observamos que:

k(n+ 1! = (kn+k)!
= 1:2-3-kn-(kn+1)-(kn+2)-- (kn+k)
Es decir,
lim |2 = lim (n+1)°
noo | @, | nooo (kn+1)(kn+2)---(kn+k)

Ahora vamos analizando segin los valores de k:

= Si k =1 nos queda el limite

2
i (PED
por lo cual la serie diverge.
= Si k =2 nos queda el limite
1)? 1
T G ) =~ <1

noo (2n+1)(2n+2) 4
por lo cual la serie converge.

= Si £k > 3 tendremos en el numerador un polinomio de grado 2 y abajo un polinomio grado
mayor o igual a 3, razén por la cual

(n+1)°

it =0<1
e kn t )+ 2) -t k)

razén por la cual la serie converge.
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Concluimos entonces que la serie converge para k € N tal que .

(c) Seguimos la misma idea que la parte anterior y evaluamos la convergencia segun el Criterio del
Cuociente dada la presencia de factoriales. Se tiene que:

An1

, (n+1)! n"
= lim

lim
00 (n + 1)(n+1)a \/m

n—oo

a?’b
Aplicando las simplificaciones respectivas:

Qp41

lim

n—o0

Qp

Para que el limite de la derecha no diverja tiene que cumplirse que &« —1/2 > 0 — « > 1/2. En dicho
caso el limite tiende a cero en todos los casos. Por lo tanto, no es necesario analizar los valores de «
en la exponencial. Incluso observe el lector que si o = 1/2 el limite de la derecha vale 1y e7'/2 < 1
por lo cual el limite es menor a 1 y también converge.

Luego, la serie converge para |« >

N | —

Problema 2.20: Estudie para qué valores de p > 0 la serie

1

es convergente.

Solucion:

Evidentemente segin el valor de p la fraccién 1/nP puede convertirse en una expresién polinomial.
Como se descarta el caso p < 0, la funciéon siempre serda polinomial. Partamos buscando algin
comportamiento asintoico.

Tenemos que 1/n? tiende a cero en infinito y por lo tanto sen (1/n?) es comparable a 1/n? por Teorema
de Comparacion al Limite. Es decir,

LR
z%))@%ﬁ

n=2

( 1 )
sen (| —
np
pues lim n?log (n) ———*

=1 > 0. Es decir, estudiamos el comportamiento de la segunda serie.
n—oo log(n)
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Es evidente que la tentacion es a comparar con » | 1/nP, y para evitar todas las eventualidades que
se puedan generar, escribiremos una desigualdad para realizar la comparacién. Parta por observar el
lector que para n > 3:

1 1

1 >nf = ——
n'log (n) 2 n nPlog (n) — nP

Es decir, siempre ocurre que
o o0

1
<N <N
0< Z nPlog (n) — np
2 n=2

La serie de la derecha siempre convergera para p > 1 por criterio de la p—serie. Sin embargo, ;qué
ocurre para p < 17 Esta desigualdad no dice nada al respecto. Requerimos hacer otro tipo de anélisis
en este caso.

Veamos primero qué ocurre para p = 1. En este caso tenemos la serie

oo

1
Z nlog (n)

n=2

Si f(x) = 1/[zxlog(z)], observe que para x > 2 esta funcién es positiva, continua (pues es una
composicién de funciones continuas no divergentes en el dominio) y decreciente pues zlog () es
creciente (y por lo tanto el cuociente decreciente) al ser un producto de funciones crecientes. Luego,
podemos aplicar el Criterio de la Integral, y asi tenemos que:

= 1 * d
Z ———— converge — / = converge
“—~ nlog(n) 5 xlog(x)

Para estudiar la integral basta notar que aparece una funcién (log (x)) y su derivada (1/z). Es decir,
hacemos u = log (z) — du = dx/x y con ello

/ * dr / * du

o zlog(z) )y w

la cual es una integral que diverge por el criterio de la p—integral (p = 1). Es decir, por criterio de
la integral para p = 1 la serie diverge.

Sip < 1 tenemos que n? < n (haga un gréafico para comprobarlo). Luego,

1 1
Pl <nl — >
nlog (n) < nlog (n) nPlog (n) = nlog(n)
Luego,
S S
~ 4= nlog(n) <= nrlog(n)

Como la serie de al medio diverge, entonces la serie estudiada también diverge. Es decir, la serie
diverge para p € (0,1).

Finalmente, concluimos que la serie converge para p > 1.
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Problema 2.21: [Propuesto| Sean (a,) y (b,) sucesiones tales que e* = a,, + €’ para todo n € N.
Demuestre que:
by
Z a, converge = Z — converge

Qn

Analizaremos ahora la convergencia de series mediante otro juego de criterios adicionales. Revisemos
brevemente algunos de ellos.

El primero de ellos guarda relacion directa con el criterio del cuociente dados los planteamientos y
la naturaleza de las series involucradas en su estudio. Se conoce como Criterio de la Raiz:

Teorema: Sea la serie infinita ) a;. Consideramos el limite (si existe):
lim {/|ax| =¢>0
k—o0
» Si ¢ <1 la serie converge.

= Si ¢ > 1 la serie diverge.

= Si /=1 el criterio de la raiz no es concluyente.

Este criterio resulta en extremo 1util para estudiar expresiones en las cuales aparecen involucradas
funciones exponenciales. No se recomienda el uso de este criterio cuando aparecen involucrados
factoriales, puesto que el calculo de limites como v/n! no ha sido estudiado.

Utilizaremos también un importante resultado, conocido como Criterio de la Integral, el cual nos
permite comparar el estudio de las series infinitas con integrales impropias de primera especie.

Teorema: Sea f : [n,00) — [0,00) una funcién:
» Continua (o integrable en su defecto).
» Decreciente.
» Positiva en todo su dominio.
» Tal que a; = f (7).

Entonces:

00 (0.0)
/ f (z) dx es convergente <= Z a; es convergente
n

i=n
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Observe que para poder hacer uso de este criterio todas las condiciones para f deben verificarse
y demostrarse antes de utilizarlo.

Revisaremos la demostracion de este teorema pues existe una conexion conceptual muy importante
que debe realizarse.

Demostracion:

Consideremos la grafica de una funcién positiva y decreciente como la siguiente. Marcaremos adi-
cionalmente rectangulos de ancho 1 en que tomamos como altura el extremo de la izquierda del
rectangulo evaluado en la funcion:

6,
5,
4
¥y 34
2,
1 <j
0 ‘ |
0 2 4 6 8 10

Dado que la funcién es claramente decreciente, se sigue que:

/m f(x)dxﬁZf(i)-lzZai

No sumamos hasta m + 1 puesto que con basta para ser mayor considerar el rectdngulo de altura m.
Por lo tanto, bajo esa misma idea se sigue que si ahora tomamos la altura de los rectangulos en el
lado derecho, entonces

m+1 m—+1 m
<[ jwwda
i=n+1 n i=n

Ahora a partir de esto demostremos ambos lados de la implicancia.

(—) Observe que de la desigualdad izquierda:

0< i aig/mf(x)da:

1=n+1

Luego, como el limite de la derecha existe, entonces la sucesién converge.

(¢-) De la desigualdad derecha:
m+1 m
Og/ f(x)dxﬁZai

con lo cual la integral impropia converge al tomar m — oco.
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Finalmente, se verifica la relacién de equivalencia y se demuestra asi el teorema. B

Observacién: Tomando el lado izquierdo de la desigualdad:

m+1

Z aig/nmﬂf(x)dx

i=n—+1

Entonces,

iaig/nmf(x)dx

1=n+1

—>Zai§/ f(z)dz + a,

Pero del lado derecho de la desigualdad:

m—+1 m m
[ s as [ fwarta,

Sumando a ambos lados a,, :

Tomando m — oo:

/Oof(x)dxﬂiaiﬁ/oof(x)deran

la cual es una muy buena forma de acotar el valor de la serie a un intervalo si es que podemos calcular
la integral en cuestion. Se puede demostrar de forma analoga que:

/noof(x)dxgiai g/nif(x)dx O

Estudiaremos adicionalmente las series alternantes. Partiremos haciendo énfasis en la definicién
de serie alternante. Una serie infinita ) a; se dice alternante si:

Q; - Qg1 < 0 (V’L < N)

Es decir, si sea por la razon que sea esta cambia de signo término a término. Para series alternantes
disponemos del siguiente criterio, conocido como Criterio de Leibniz:

Teorema: Si para {a;},. se verifica que:
(a) a; > 0 para todo i € N.
(b) Es decreciente para todo i € N.

(c) nh_)nolo a, = 0.

Entonces 3 (—1)" a; es convergente.
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Observacién: La idea detras de la demostracién es que si

n

sn=> (=1)'b; ¥y s:Z(—l)ibi

=1 7

Entonces se observa un comportamiento oscilatorio como el siguiente:

b,
- b,

+ b,
- b,

+bs
— b

Y por lo tanto s esta contenida entre s, y s,41, i.€.

’5 - Sn‘ < ‘3n+1 - Sn‘ = bn+1

Esta es una buena forma de encontrar el error méximo obtenido al estimar s por su suma parcial s,,.

g

El anélisis de las series alternantes plantea la necesidad de establecer una nueva clasificacién para las
series. De esta forma introducimos el concepto de convergencia absoluta y convergencia condicional:

Definicién: Sea ) a; una serie infinita, entonces:
= ) a; se dice absolutamente convergente si Y |a;| converge.

» Y a; se dice condicionalmente convergente si converge, pero no » . |a|.

Se puede desprender inmediatamente de la convergencia absoluta de una serie que la serie también

converge, pues:
oo oo o0
—2 lal <> ai<) o
i=1 i=1 i=1

Como los extremos convergen dada la definicién, entonces la serie en cuestion también. Resulta por lo
tanto interesante en varios casos simplemente tomar el médulo (lo cual puede simplificar los célculos)
y estudiar asi la convergencia de una serie. []

Mediante todos estos desarrollos tedricos trabajaremos en los proximos problemas.

Problema 2.22: Estudie la convergencia de las siguientes series:
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nE 0 £

O Y TR Y (- g

© Yo O3 0

@ 3 (-1 0 > S

©) i (1+5)n2 193 cos (kr < )

o > [=] 0 > S [ 4]
Solucion:

(a) Observe que si bien resulta sencillo notar que e~ ctan(k) < earctan(0) — 1 de modo que

®© _—arctan(k) >

e Z

(v por lo tanto la serie converge), también se puede aprovechar el hecho de que aparece una serie con
una composicion de funciones “extrana” y utilizar asi el Criterio de la Integral para analizar la serie.
Observe que:

(&

1
k2

m
TTMg

k=1

n 14 k2 y e tan(k) son ambas una composicién de funciones continuas y por lo tanto son
continuas. Luego, como 1 + k? > 0 para todo k por axiomética real, entonces

e~ arctan(x)

T ="

es una funcién continua para todo R, y en particular para x > 1.

» f(z) es una funcién positiva pues e” es una funcién positiva para todo x € R. El cuociente de
funciones positivas es siempre positivo.

» f(z) es decreciente pues arctan (z) es una funcién creciente y e~* una funcién decreciente.

Luego, e~ #ctan(®) eg decreciente, y como 1/ (1 + 22) es decreciente, entonces al ser ambas fun-
ciones positivas y decrecientes, entonces f(z) también es decreciente. Esto se puede verificar en
efecto tomando f’(z) y viendo que su signo es negativo. Sin embargo, esto se deja propuesto al
lector dado lo complicado que puede resultar obtener la derivada de esta funcién.
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Luego, se sigue que:

> —arctan(k) — arctan(x)

e e
————— converge <— ——dz converge

Para analizar la integral en cuestion basta notar que aparece una funcién y su derivada. En este caso

hacemos:
dx

14 22

00 - arctan(x) /2
/ ————dz :/ e “du
1 I+ /4

La cual no solo converge, si no que incluso puede facilmente calcularse. Luego, la serie estudiada
converge.

u = arctan (x) — du =

Luego,

(b) Dada la naturaleza de la funcién, podemos proceder exactamente de la misma forma. Diremos
que la serie es comparable a la integral de
1
G sy PR TR o

Para ello, demostramos las tres condiciones necesarias:
» Tanto z, como In(z) y 1+ In(x) son funciones continuas no nulas para x > 1. Luego, por
teorema f () es continua.

» Para z > 1 se tiene que x > 0y In(x) > 0 — 1 +1In(z) > 0. Luego, la funcién es positiva en
el intervalo de interés y nunca diverge entre medio.

» Para x > 1 se tiene que z, In (z) y 1+1n (x) son funciones evidentemente crecientes y positivas,
razén por la cual su producto también es creciente y positivo. Luego, f(z) es decreciente.

A partir de lo anterior, es valido el criterio que utilizaremos y se sigue que:

N 1 > dzx
Y G TR N, Tl ]

n=2

Esta integral puede parecer complicada de estudiar. Pero no lo es tanto si pensamos que antes de
estudiar cualquier integral impropia es oportuno detectar si existe una expresion simplificada (ya sea
por integracién por partes o simplificaciéon) de la misma integral. En particular, observe que aparece
la funcion logaritmo y su derivada, razén por la cual hacemos

dx

u=1In(z) — du .

/°° du _/°° du _/°° du </°°d_u
o wln(z)[l+In(z)] m(2) U (14 u) m@) Wt u T S u?

Observe que también era valido hacer esta comparaciéon a partir del criterio de comparacion al limite.
Luego, como por criterio de la p—integral la integral de la derecha converge, entonces la integral en
cuestion también. Finalmente, la serie estudiada converge.

Entonces,
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(c) Observaremos el comportamiento de esta serie a la luz de dos criterios. En primer lugar, observe
que estudiar la convergencia de la serie en cuestion puede resultar sencillo si estudiamos la integral
impropia. Utilizando el Criterio de la Integral, partimos por demostrar las hipdtesis involucradas en

la funcién
2

fla)=ze

= Se trata de un producto de funciones continuas. La exponencial nunca se anula. Por lo tanto,
la funcién en cuestién es continua.

» Para 2 > 1 se tiene que z > 0y e* > 0 por el simple hecho de tratarse de una funcién

exponencial. Luego, f (z) es positiva.
= Para analizar el decrecimiento de la funciéon podemos tomar la derivada en este caso:
fl(z)=e™ —222% " = (1—22?) e

Como e~ ** > 0 , basta analizar el signo de (1 — 22?), una parabola que se abre hacia abajo
con rafces en +1/+/2. Se sigue que para = > 1 la derivada es negativa y por lo tanto la funcién
decreciente.

Luego, se sigue que:

00 o 00 i
Z ne " converge <= / xe ¥ dx converge

n=1 1

Observe que en la integral aparece la funcién 22 y una expresién proporcional a su derivada, z. Luego,
hacemos:

u=2>— du=2zdz

o0 1 [e e}
/ e~ dy = —/ e “du
1 2/

La cual es una integral claramente converge (e incluso es trivial su cdlculo). Por lo tanto, la serie
estudiada converge.

Con ello,

Sin embargo, jes este el tnico criterio mediante el cual podemos estudiar la convergencia de la
integral? Podemos, de hecho, aplicar el Criterio de la Raiz:

lim {/la,| = lim Vne

n—oo n—oo
= lim ¢n- lim e ™/
n—oo n—oo
= 1.0
= 0<1

Luego, la serie converge.

Y de hecho, incluso podemos aplicar el Criterio del Cuociente:

tim 2] = gy D e
n—o0 an, n—o0 n
= 1. lim e 22
n—oo
= 0«1
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por lo cual la serie converge.

(d) Por el simple hecho de que aparece un término elevado a la potencia n—ésima, sabemos que este
puede ser simplificado mediante el Criterio de la Raiz. Utilizando este criterio tenemos que:

lim {/|a,] = lim Yn—1

= 1-1
= 0<1

Luego, la serie converge. Observe como en este tipo de problemas la mayoria de las veces basta
calcular un limite para obtener la respuesta.

(e) Nuevamente, aparece un término a la potencia n—ésima, lo cual sugiere de inmediato utilizar el
Criterio de la Raiz:
2

n 1\" 1\"
lim /|a,] = lim (1+—) = lim <1+—)
n

n—00 n—00 n—00 n

= e>1

Luego, se sigue que la serie diverge. Era incluso posible notar que la serie divergia por efecto del
Criterio de la Necesidad.

(f) Bajo el mismo argumento anterior,

1 " 1
lim {/|a,] = lim ¢ {n(n)} = lim n(n) + L’Hopital
n—oo n—oo

n—00 n n
1

= lim —=0<1
n—oo 1

Luego, se sigue que la serie converge.

(g) Nuevamente aparece una expresion en la cual aparece la potencia k—ésima. Se hace evidente la
necesidad de utilizar el Criterio de la Raiz. Sin embargo, note el lector que para todo x se tiene que

cos (z) < 1, con lo cual
1
-1 -1<0
(1) 12

Esto efectivamente justifica la necesidad de tomar el médulo en la raiz. De esta forma,

1 k
-] -1
cos<k) }
; 2/k1.2 1
= lim k“"k* |1 —cos [ —
k—oo ]C

1 1
= lim k** lim k? {1 — COS (—)} —xr=-

ka Vlag] = lim (/kz {k2
— 00

k—o0

— 1. lm 1 — cos (x)
z—0t 2

_ ! <1

2
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Luego, la serie converge. Este ejercicio sugiere claramente el nivel de cuidado que hay que tener al
momento de evaluar el limite en este criterio, ya que esto puede no resultar del todo sencillo.

(h) Nos enfrentamos ahora a una serie alternante producto de la expresién (—1)". En muchos casos
puede resultar méds comodo preguntarse si es que la serie involucrada converge absolutamente (pues
en dicho caso claramente converge), en muchos otros casos se requeriré clasificar la convergencia de
la serie en cuestion.

Para los propoésitos de este ejercicio, estudiemos en primer lugar la convergencia absoluta de la serie.
Es decir, decidamos si la serie
Z v

es convergente o no converge. Basta observar que para n > 3 se tiene que log (n) > 1. Luego, sumando
desde 3 hasta infinito: .
55

Como esta tltima serie diverge por el criterio de la p—serie, entonces la serie diverge (y por lo tanto
la que inicia en n = 1 también). Se sigue luego que la serie en estudio no converge absolutamente.

[e.9]

n=3

Estudiemos luego la convergencia condicional de la serie. En este caso, tenemos la serie alternante:

= _yn log (n)
;( 1) —Jn

Tenemos una serie alternante que si satisface el Criterio de la Necesidad, i.e. usando la Regla de
L'Hopital se tiene que:

1 2 1
ttm 280 g 2V g () e )

La tnica forma conocida (en este curso) para garantizar la convergencia en este caso es mediante el
Criterio de Leibniz. Sea

=0

Luego, notamos adicionalmente que:

» Para n > 1 tanto log(n) como /n son funciones por positivas y por lo tanto el término b,
también es positivo.

= Tenemos que b,, es siempre decreciente puesto que dada

1 log x

f(x)zlog(x) S fla) = Vi o 2yx  1—3log(x)

\x! - 13/2

para x > 1

3/2

Como z°/* > 0 para todo x > 1, basta analizar el comportamiento del numerador. Se tiene

que:

1
1—§log(x)<O<—>log(:z:)>2<—>x>e2

163



Es decir, si decimos b, = f (n), entonces la funcién solo es decreciente si n > 9. Sin embargo,
como la convergencia de la serie se estudia en el infinito, y no en el origen, podemos estudiar
la serie que parte en n = 9 (bajo los mismos criterios), deducir que esta converge y luego
concluir que la serie que comienza en n = 1 también converge. Es decir, es argumento suficiente
demostrar aqui que existe xy para el cual f (z) es decreciente de xy en adelante. Por lo tanto,
la funcién es decreciente.

= Ya vimos que lim,,_, b, = 0.

Se sigue entonces por el Criterio de Leibniz que la serie converge.

(i) La idea aqui es proceder de forma exactamente igual que en el punto anterior. Primero estudiamos
la convergencia absoluta de la serie, i.e. estudiamos la convergencia de

En efecto,

Luego, como la serie asintética converge por el criterio de la p—serie, entonces la serie absoluta
también lo hace. Por lo tanto, la serie no converge absolutamente. Debemos entonces estudiar la
convergencia de la serie alternante. Para ello, requerimos el uso del Criterio de Leibniz. Sea

k
by =) ———
F k2 +1

Entonces,

= Por el simple que hecho de que k£ > 0, lo contenido dentro de la serie nunca se hace negativo.
Una raiz por definicién es siempre positiva, razén por la cual b, > 0 para todo k en el dominio
de la serie.

» Para demostrar que b, es decreciente observamos que si

T 1— 22

flz) = xg—H%f/(x):2ﬁ(x2+1)3/z

Observe que del denominador siempre es positivo para x > 0. El numerador es una parabola
que se abre hacia abajo y que se hace negativo para z > 1. Luego, f’ (z) es siempre decreciente
para x > 1, lo cual es mas que suficiente para nuestros propdsitos.

= Es muy sencillo notar que como el grado del denominador es mayor al del numerador, entonces
lim b, =0

k—o0

Luego, mediante el Criterio de Leibniz concluimos que la serie converge condicionalmente.
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(j) Nos enfrentamos a una serie alternante nuevamente. Partimos preguntandonos: jconverge abso-
lutamente? Estudiemos
o
k!
Kk
k=1

Dada la presencia de factoriales, utilizamos el Criterio del Cuociente para estudiar la serie:

(k+1)! K k+1 o
1m—k+1-—|:hm % =c <1
k=00 (k + 1) k! k—oo 1

1+E (k+1)

Luego, la serie converge y por lo tanto la serie estudiada converge absolutamente. Como converge
absolutamente, entonces la serie converge.

(k) La primera pregunta que hay que realizarse es: ja qué tipo de serie nos estamos enfrentando?
Observe que cos (kr) = (—1)", por lo que en realidad:

gcos (km) sen <%) _ g (—1)* sen (%)

Es decir, nos enfrentamos en realidad a una serie alternante. Estudiamos en primer lugar su conver-

gencia absoluta:
- 1 1
Sosen (1) =304
k=1 k=1

lo cual ya vimos en un problema anterior. Por lo tanto la serie diverge y la serie estudiada no
converge absolutamente. Estudiamos ahora la serie alternante involucrada. Demostraremos su
convergencia utilizando el Criterio de Leibniz:

1 1 , 1 ..
= Como z < 1 para k > 1, entonces 0 < z < m, razon por la cual by = sen z es positivo para

todo k > 1.

: . : 1
» La serie es decreciente pues si f(x) = sen | — |, entonces
x

f'(z) = — cos (i) : % <0

1 s
para todo = > 1 puesto que cos <—> > () para z € <O, 5) Por lo tanto, en particular b es
x

decreciente.

= Se tiene que

1 1
lim sen <E) = sen (h’m E) < por continuidad

k—o00 k—o00

Luego, el limite es cero.
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Concluimos entonces que la serie alternante converge y por lo tanto la serie converge condicional-
mente.

(1) No podemos decir que a priori la serie en cuestion es alternante pues el (—1)" al interior del
factor puede hacer que la serie en cuestiéon no cambie de signo. Una buena idea puede ser separar
la expresién en dos, siempre con teniendo en mente que si ambas series divergen, nuestro anélisis no
serd concluyente®.

Entonces, tenemos que:

n=1

< ()" = ()" X (- V3
S e - S R R

a @
Estudiemos en primer lugar la convergencia de (1). Esta es una serie alternante, de término positivo

(1/4/n), indiscutiblemente decreciente y con limite en infinito nulo. Luego, por Criterio de Leibniz
necesariamente converge.

Para estudiar la convergencia de (2) partamos por notar que que (—1)2” = 1 pues 2n es siempre un

nimero par. Luego,
i(—l)Q”\/n+3_§: Vn+3 > 1
i)

En efecto,

m —_—_—
Luego, como la serie arménica diverge, (2) también diverge. Observe que obtuvimos la suma de

una serie convergente con la suma de una serie divergente. La pregunta es entonces, la serie total,
jconverge o diverge? Estamos tentados a pensar que diverge. Confirmemos esto por contradiccién.

Supongamos que la serie en cuestién convergiera. Luego, la resta de series convergentes es también

convergente. Por lo tanto, podemos restar a ambos lados de la primera ecuacién una serie convergente,

en particular la serie (1). Es decir,

i (—1)" 14+ (<) vn+3 _i(—l)" _ (=1D)*" Vn+3
NG n+1 ~ n < Vn(n+1)

N~ N~

) (2)

La expresion del lado derecho seria claramente convergente pues es una resta de series convergentes.
Sin embargo, el lado del término derecho sabemos que es divergente. Esto es una evidente contradic-
cion, razon por la cual concluimos que la serie estudiada diverge.

M8

n=1

(3
Il

—~

Problema 2.23: Demuestre que:

1 1
< < =

n=1

IR
N

6Pues la suma de términos puede hacer que el término completo se reduzca y de esta forma tienda a cero con la
velocidad suficiente como para converger.
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Solucion:

La serie sugiere inmediatamente que consideremos la funcién

1

1@ =1ra

para realizar los analisis. En particular, este tipo de desigualdades pueden deducirse directamente
del Criterio de la Integral.

Por axiomética real la funcién es siempre positiva (z2 +1 > 0) y continua al tratarse de una compo-
siciéon de funciones continuas. Adicionalmente, para x > 1 se tiene que:

22 es creciente — 2 + 1 es creciente — es decreciente

+ 22

Luego, analizar la convergencia de la serie es equivalente a estudiar la convergencia de la integral

> dx
= arctan ()
1 1 + 1’2

[e.o]

T
4

1

la cual es evidentemente convergente y por lo tanto la serie en cuestion converge. Esto dltimo era un
desarrollo minimo para poder utilizar las ideas que utilizaremos a continuacién.

Ahora bien, para demostrar la desigualdad previamente generada no tenemos mas que hacer que
repetir el desarrollo tedrico visto previamente, i.e. generar la desigualdad:

/mf(x)dfﬁiaiﬁ/oof(x)dxjtan

1
En este caso, f(x) y n =1, de modo que a, = 5 y por lo tanto llegamos a lo pedido:

:1+x2

o > 1 > dx 1
de < < " 4z
| 1@ x_;HnQ_/l LA

> dx s
Como / =1 demostramos asi lo pedido. B
1

1+ 22

Problema 2.24: Demuestre que la serie siguiente es convergente y determine el niimero de términos
a sumar para que el error sea menor a 1073,

0T
S_Z om—1

n=1

Solucion:
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n-+

Evidentemente dada la presencia de (—1)""" nos enfrentamos a una serie alternante. Sea

1
b, =
2n — 1

Es evidente que paran >2 —2n—1>3 > 0y que

i L 0
11m =
n—oo 2n — 1

Aplicamos entonces el Criterio de Leibniz y deducimos que la serie converge. B Ya observamos que:
S = Sn| < [Snt1 — Sl = buya
Luego, para cometer un error menor a 1072 con toda seguridad, basta hacer
bpy1 < 1073

De esta forma tendremos garantizado que si tomamos .S,, para ese valor de n obtenido, obtendremos
el valor de S con una precisiéon segura de 3 decimales. Por lo tanto, no hay que hacer més que despejar
desde ahi la inecuacién para un n natural. Tenemos que:

1
byl =
T on 1

<107 = 2n+1 > 10° = 1000

Despejando,
999
2n > 999 — n > 7:499,5—>

Es decir, tomando los primeros 500 términos de la serie tendremos con toda seguridad un error
menor a 1073,

Problema 2.25:

(a) Indique para qué valores de p > 0 la serie

- 1
kz:; Eln? (k)

converge.
(b) ;Para qué valores de p converge la serie i L ?
“— nln(n)In”[In (n)]

(c¢) Indique para qué valores de p € R la serie

> (-

n=2

es convergente, absolutamente convergente, condicionalmente convergente o divergente.

168



Solucion:

(a) A diferencia de un problema anterior, donde p se ubicaba en n, aqui podemos recurrir inmedia-
tamente al Criterio de la Integral para analizar la convergencia. ; Por qué? Primero demostremos que
en efecto se puede utilizar dicho criterio.

» Paraz > 2z y In” (z) (p > 0) son funciones positivas no nulas. Luego,

1

xIn® (z) >0

= Se trata de un producto de funciones conocidamente continuas y no nulas. Luego,

————— es continua para todo x > 2
zln® (z)

» Finalmente, el producto de funciones crecientes es creciente, i.e. xIn” (z) es creciente y por lo

tanto
1

———— es decreciente para todo x > 2
xIn® (z)

Luego, tenemos que:
EOO ! converge <= / T de converge
————— conver ————— conver
kln? (k) & 5 xlnf (x) &
k=2

Analizamos entonces la convergencia de la integral en cuestién. Observe que en esta integral se puede
hacer inmediatamente la sustitucién

d
u:ln(x)—>du:—x
x

/ > dz / > du
o (z) i) v
la cual converge por criterio de la p—integral para p > 1. Es decir, la serie estudiada converge si y

solo si .

(b) Los argumentos utilizados en este caso son exactamente los mismos que aquellos utilizados en la
parte anterior, por lo cual no es necesario repetirlos.

Con lo cual,

Antes de ello, observemos que para p < 0 la serie diverge. En primer lugar, si p = 0, entonces se tiene

la serie
i 1 / > do
nln (n) 10 zln(x)

n=10

y esta integral claramente diverge, tal como se vio en la parte anterior. Si p < 0, entonces

S 1 S )] =1
nZl:Onln(n)lnp [In (n)] N Z nln(n) /Z nZl:onln(n)
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Como la integral de la derecha diverge, y en particular In (10) > 3 — In (In (10)) > 1 (lo cual valida
la, comparacién para ¢ > 0 cualquiera) entonces para p < 0 la integral diverge.
Nos quedamos entonces solo con el caso p > 0. Tenemos que:

oo

1 OO dz
Z nln (n) 0 [In (n)] converge <— /10 210 () I0? [In (2)] converge

n=10

Observe que para tratar la integral podemos hacer una sustitucién, pero no tan evidente. La derivada
de In[In (z)] es:

d 1 1
—Inll — L=
dz nfn ()] In(z) =z
d
Entonces aparece una funcién y su derivada. Hagamos u = In [In (z)] — du = ] x( 7 con lo cual:
zln (z

10 2In(z)In” [In (z)] In[ln(10)] W

la cual claramente converge para p > 1. Luego, la serie estudiada converge para .

(c) El parametro produce una variacién de comportamiento significativa al cambiar de signo. En
efecto, podemos separar en los casos p negativo, p = 0 y p positivo. Sin embargo, note el lector que
si p < 0, entonces

i (—1)* 20 g

n—00 npb

pues n? se comportaria como funciéon polinomial. Por lo tanto, en dicho caso la funciéon claramente
diverge y es por esta razéon que solo analizaremos la serie para p > 0.

Partamos viendo para qué valores es absolutamente convergente. Tomando el médulo tenemos que
analizar la serie:

Luego, esta serie es pertinente separarla por casos a partir de p = 1. En el caso p = 1 tenemos la

serie - -

n=2 n

S|

[l
N

y por lo tanto diverge. Ahora bien, para p < 1 se tiene que n? < n pues n > 1. Luego,

= In(n = In(n
S ey

n=2 n=2

y como la serie de la izquierda claramente diverge, entonces la serie no converge absolutamente para
p < 1. Por otra parte, para p > 1 consideramos la funcién

la cual es:
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» Positiva pues x > 2 y se trataria de un cuociente de funciones positivas. 2P nunca se anula.

= Continua pues es una division de funciones claramente continuas tal que el denominador nunca
se anula.

= Decreciente pues:
2P —pln(z)2P~!  [1—pln(z)] 2P !

fi(x) = =

x2p e

Ambas funciones potencia son positivas y 1 —pln (z) < 0 para > e (lo cual es suficiente para
aplicar el criterio). Luego f'(x) < 0 y por lo tanto la funcién decreciente.

Luego, evaluamos segun el Criterio de la Integral la integral impropia:
1 >1 d

/ n(x) dp — / n(z) dz

5 P 9 x apl

d
para p > 1. Hacemos v = In (z) — du = & y con ello,
x

1 * ud
/ n(:c)dx :/ udu
9 P In(2) 6(1’*1)“

la cual es conocidamente convergente (e incluso, integrando por partes, ficilmente calculable) pues es
comparable a la integral de e®=D%/2 que es convergente. Por lo tanto, para p > 1 la integral converge
absolutamente.

Ahora analicemos la convergencia condicional de la serie. Observe que al estudiar la serie

- nInn .

E (—1) —- con p > 0 necesariamente
n

n=2

In (n)

npkP

tenemos una serie alternante. Sea b, = . Entonces,

» Para n > 2 la serie es siempre positiva por ser un cuociente de funciones positivas en dicho
intervalo.

= Tenemos que si p > 0:

1 1
T ORI T
n—oo NP n—o00 pnp

haciendo uso de la Regla de L'Hopital (expresién de la forma oo/o00).
Por lo tanto, segtn el Criterio de Leibniz la serie converge condicionalmente para p > 0. En resumen,

= Si p <0 la serie diverge.
» Sip € (0,1] la serie converge condicionalmente.

= Sip > 1 la serie converge absolutamente.
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Se sigue entonces que converge para .

Problema 2.26: ;Para qué valores de x € R la siguiente serie converge?

Sl (o0 2]

Solucion:

Notemos en primer lugar que:

afe(o+2)

sen <7m + %) = sen{nm) cos (%) + cos (mn) sen (%)
= (—1)"sen <E>

n
Es decir,

n=1
sen ( T ) sen ( )
. n+1 , n+l/n+1 n
= |z| lim = |z| lim

n—o00 sen (E) n—o00 ( ) n -+ 1 . ﬁ
n

Tomando el criterio del cuociente:

, an—i—l
lim |——

n—0o0

an
= |z

Luego, si || < 1 la serie siempre convergera. Si |x| > 1 la serie diverge. Sin embargo, si |z| = 1 el
test no es concluyente, razén por la cual se requiere de otro tipo de andlisis. Por lo tanto, requerimos
analizar con calma el caso x = —1 y el caso z = 1.

Caso 1: Para x = 1 se tiene la serie:

SENE

n=1

Esta serie es comparable a la serie arménica alternante y a su vez es una serie alternante. Analicemos
la. convergencia a partir de lo segundo”:

T T
= Paran > 1 se tiene que 0 < — < 7 y por lo tanto sen (—) > 0 pues sen (z) es positivo en el
n n

intervalo (0, ).

= Se tiene que

i T , T ..
lim sen (—) = sen ( lim —) < continuidad
n—oo n n—oo 1

=0

"Compararlo con la serie arménica también es un argumento valido.
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Luego, se cumple el Criterio de Leibniz y la serie converge.

Caso 2: Para x = —1 se tiene la serie:
- T - ™
Z (—1)" sen (—) (=1)" = Zsen <—)
n n
n=1 n=1
Tal como hemos visto en un ejercicios anterior,
oo
T
S (Z)~ 3
‘N
pues
en (1)
h'rn —E=1>0
n—+00 -
n
Luego, para x = —1 la serie diverge pues la serie arménica diverge.

Concluimos que la serie converge para |x € (—1,1] |

Problema 2.27: Sea g : [0,1] — R continua, creciente con ¢ (0) = 0. Demuestre que:

= (1
E g (E) converge <— / dx converge.
k=1

Solucion:

Dado que tenemos que establecer una relacién serie—integral, utilizamos el Criterio de la Integral.
Notamos que:

1 1
= lim g (k:) =g <h’m E) por continuidad. Luego,

k—oo k—o0
lim g (=) = g(0) =0
it \ k) -

por enunciado.
: . 1
= ¢ es continua por enunciado, y por lo tanto lo es g 7

= Si bien por composicién de funciones es facil notar que g (1/k) es decreciente, podemos hacerlo
tomando su derivada (si es que es diferenciable):

i 1 — _ 4 1 i<0
dxg x) g T ) x?
—_———

>0
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Luego,
Z g| — | converge «+— g | — | dx converge
e ANL 1 X

Podemos llegar a la integral que se desea haciendo

u =

S| =
1
Q.
IS
Il
|
1
o,
S
I
|
S

[\
oL
IS

Il
|

En este caso los extremos de integraciéon cambian de 1 a 0. En otras palabras,

00 1 0 1
/ g (—) dz = —/ J <g>du = / J (f)d:v (la variable de integracién es muda)
1 x LU 0 T

Es decir,

Zg (—) converge <— / g (?dx converge,
— k 0

demostrando asi lo pedido. B

Problema 2.28: Sea ) a, una serie infinita cualquiera. Se define la serie > a7 como la suma de
todos los términos positivos de Y a, y > a, como la suma de todos los términos negativos de la
misma serie.

a) Escriba a; y a, en términos de a,. Ayuda: Recuerde la definicién de |ay,|.

(
(

b) Demuestre que si »_ a, converge absolutamente, entonces Y al y > a, convergen.
(¢) Demuestre que si Y a, converge condicionalmente, entonces ambas Y a y > a, divergen.

(d) [Propuesto| A partir de lo anterior demuestre que si Y _ a,, converge condicionalmente entonces
existe un reordenamiento de Y a, tal que su suma es r. ;Por qué esto no se cumple si Y a,
converge absolutamente?

Solucion:

(a) Tenemos que dado que se trata de una suma, podemos aprovecharnos y asignarle cero a los
términos que no sean positivos de a, en a;. Es decir:

+  Jan sia, =20
0 sia,<0

Observe que esta definicién es muy similar a lo que sugiere la ayuda,

an sia, >0
|an| =

—a, sia, <0
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., Como generamos el cero entonces? Sumando a,, y dividiendo por dos. En efecto,

L Gt an]

a,, 5

Basta reemplazar con un nimero negativo dicha férmula para ver que resulta. De forma analoga
obtenemos que

Gy — |ay
=79
Si reemplazamos con un numero negativo, por ejemplo —3, obtenemos el niimero esperable. Al
reemplazar con un nimero positivo los términos se cancelan y se hacen cero.

Utilizaremos estas expresiones en las préximas sub partes del problema.

(b) Por Criterio de la Necesidad, tenemos que si Y a,, converge absolutamente, entonces
lim |a,| =0— lim a, =0
n—oo n—0o0

Luego tanto a y a; tienden a cero en infinito. Por su parte,

Zaf{ = % (Zan—l—Z\an\)

Como ambas series son convergentes pues » | a,, converge absolutamente, entonces > a," converge (y
de hecho absolutamente). Analogamente,

_ 1
S0 = (DoY)
razén por la cual también converge absolutamente, demostrando asi lo pedido. B

(c) Nuevamente escribamos:

Sai=5 (Xt Y la)

Como la serie converge condicionalmente, entonces por definicién > |a,| diverge y > a,, converge.
Realicemos la demostracién por contradiccién: supongamos que Y a,f converge, entonces la resta (tal
como la suma) de series convergentes converge y por lo tanto podemos restar a ambos lados % > an,

una serie convergente. Es decir,
1
- _
Zan a 52% - Z|an|

Pero > |a,| diverge por hipétesis. Luego, se gener6 una contradiccién y por lo tanto > af diverge.
Se demuestra con exactamente el mismo procedimiento para »  a. . Con esto demostramos lo pedido.

Problema 2.29: [Propuesto| Considere la integral impropia

/100 f(x)dx donde f(z)=

Utilice el criterio de la integral para demostrar que esta integral impropia converge.
Ayuda: f'(z) = —f(x)In ().

el’
s

T
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2.4. Series de potencias y aplicaciones

Realizaremos una generalizaciéon del estudio de series numéricas y estudiaremos las series de po-
tencias, las cuales son funciones f : I C R — R tales que se definen como la serie

= Zan (x — x0)"

n=0

En este caso, se dice que la serie es una serie de potencias para f (z) centrada en x = x. La idea detras
de descomponer las series de esta forma consiste en que muchas funciones analiticas conocidas, tales
como las trigonométricas y logaritmicas, tienen expansion en series de potencia. Esto nos permite
representar exactamente la misma funcién como una combinacién lineal de la base de potencias de

T — To: {1,35—xo,(x—x0)2,...,(x—x0)”}.

Las ventajas de representar funciones de esta forma son innumerables en la practica, puesto que
permiten darle otro enfoque u otra mirada a un mismo problema de tal forma que resulta mucho
mas sencillo resolverlo desde esta nueva éptica.

Mas atin, una representacion en series de potencias no es la tinica forma de representar una funcién. A
modo de ejemplo, para las funciones periddicas existe una representacion en series trigonométricas
(series de Fourier), mediante la cual

NE

f(x)=—=+ ) a,cos(nwsx)+ by, sen (nwyz)

ag

2
n=1

Esta representacién presenta diversas ventajas para el estudio de los innumerables fenémenos perié-

dicos que ocurren tanto en fisica como en ingenieria.

Una de las primeras motivaciones para el estudio de las series de potencias consiste en determinar
I = Dom (f), que en este caso no viene a ser otra cosa que el conjunto de z para los cuales la serie
en cuestion converge. Dado que aparecen reiterativamente potencias de n, resulta razonable estudiar
estas series mediante el Criterio del Cuociente o el Criterio de la Raiz. De esta forma, la serie converge

si
lim sup {/|a, (x — z0)"| < lim Vlan (x —z0)"| < 1
n—oo

n—oo

O bien,

1
|z — 29| < ———=—= =17

lim +/|a,|

n—oo
r se define como el radio de convergencia de la serie de potencias y es por definicién el promedio
entre los valores extremos del intervalo. Observe que en el caso |z — xo| = r, i.e. la distancia de z
a xo es igual al radio de convergencia, el test no es concluyente, razén por la cual para analizar la
serie converge o diverge en estos casos se requiere el analisis mediante otro tipo de criterios, ya sea
comparacion, criterios de convergencia absoluta, etc.

Luego, se define el intervalo de convergencia (/) como todos aquellos puntos para los cuales la
serie converge, incluyendo eventualmente a aquellos puntos para los cuales |z — xy| = r. Mediante el
Criterio de la Razén se puede determinar andlogamente que

Qn

, !
r = lim sup = lim
n—00 Ap+1 n—0o0 | Ap41
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Cual de los dos criterios usar depende del contexto del problema, donde es sabido que el Criterio de
la Razén tiene evidente ventaja en expresiones de naturaleza factorial. Observe que:

» Sir =0 (el limite de la raiz da infinito), entonces la serie solo converge para |x — x¢| = 0, por
lo que ese viene a ser su intervalo de convergencia.

» Sir = oo (el limite de la raiz da cero), entonces el Criterio del Cuociente o de la Raiz siempre
entregara el limite 0 < 1 independiente del valor de |z — x¢|, razén por la cual podemos decir
que la serie converge para todo x € R.

Utilizando todas estas ideas, procederemos a determinar intervalos de convergencia en los problemas
siguientes.

Problema 2.30: Determine el intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias:

(&) g n;f):—l' (f) g a” z", para cada valor de a.
0 2 e e R
=t k=1
© Y I
o S (em) TP

(e) Y nl(2w—1)". () Z(_l)n—”"(wzx)".

Solucion:

(a) Dado que aparecen funciones exponenciales, es prudente utilizar el Criterio de la Raiz. Asi se tiene
que:

n

2 2l Y10

1i o = lim ¢ =
_
10
Luego, debemos imponer que
|z
— <1 < 10.
10 ||

Es decir, el radio de convergencia es 10. Para determinar el intervalo de convergencia debemos
evaluar los puntos en los extremos, pues en estos casos el criterio es inconcluyente.
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s Para x = 10 tenemos la serie
=, 10

n
n=1

la cual es la serie armoénica ponderada por 10. Luego, diverge.

s Para x = —10 tenemos la serie
(o)

Sy

n=1

la cual se comporta como la serie armoénica alternante, razén por la cual converge.

Finalmente, el intervalo de convergencia es

I =[-10,10)

(b) Dada la presencia de factoriales, en este caso es sugerente utilizar el Criterio de la Razén. Hay que
tener mucho cuidado en los cédlculos, pues la variable involucrada es n, en cambio k es un parametro
fijo que podemos considerar constante. Tomamos entonces

(n+ 1)1 (kn)!

novse (kn £ k)L (n))

_ k41 4. (n+1)k : TR
= |l JL%M«an%“(knJrk)M

, (n+ 1)k
lim
n—00 (k:n—kl)-'-(kn—i—k)

Ap+1
Qn,

n—oo

k+1

= |z

El limite que falta por evaluar consiste en el cuociente de polinomios de grado k ambos. Tenemos
que:

, (n+1)F ., n+l n+1 n+1

lim =

nhoo (kn+ 1) (kn+ k) nowknt1 kn+2  kntk

Como cada uno de los limites por separado converge a 1/k, entonces concluimos que

, Ap+1
lim

n—oo

1
k+1
=l

an

Imponiendo la condicién del criterio, y considerando que trabajamos con k positivo, entonces
|£K‘ < kk/(kJrl)

i.e. el radio de convergencia es k*/(*t1) Ahora evaluamos en los extremos para determinar el intervalo
de convergencia:

s Para x = k¥/*+1 tenemos la serie i

Oﬂ) kn
(kn)!k

>

n=1
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Nos preguntamos entonces, jconverge o diverge esta serie? No es evidente, pero se trata de
una serie de términos positivos y mondétona creciente. Esto incluso podemos demostrarlo. Si
queremos demostrar para todo n se cumple que

(kn+k)! (kn)!

Entonces basta simplificar términos y llegar a una expresion sencilla, equivalente y facil de
verificar:

o (n+1)" K .
(kn+1)---(kn+ k)
Pero observe que
(n+ 1) kF (kn + k) (kn + k) (kn +k)--- (kn + k)

(kn+1)---(kn+k) (kn+1)---(kn+k) (kn+1)(kn+2)---(kn+k)

Se trata de un producto de términos positivos, todos mayores o iguales que uno. Luego, el
producto en su totalidad es mayor que 1, por lo cual se sigue que la sucesion es positiva y
monotona creciente. Esto implica que

lim a, # 0

n—oo

y por lo tanto no se satisface el Criterio de la Necesidad. Es decir, la serie diverge.

Si x = —kF* 4D en este caso tenemos la misma serie en su versién alternante. Sigue sin
satisfacerse el Criterio de la Necesidad por el mismo argumento visto en el punto anterior.
Luego, la serie también diverge en este caso.

Finalmente, el intervalo de convergencia de la serie en cuestion es:

I = (—kk/(k+1), kk/(k+1))

(c) Dada la aparicién de funciones potencia, aplicamos el Criterio de la Raiz. Tomamos el limite:

n

S Vil =l el
~ ] i —
=00 (p 4 1)"/?"

= 3|z

Imponemos que

1
3|x|<1—>|x|<§

Luego, el radio de convergencia es 1/3. Para el intervalo de convergencia evaluamos en los extremos.

» Six =1/3 tenemos la serie
— (=1)"
—vn+1

179




La cual es alternante, decreciente, positiva y con limite cero. Luego, por Criterio de Leibniz la

serie converge.

oo 3n
1" "
(=1) vn+1

n=1

» Si x = —1/3 tenemos ahora la serie

= 1 =1
> -
por lo cual diverge.

Finalmente,

po (1
33

(d) En este caso tomar la raiz no nos generarfa un limite facil de evaluar. Mas atn, tomando el
Criterio de la Razén generamos el limite

In [I—F;}
(n+1)° _ o] lim In [1+(n—|—1)2} —2ln(n+1)

n—oo n—oo 2 —_—
- ln(l—l—i) - In(1+n?)—2In(n)
n

El limite de la derecha en efecto puede ser calculado utilizando la Regla de L'Hopital y obtendriamos
1 como resultado, obteniendo el valor correcto para este caso. Sin embargo, esto resulta tedioso y
complicado. Por esta razon, es prudente realizar la siguiente observacion asintética vista en ejercicios

anteriores: - -
x
Z In (1 + —) "~ —
n=1 n n=1 n
En efecto,
| (1 ;2 ) "
n — |z
n 2 In (1
lim % = lim ! i 204D
n—00 bn n—00 z—0t T
n2

Luego, la serie en cuestién hereda la convergencia de la segunda serie, la cual es muchisimo mas
sencillo estudiarla. En efecto,

(n+1)°
n2

bn+1

lim
n—oo

= |z| lim = |z
n—oo

n

Imponemos que |z| < 1. Luego, el radio de convergencia de la serie es 1. Ahora evaluamos la serie en
los extremos:

s Para x = 1 tenemos la serie
2

1 T
2%

la cual converge por el criterio de la p—serie.
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s Para x = —1 tenemos la serie

— (-1)"

>

n=1
la cual es alternante y de hecho no solo converge, si no que tal como vimos anteriormente lo
hace absolutamente.

Finalmente,

I=[-1,1]

y hubiésemos obtenido exactamente el mismo desarrollo calculando el limite del cuociente con los
términos logaritmicos.

(e) Dada la presencia de factoriales, estudiamos la serie de potencias utilizando el Criterio de la Razén:

, Ap+1
lim

n—oo

1!
= |2z —1] h’mM

n—o0 n!

an
= [2z—1] -0
=

Es decir, el limite diverge indistintamente para todo x tal que 2z — 1 # 0. Luego, el radio de
convergencia es cero y el “intervalo de convergencia” es:

=t

(f) Dado que aparece una funcién potencia, es pertinente en este caso utilizar el Criterio de la Raiz.
De esta forma, evaluamos

lim {/|a,|] = lim |a|n2/n|x|

n—o0 n—o0

= |z| lim |a|"
n—oo

Sin embargo, el comportamiento del limite de la derecha depende del valor que a tome. De esta
forma,

» Si |a|] = 1, el limite vale |x|, razén por la cual imponemos que |z| < 1y por lo tanto el radio de
convergencia es 1. Para los extremos evaluamos. Sin embargo, observamos que en ambos casos
generariamos la serie

il o bien i(—l)”
n=1 n=1

las cuales ambas divergen.

» Si |a| < 1, entonces el limite vale cero (< 1) indistintamente del valor de x. Luego, el radio de
convergencia seria infinito y el intervalo de convergencia toda la recta real.

= Si |a] > 1 el limite diverge para todo z # 0. Luego, el radio de convergencia es cero y por lo
tanto el intervalo de convergencia en este caso es solo el punto x = 0.
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De esta forma, concluimos que:

(—=1,1) sija|=1
[={R si Ja| < 1
{0} sifa] >1

(g) En este caso, dado que aparece k en el denominador, comparamos tomando el cuociente:

 ag D) @ =3 kok
lim = lim k k
_Jz =3
9
. |z — 3| . . .
Requerimos entonces que 5 < 1. Es decir, el radio de convergencia es 9. Tomando los casos

limite,

» Siz—3=9— x =12, nos queda la serie

_ 1)k
Z(k)

00
k=1

La cual es la serie armonica alternante, convergente como ya es sabido.

= Si3—2=9— 2= —6nos queda la serie
>4
k
k=1
la cual es divergente, como ya es sabido.
Finalmente, el intervalo de convergencia es:
I=(-6,12]

(h) Dada la presencia de factoriales, aplicamos el Criterio de la Razén:

_ lef 1 (n+1)! 1:3:5-(2n—1)
ST 35 (2n+ 1) n!

Ap+1
Qp,

lim

n—oo

Mucho cuidado al realizar la simplificacion. El denominador consiste en el producto de impares
consecutivos, por lo cual al simplificarse con el numerador solo nos genera 2n+ 1y no 2n - (2n + 1).
De esta forma,

. |ans , n+1 ||
lim = |z| lim ==
n—oo | QA n—oo 2n + 1 2
Luego, imponemos que
% <l—=|z|<2

y por lo tanto el radio de convergencia es 2. Evaluamos ahora los extremos:
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s Siz = 2 tenemos la serie

1-3-5---(2n—1)

n=1

Observe que esta es una serie creciente, pues

1)1+t n!2n 2n + 2

(
> > > 1
1-3:5---(2n+1) 1-3:5---(2n—1) 2n+1

lo cual es evidentemente cierto para todo n natural. Luego, como se trata de una serie de
términos positivos y creciente, entonces la serie diverge pues no cumple con el Criterio de la
Necesidad.

» Si 2z = —2 tenemos la misma versién de la serie anterior ahora de forma alternante. En este
caso, por el mismo argumento anterior, la serie diverge.

Finalmente,

I=(-2,2)

(i) Nuevamente comparamos al cuociente dada la naturaleza de la expresion:

Qp+1
Qn,

lim

n—oo

) 1.3.5--(2k+1)  2-4-6---2k- (2k+1)
= |z —3|" lim
k00246 (2k+2)(2k+3) 1-3-5--(2k—1)
ok (2k +1) 2k +1
k—>oo(2k+1)(2k:+2)2k‘+3

= |z—31
= |z -3

Entonces, requerimos que:
lz—37<1—=|z—-3<1

El radio de convergencia es 1. Evaluamos los casos extremos.

» Siz—3=1— 2 =4 tenemos la serie

i135 (2k—1) 1
— 2-4-6---(2k)  2k+1

Observe que por ensayo y error se puede establecer que:

1-3-5~--(2k—1)_ (2k)! <1
2-4-6---(2k) _22k<k!)2_

para todo k natural. Por lo tanto,

s (2k—-1) 1 T
Z (2 oR g~ Avesen (1) = )

El argumento del porqué de esta igualdad se revisara cuando expresemos la funcién arcsen (z)
como serie de potencias. Luego, esta serie converge.
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» Si3—x=1— =2, entonces tendremos la serie

i135 k-1 1
2-4-6---(2k)  2%k+1 2

k=2

Finalmente, el intervalo de convergencia es | I = [2,4]|.

(j) En este caso lo mds pertinente es utilizar el Criterio del Cuociente dado que el uso del Criterio de
la Raiz no es concluyente. Sin embargo, se obtendra una expresién inherentemente dificil de calcular.
Sin embargo, para n — oo observamos que los términos (—1)" y n? son despreciables al lado de las
expresiones exponenciales. De esta forma,

En efecto,

(-)" +2"(1/2)"
nooo  n2 4 50 (1/5)"

+1
= lim 22
5n
= 1>0

Luego la segunda serie, muchisimo maés sencilla de estudiar que la primera, tendra exactamente el
mismo comportamiento en cuanto a convergencia que la serie a estudiar. Por lo tanto, estudiamos la
segunda. En este caso, tomamos el Criterio de la Raiz:

2
lim {/|b,] = |1+ 2| lim R

n—oo n—oo

2
= —[1+2x
1 +20
Ahora imponemos la condicién

2 5 ) 5
- 14+2z| <1l =142z <= > —=<1+2x < =
5|+33\ 114 2| 5 5 +20 < g

Es decir,

—7<:c<3
4 4

con lo cual el radio de convergencia es (el promedio de la distancia entre extremos)

Para obtener el intervalo de convergencia evaluamos la serie en los extremos. Recuerde que en ambos
casos |1 +2z| =2
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o0

3 o .
= Six= 1 tenemos la serie Z 1, la cual evidentemente diverge por Criterio de la Necesidad.
n=1
o0
» Sizx = ~1 tenemos la serie Z (—1)", la cual diverge bajo el mismo argumento.
n=1
Finalmente,

Una buena idea también es lograr la capacidad de abstraer estos resultados para aplicarlos en proble-
mas mas generales en los cuales no conozcamos una expresion explicita para la serie. Esto lograr medir
efectivamente la capacidad de aplicar correctamente los resultados obtenidos. Revisemos entonces el
siguiente problema:

Problema 2.31: Si se sabe que lim, o a, (n®> —n+1) = 1, determine el radio e intervalo de
convergencia de la serie Y na,z"

Solucion:

La serie a estudiar, sin preocuparse de los extremos (pues la convergencia se evalia en infinito), es
g na, x"
~—~
bn
Luego, podemos utilizar, por ejemplo, el Criterio de la Raiz para determinar el radio de convergencia:

lim /|b,] = lm {/na, |z|"
= |z| lim ¢na,
n—oo

A priori no sabemos nada de por si respecto al limite en cuestién. Sin embargo, si sabemos informacién
sobre el limite
lim a, (nS—n—l—l) =1

n—o0

Hagamos “aparecer” entonces dicha informacion:

Yy o = i § g Ve 08 =)

- i e
n—o0o \/nd3 —n _|_

=1

3—n+1)

Entonces,
hm V |bn| = |z

Imponemos que |z| < 1y por lo tanto la serie de potencias tiene radio de convergencia 1. Ahora
evaluamos en los extremos, x =1y x = —1:
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s Para x = 1 se tiene la serie
E na,

O bien, podemos aplicar la informacién que ya conocemos:

n 1
Z—n3_n+1an(n3—n+1)~ =

Esto ultimo lo deducimos puesto que para n — oo se tiene que a, (n* —n+1) ~ 1 y por
lo tanto el comportamiento asintético se deduce solamente del cuociente de la izquierda. En
efecto, aplicando el Criterio de Comparacion:

n
limn?———=1>0
n—o0 n3—n—|—1

y por lo tanto las series se comparables. Como la p—serie con la cual se compara converge,
entonces la serie en cuestiéon también.

» Para x = —1 tenemos la versién alternante de la serie anterior, para la cual acabamos de
observar que converge absolutamente. Luego, la serie también converge para r = —1.
Finalmente,
I=[-1,1]

El siguiente ejercicios que realizaremos sera efectivamente lograr observar expresiones analiticas me-
diante el prisma de las series de potencias. Por lo tanto, nuestro objetivo ahora es, dada una funcién
analitica conocida, encontrar su representacion en series de potencias y el posible intervalo en el cual
la serie converge (y por lo tanto coincide con la funcién).

Para este nivel de problemas propuestos, se trabajard habitualmente con la serie geométrica:
1 = .
= x
=
n=0

la cual como ya sabemos converge para todo |z| < 1. En algunos casos puede utilizarse también la
serie binomial: sea o € R, entonces:

(1+2)" = i (Z)m"

n=0

donde se extiende la definicién del coeficiente binomial a todos lo reales de una forma analoga a la
forma de evaluar los coeficientes binomiales para niimeros naturales:

(a) ala—1)(a—2)(a—n+1)

n n!

A partir de transformaciones algebraicas a estas series podremos obtener la representacion en series de
potencias de muchas funciones fraccionales. Por su parte, muchas funciones inversas (trigonométricas
inversas, exponencial inversa) tienen como derivada una funcién fraccional que puede ser expresada
en términos de la serie geométrica.
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De aqui surge la necesidad de notar que si
= E an (x — )" con | — x| < a

Entonces, se puede demostrar de acuerdo a los contenidos del curso que:

= E a,n (r — z0)". El primer término de f(z) era ao, el cual se anula en la derivacion.

e e} n+1

(x — xg

. / f(x E Gy, n )1 + c. La constante se determina de diversas formas.
n

n=

En ambos casos el radio de convergencia es el mismo, a. Sin embargo, no se puede garantizar que
el intervalo de convergencia permanezca inalterado. En dicho caso es necesario reevaluar la serie en
los extremos del radio de convergencia para determinar el intervalo de convergencia respectivo.

Haremos concreto el uso de estos resultados en los préximos problemas planteados a continuacién.

Problema 2.32: Encuentre un desarrollo en serie de potencias para las siguientes siguiente funcio-
nes, en torno a los puntos dados. Senale su intervalo de convergencia.

(a) f(x)zrlgxzenxozo. (d) f(:z):(lf_—z)genxo:().
, (e) f(x) =1log(1+22) en zo = 0.
(b) f(z) =57 en@o =1 (f) f(z) = I =22 en 2y = 0.
1 (g) f(z) = arctan (z) en 2 = 0.
© J@o) = g =0 (h) f (x) = arcsen () en 2y = 0.
Solucién:

(a) Partamos de la tnica informacién de la cual disponemos:

La serie que queremos obtener debemos dejarla en términos de esta expresion. En efecto

1 oo
p— p— 9
11922 1—( ZO !
O "
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Reordenando términos,

N i gn 2n

n=0

Se puede obtener incluso por inspeccién que el intervalo de convergencia es
11
I=(—=
3'3
(b) En este caso lo que realmente deseamos es una expresién de la forma
o0
Z an (x —1)"
n=0

Sin embargo, bajo la misma logica, de la expresiéon conocida, si reemplazamos por ejemplo con
[J=x — 1, entonces obtenemos que

1-(z-1) =2 (@=1"

n=0
Utilizaremos esto en este desarrollo. En primer lugar,

I 1
2+x 3+ (z-1)

para que en efecto quede centrada en torno a x = 1. Sin embargo, el hecho de que haya un 3
ponderando complica nuestros calculos, ya que no conocemos una expansion en series de potencias
para esto. Sin embargo, podemos factorizar:

1 1

3+(x—-1) 3 1+(:;:—1)
3

Ahora 0 = T

, con lo cual:

1 I (z—1)" (z—1)"
== —
2+ 3Z 3n 2+x Z 3ntl

n=0 n=0

Nuevamente, por simple inspeccién observamos que la serie converge si y solo si

[=(-24)

(c) Existen muchas formas de generar esta serie. Sin embargo, partiremos nuevamente desde lo que

conocemaos:
oo
1 n
T
— X
n=0

.,Cémo podemos generar potencias de 1 — x? Una de las muchas formas posibles (si es que no la més
habitual) es derivando:




Por lo tanto, también derivamos la serie de potencias término a término. Se sigue que:

1—x _an

Derivando nuevamente obtenemos lo pedido:

in n—1)x

n=

1—3:

Reacomodando los subindices obtenemos que:

o0

1 :Z(n+2)(n+1)x"

(1—a)’ 2

Por teorema, el radio de convergencia sigue siendo 1. Es facil evaluar por Criterio de la Necesidad que
la serie en los extremos diverge. Asi,

I=(-1,1)

(d) Partimos nuevamente de la informacién conocida:

o
=2 "

n=0

1
Para generar
1+

reemplazamos la serie anterior con —x, de modo que:

S

n=0

Generamos las potencias de (1 + z) derivando dos veces:

1 o0
‘mzz“

n=1

(n—1)z"?

Mg

1 + x —
Entonces,
1 - 2 1
(1+2) —
. Cémo agregamos el 22 en el numerador? Multiplicdndolo a ambos lados:
- 2 1
Z (n+2)(n+1) 22
1 +z)° = 2

El intervalo de convergencia puede ser nuevamente determinado por simple inspeccién con el Criterio
del Cuociente y el Criterio de la Necesidad en los extremos:

[=(-1,1)
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(e) Existen muchos caminos para resolver esta serie de potencias. En primer lugar, no tenemos como
asociar la expresion de la funcién con su serie geométrica. En cambio, sabemos algo muy certero
respecto a la derivada de logaritmo:

2x
=log (14 2*) = f'(z) =
f @) =log (L+2%) = f'(e) = -
Ahora bien,
1 _ i (_1)77, ,Z'2n _ 21‘ _ i (_1>TL 2x2n+1
1+ a2 =0 1+ 22 n=0

Integrando a ambos lados de la ecuacién volvemos a la funcién original, i.e.

log (14 2%) = / (f: (—1)" 2x2”+1> dz + ¢

n=0
2n+2

> i
_ 1) 2
> (=1 mia €

o0 _ln
_ Z( ) 2202 4 ¢

Sabemos que f(0) = 0. Esta informacién nos permite determinar el valor de la constante, pues la
serie de potencias evaluada en cero anula a todos los términos (todas las potencias de x son mayores
o iguales a 2). De esta forma,

0=0+c—=c=0

Finalmente,

[e.9]

log (1 + =* Z 22

:On—l—l

3

Se podria haber llegado exactamente al mismo resultado a partir de log (1 + u) y luego habiendo
reemplazado con u = x2. Nuevamente, se puede determinar con relativa facilidad que

[=[-11]

(f) En este caso, utilizamos la ya conocida serie binomial, puesto que:

Vi—2=(1-2%)""

Sabemos que:

(1+x)°‘:i(3)xn con (z) éa(a—l)..r.b!(a—nqtl)

n=0
donde a € R. Esta definicién de coeficiente binomial para R permite en efecto extender el concepto
para los nimeros naturales a los nimeros reales. En este caso, se tiene que a@ = 1/2, por lo que
trabajemos entonces un poco el coeficiente binomial para manipularlo mejor:

/2y 11 1 3 5 on —1
n T onl 2 2 29 2
3.
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Reordenando términos notamos que:

2l =2"(1-2-3---n)=2-4-6---2n

()= ar L35

n

GREGE

Por lo tanto, para

pues

Se sigue que

= 1-3-5---(2n —3)
1 1/2 _ 4 T 1) n
(1+2) +2+;( G ¢
Finalmente, evaluamos esta misma serie en —xz2:
2 =1-3-5---(2n—3)
v1-— 2:1___ 2n
g 2 nz:; 2.4-6---2n

El estudio de esta serie es sencillo haciendo uso del Criterio del Cuociente. La determinacién del
intervalo de convergencia se deja propuesto al lector.

(g) Nuevamente, es complicado relacionar esta expresién con la serie geométrica. Sin embargo, sa-
bemos que:

Integrando a ambos lados:

(="

f(x) = arctan (z) = Z o 1952”“ +c
n

n=0

Como f (0) = arctan (0) = 0, entonces evaluando en la serie de potencias:
0=0+c—c=0

Con lo cual,

oo _1 n
arctan (z) = Z 2( _i_)le"H
n

n=0

Nuevamente, resulta sencillo determinar que

I=[-1,1]

(h) Nada sabemos de cémo relacionar arcsen (x) con una serie conocida. Sin embargo, si sabemos

que la derivada de arcsen (x) viene dada por
f/(flf) — 1 — (1 o $2)*1/2
V1— a2
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Expandimos nuevamente la serie binomial, ahora para o = —1/2. Tenemos que:

) =) ) ()

nl 2 2 2 2 2
= %<_2}Z)n1 3.5---(2n—1)
salvo para: i . )
(1) (1)
Entonces,

Evaluando en —z2:

Integrando:

Como f(0) =0y en la serie de potencias se anulan todos los términos, entonces 0 =0+ ¢ — ¢ = 0.
Finamente,

1-3-5- (2n—1) 2n+1
aresen (z) = 3 2.4-6----2n 2n+1

n=2

El intervalo de convergencia de la serie de potencias se deja propuesto como ejercicio al lector.

Problema 2.33: Considere la serie de potencias

(S
2 : n+1x

n=1

(a) Demuestre que si una serie de potencias Y a,x™ tiene radio de convergencia r, entonces > a, >
tiene radio de convergencia /.

(b) Use este resultado para calcular el radio de convergencia de S y su intervalo de convergencia.

(c¢) Determine la funcién f asociada a la serie.
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Solucion:

(a) Si la serie de potencias tiene radio de convergencia r, entonces

lim
n—o0

Para la segunda serie de potencias la condicion de convergencia sera

an—i—l

)|x|<1—>|x\<7‘

n

, On+1 ;[ Ont1
(hm s ) lz]? <1 = |z)* < 1 (hm s )
n—00 n n—00 |
, Un+1 2 ,
Pero 1 ( lim |+ ) = r, por lo que |z|” < r. Como r > 0, entonces podemos tomar raiz a ambos
n—oo | QA

lados sin miedo, con lo cual en este caso
lz| < /7

y por lo tanto el radio de convergencia es /7, que es lo que se querfa demostrar. l

(b) Para determinar el radio de convergencia de la serie, tomamos primero la serie

o0

ST =3 (-

n=1

Calculamos el radio de convergencia usando el Criterio del Cuociente,

lz] <1

Es decir,
lr] <1

Por lo tanto, para S* el radio de convergencia es 1. Por lo tanto, usando el teorema anteriormente
demostrado el radio de convergencia de S es 1.

Para determinar el intervalo de convergencia evaluamos el caso |z| = 1. Es fécil notar que por estar

elevando a 2n la potencia de x, entonces tanto si evaluamos en x = 1 como en x = —1 la serie es la
misma;: )
[e.e]
(_1)n+
Z 2n
n=1

La cual es claramente alternante, monoétona decreciente y tiende a cero en infinito. Luego, por Criterio
de Leibniz tenemos que la serie converge para |z| = 1. Finalmente,

I=[-11]

(c) Si derivamos la serie cancelaremos el 2n del denominador. Luego,

o0

S () = 30 (1)

n=1
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Notando que en términos de signo (—1)"*" = (=1)""", entonces,

Sx) = (=)' =gy (=1 2™
n=0

n=1
La serie de la derecha es claramente asociable a una serie geométrica, i.e.

x
1+ 22

S'(x) =

Para obtener S (x) integramos:
T 1 2z
S — d = —
(z) /1+x2x+c 2/1+x2+c

S(x):%log(l—i-xz)vLc

Luego,

Sabemos que S (0) = 0 por simple inspeccién de la serie. Es decir, ¢ = 0. Concluimos asi que:

1
S(x)= 5log (1+2%)| con |z] <1

Ahora veremos en la préactica con diversos tipos de ejercicios las ventajas de poder estudiar las
funciones analiticas comunes y corrientes “desde otra perspectiva”. Podemos resolver problema como
evaluar integrales per se complicadas, obtener aproximaciones numéricas para nimeros trascendentes
como e 6 7 (algo muy 1til en aplicaciones computacionales), calcular el valor de series obtenidas a
partir de modelos matematicos reales o incluso resolver ecuaciones diferenciales.

Problema 2.34: Utilizando la expansién obtenida para arctan (z) en el problema anterior, demues-

tre que
n

— (=1
e 2\/57; (2n+ 1) 3"

Solucion:

La expansién en serie de potencias obtenida consistia en

oo _1 n
arctan (z) = Z (=1) p?n

n+1

[\

n=0

Observe que de por si la expresion en series de potencias de la demostracién es muy parecida a la
expansion en series de potencias de arctan (z). En particular, aparece en el denominador una potencia

de 3™. ;Cémo podriamos lograr esto en la serie de potencias que conocemos, si esta esta elevada a
2?"1? {Evaluando en z = 1//3! En efecto,

arctan (%) _ Lyl




s
Luego, como arctan ( > = 5’ entonces

Sl

[e%e] n oo n
1

- —2v3y
V3 2n+13“ " \/_;(Qn—l—l)?s”

n

demostrando asi lo pedido. B

Tal como veremos en el siguiente problema, pueden obtenerse expansiones en series de potencias
incluso méas complicadas a partir de los conocimientos basicos empleados en problemas anteriores.

Problema 2.35: Sea f : I C R — R la funcién definida por
2-3:5 ()

(a) Determine I, el intervalo de convergencia de la serie de potencias anterior.

(b) Calcule una expresién analitica para f’ (z) de la forma lo més simplificada posible.

(c) Integrando, encuentre una expresién explicita para f ().

Ayuda: Defina u (x) = ’

1—z

Solucion:

(a) Sigamos al pie de la letra las instrucciones, y en particular la ayuda. De esta forma, tenemos que

0=Y utr

n=1

S

En particular, digamos u = u (z) es una parametro cualquiera y con ello el problema simplemente se
reduce a calcular la convergencia de una serie cualquiera, lo cual resulta mas sencillo que trabajar con
la expresion tal como se presenta. En este caso, podemos utilizar el Criterio del Cuociente, obteniendo

asi
Ap+1

an

ju ()]

Luego, imponemos que |u (z)| < 1. Evaluamos los casos extremos:

lim
n—oo

= 1
= Ju(@)] lim - =

» Siu(z) =1, entonces tenemos la serie de potencias arménica, la cual diverge.

» Siu(z) = —1, entonces tenemos la serie de potencias arménica alternante, la cual converge.
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Es decir, la serie converge si y solo si

1<u(r)<le-1<— <1
1—x
Debemos resolver esta inecuacion. Resolvemos primero
—1 2x — 1
S P PN
11—z 1—x -

El comportamiento en signos es anédlogo a la pardbola (2 — 1) (1 — x). Esta es una pardbola que se
abre hacia abajo, con raices en 1/2 y 1. Luego, la solucién es (—o0,1/2) y (1, 00).

Luego, resolvemos

11—z l1—2z 11—z

>0

cuyo conjunto solucién es evidentemente x < 1 (en z = 1 se indetermina). De esta forma, la solucién
total viene dada por la interseccién de ambos conjuntos, i.e. el intervalo de convergencia como funcién

de z es:
I = (—oo, 1)
2

(b) Tomemos la forma compacta y derivemos, haciendo uso de la regla de la cadena:

fla)=) —u(@)" = f(z)=d(2)) ul@)""

n=1 n=1

S|

La serie de la izquierda es casi la serie geométrica salvo por el subindice de inicio. Sin embargo,
podemos cambiar subindices y solucionar asi el problema:

F@ =@ uw" = £ = 10
yoy_ 4 dx-141_ d I 1 _
Dondeu(x)—£1_$ % 71 dx1+x—1_ — 5. Es decir,
L 1
f<x)_(x—1)2 __Z
11—z
, B 1
LA A ey

(c) Tomemos la siguiente expresiéon de f’(z), ya que resulta por lejos la més sencilla de integrar en
este problema dado que aparece la funcién w (x) y su derivada:

' (z) u' (x)

f/(@:l——u(x)_)f(x):/l——u(x)dx—i_c

Hacemos lo evidente de la expresion: u = u (z) — du = u’ () dz, de modo tal que

f(a:):/ du +c— flx)=In|l —u|+c

1—u
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Volviendo a las variables originales,

1—2x
1l—=z

f(x)=1In

1—L‘—l—c:ln
11—z

Observe que si evaluamos en x = 0 la expresion original para f (z), todos los términos en la serie de
potencias se anulan pues u (0) = 0 Entonces,

F(0O)=0=In(1—0)+c—c=0

Finalmente,

f(x)=In|2z — 1| +1n|l — x|

La expansion en serie de potencias de una funcion cualquiera genera una expresion del tipo

[ee)
= E anx”
n=0

Perfectamente podemos tomar un x en el intervalo de convergencia y, si conocemos una expresion
cerrada para la funcién, podemos obtener asi el valor de una serie infinita. A modo de ejemplo, si
1 € I, entonces

conocido — f(1 Z a, < por calcular
n=0
En los siguientes problemas calcularemos el valor de series numéricas utilizando esta idea. El prin-
cipal problema sera entonces identificar la serie de potencias de la cual deriva la serie a calcular, y
luego obtener una expresion cerrada a partir de las modificaciones respectivas a la ya conocida serie
geométrica.

Problema 2.36: Calcule el valor exacto de las siguientes series. Justifique sus resultados.

%) _1n %) 0
)ZQ(njt)l HZQ"n n—1) (C)Z(

n=0 n=1

n

1/2
Adicionalmente, considerando la serie f(x Z 2" y la integral / f (t?)dt, calcule
n=0 0

Solucion:

(a) Esta expresién recuerda demasiado a la realizada para arcotangente en un problema anterior. En
efecto,

— (D" s
arctan (x) = Z i
— 2n +1
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lo cual se obtiene derivando arcotangente, obteniendo la expresion en series de potencia y luego
integrando. Dada que la serie a calcular no considera el término z2"™!, simplemente evaluamos en

x =1 y obtenemos el resultado:
2n+1 4

n=1

(b) Observe que la potencia que aparece aparece en el denominador. Se sigue que podemos definir

la serie
n

=% -

n=2

1
y lo que buscamos evaluar es f (5)

Observe que derivando dos veces la expresion se simplifica significativamente:

o] n—1 00
fl@) =Y = )= Y 2"
n=2 n=2

El subindice permanece inalterado pues la serie comenzaba ya en 2. Mds ain, podemos realizar un
cambio de subindice pues la serie comienza en n = 2. La hacemos entonces comenzar en el origen:

1
1—=x

fl(x) =Y a" = f'(x) =

Esta expresion analitica podemos integrarla dos veces para obtener una expresion cerrada para f.
Luego,

f'(z)=—1log(1—2)+c
Observe que de la definicién en series de potencias se observa que f(0) = 0. Es decir,

f(0)=—logl+¢c=0—¢c=0

Entonces f'(z) = —log |x — 1|. Integramos nuevamente, considerando que la integracién de logaritmo
se hace por partes y tiene primitiva conocida:

/log (x)dz = xlog (z) — x

Se sigue entonces que
fl@)==[1-2)log(1-z)—-(1—-z)]+c
Sabemos, dada la serie, que f(0) = 0. Luego,

f(0)=—1log(l)—=14+c=0—c=1

Es decir,
f(@) =—[1—=)log (1 — ) + 7]

1
Evaluando en z = 3 concluimos:

f(%) ~ 1o (%) ‘ w(%) — - log (2)



Es decir,

[log (2) — 1]

l\DI»—

22”71 n—1)

n=2

(c) Seguimos las mismas ideas que en el ejercicio anterior. Dado que no aparece ninguna potencia
salvo el —1, evaluamos entonces la serie de potencias

en xr = —1. Derivando,

Luego,

f'(z) = 1ia: — f(x)=—log(1—x)+¢

Pero f(0) = 0 al evaluar en la serie de potencias, luego ¢ = 0 y por lo tanto

f(x) = —log (1 —z) = | f(=1) = —log (2) |OJ

Ahora revisaremos el ejercicio adicional. En primer lugar, dada la definicién de f(z) tenemos que

Por lo tanto, f (z? =1 Z
-z

n=0

La serie que queremos calcular tiene una potencia de n en su denominador. Si buscamos hacer una
relacién con la serie de potencias de f (z?), podemos notar que 4" = 22" razén por la cual estamos

evaluando la serie de potencias
2n+1

> xXr
:ZQn—l—l

n=0

1
Y el valor que buscamos es 2g (5) Ahora bien, integrando f (z?), tenemos que:

1/2 12 g4
t2) dt =
|- [T

Haciendo la separaciéon en fracciones parciales:

11 1 N 1
1—t2 2\1—¢t 1+t

1/2 1/2
/ f(*)dt =
0

1

Integrando,
1/2
In(1+41)

0

o(2)-i(2)

0

N — N = DN =



Sin embargo, también podemos realizar la integracién de la serie de potencias. Es decir,

1/2 1/2 0
/ fE)dt = / > et
0 0

con lo cual

Problema 2.37:

(a) Probar que para a € [—1,1) se tiene que

w/2 0 k
/ cos (t) 4 — Z a*
o 1—asen?(t) 2k + 1

k=0
R
(b) Considere la serie de potencias f () =z + Y + 5 + - + -
Demuestre que:
SR T e
— oo = —1In
2 23.3 25.5  27.7 2

Solucion:

(a) Este ejercicio vuelve a insistir en el hecho de que para trabajar en series de potencias siempre
hay que partir de los conocimientos mas basicos y luego aplicar las modificaciones para obtener lo
buscado.

Parta en primer lugar observando que al lado derecho encontramos una serie de potencias para a, no
para t. Por lo tanto, lo prudente es partir de la serie de potencias conocida para a:

1 [e.e]
. :Eak con |a| <1
—a

k=0
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A esta serie le aplicaremos transformaciones reiterativas a ambos lados hasta obtener la integral en
cuestién y en lo posible la serie de potencias en cuestion al extremo derecho. Partamos sustituyendo
a por asen? (). De esta forma,

o0
k 2
=y g a” sen? con |a|sen® (t) <1
1 —asen —

Ahora multiplicamos por coseno a ambos lados de la igualdad:

oo
cos ( % 5
— 2 g a” sen®” (t) cos (t) con |a|sen® (t) < 1
1 —asen —

Ahora integramos de 0 a 7/2, obteniendo asi

w/2 dt
/0 % _/ [Za sen?* ) cos (t)] dt con |a|sen®(t) < 1

Como la serie de potencias en este caso converge uniformemente, entonces podemos alternar el
operador serie con el operador integral (ambas expresiones representadas por limites). De esta forma,

o0

™2 cos /2
/0 #te)n(jt(t) = Z [ak/o sen?* (t) cos (t) dt]

k=0

Para calcular la integral que aparece, notamos que aparece en efecto la funcién seno y su derivada,
de modo que
u = sen (t) — du = cos (t)dt

/71'/2 CcOS (t) dt _ i ak /1 u2kdu
o 1 —asen?(t) 0

k=0

Con ello,

La primitiva es en efecto muy sencilla de calcular, de modo que
/”/2 cos(t)dt i a”
o 1l—asen?(t) 2k +1
demostrando asi lo pedido. El intervalo de convergencia viene dado por el hecho de que la serie
obtenida en la derecha debe ser convergente. Utilizando el Criterio del Cuociente se obtiene que

la| < 1y luego evaluando en los extremos (@ = 1y a = —1), se observa que en efecto |a] < 16
a=—1.1

(b) Comparando f(z) con lo que se pide calcular, observe que en el fondo lo tinico que estan pidiendo

es determinar el valor de
7 1y 1 N 1 N 1 N 1 n
2) 2 28.3 2.5 27.7

L . 1 )
y mas auin, nos dicen que la respuesta a eso es 5 In (3). ;Cémo lo resolvemos?

En este caso lo que deberiamos lograr hacer es encontrar una expresion cerrada para
3 5 7

X s X
f(.??)—x+§+g+7+"'
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La primera buena idea es parametrizarlo como una sumatoria, de modo tal que

x2n+1

f<x):22n+1

n=0

No conocemos a priori ninguna expresion para esto. Sin embargo, notamos que el denominador se
cancela al derivar, de modo que:
o0
Fle) =3
n=0

Observe que el numerador no se altera puesto que la serie para f (z) tenia como primer término a
x, cuya derivada es 1 y esta contemplado en la suma de la derivada en el caso n = 0. Ahora bien, a
partir de lo que sabemos para la serie geométrica:

1

Fw) = ——

Esta expresién analitica la podemos integrar y obtenemos asi una expresién cerrada para f(z). Se

tiene entones que
dx
T) = +c

Esta es una funcion racional con un polinomio de grado 2 cuyas raices son reales. Ya sea por método
de las fracciones parciales o por simple inspeccién se puede notar que

11 1 1
1—22 2\z+1 z-1

f(x)z%ln(l—kx)—%ln(l—x)—kc

Entonces, integrando:

Para determinar la constante ¢, observamos que de la serie de potencias es trivial evaluarla en z = 0,

pues:
f(0)=0— f(0)=In(1)+¢c=0—¢c=0

Por lo tanto,
1 1
f(z) = §1n(1+x) - Eln(l — )

Evaluando en x = 5 para conseguir el objetivo de la demostracién,

fl#)= 5

demostrando asi lo pedido. B

Estos desarrollos para calcular series numéricas permiten incluso hacer desarrollos numéricos mas
elaborados, tal como el siguiente:

Problema 2.38: En el siguiente problema demostraremos que

Lyt n
1-273.475.6 7.8 -

Para ello, trabaje con los siguientes pasos:
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(a) Encuentre una expresion analitica para

1 gt a? — g oo 22 _ g2l

(b) Integre este resultado desde 0 a 1 para obtener una expresién para

1 1+1 1+ . 1 1
2 3 4 2n—1 2n

como una integral.

(¢) Deduzca que

1
< / 2.
0

1_%1 N 1%_ N 1 /1dx
1-2 3.4 5.6 2n—-1)(2n) J, 14z

(d) Con todos los resultados anteriores, concluya.

Solucion:

(a) Esta es una serie alternante. Lo primero que podemos hacer es modelar la situacién con una
sumatoria. De esta forma,

2n—1
1—x+x2—x3+---+x2”_2—x2n_l: Z(—l)kﬂfk
k=0

Sin embargo, esta es una serie de potencias geométrica alternante, para la cual si conocemos una
expresion analitica. En efecto,
n
Z o 1—r
1—r

n=0

Reemplazando con esto,

1 — (_1)21171 l‘2n_1 B 1 + .I’Qn_l

1+x 14z

1ozt a?— B oo 202 p20-1

(b) Integramos de cero a uno a ambos lados la expresién anterior:

1 1 1 1 1 1 L] 4 g2n—1
/ der — / rdx + / z?dx — / 23dr+ -+ / 2" 2dx — / 22" My = / " dx
0 0 0 0 0 0 0o 1+

Evaluando las integrales de al lado derecho:

dx

NSNS S 1 _/“1+ﬁwl
2 3 4 on—2 2n—-1 J, 1+z

(c) Observe que la expresién de la izquierda la podemos agrupar en parejas de términos:

. 1+1 1+ N 1 1 _ (4 1 N 1 1%_ N 1 1
2 3 4 m—2 2m—1 2 3 4 m—2 2n—1

2-1 4-3  2—1-20+2
1.2 ' 3.4 (2n—2) (2n — 1)




Es decir, se tiene que

1 N 1 - 1 /11+$2”1d
1-2 3.4 (2n—2)(2n—1) o 14w

Para obtener el lado derecho de la desigualdad, podemos notar que

1 1+ x2n—1 1 dz 1 x?n—l
—dx = + dx
o 1+ 0 1+ 0 1+x

Luego, podemos restar la primera integral a ambos lados de la desigualdad, obteniendo asi

1 N 1 - 1 /1 dz /1 x%—ld
1-2 3.4 2n—-2)2n—-1) J, 1+x o 1+

Como 1+ x > 1 por axiomatica real, entonces para

2n—1 1, 2n—-1
i X

< x2n—1
1+ o 1+

1
dx</ Rkt
0

Se sigue que:

1 1 1
1 1 1 dx
2n—1 2n—1
— d < — P — < d
/Ox ’ 1-2+3-4+ +(2n—2)(2n—1) /01+$ /ox !

1 N - 1 /1 dx
1-2 3-4 2n—2)2n—-1) J, 14z

1
</ 22 e O
0

(d) Partiremos haciendo dos cosas sencillas. La primera es que definiremos

1 1
el 2 T3t T sy e

La segunda es que calcularemos la primitiva del lado derecho. De esta forma,

- 1
2n — 1

o< 1 N 1 - 1 /1 dzx
—|/1-2 3-4 2n—2)2n—-1) J, 1+=x

Ambos limites tienden a cero en n — oco. Se sigue entonces del Teorema del Sandwich:

y 1 N 1 - 1 /1 dx
lm [ — « . . —_— pr—
n—oo |12 3-4 (2n—2)(2n—1) 0o 1+
Entonces, sabemos que
. 1 N 1 - 1 /1 dz
lm [ — « o e —_— pr—
nsool1-2 3.4 2n—2)2n—1) J, 1+

1

U de
= =1In(1
o /0 1+ n(l+z)

0
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Evaluando la primitiva, concluimos que:

1 11
_ =) m
S=1atzatsetis™ n(2)

Finalmente, revisaremos una ultima aplicacion de las series de potencias: estas pueden ser utilizadas
para resolver ecuaciones diferenciales. En efecto, basta considerar una ecuacién diferencial que cumpla
ciertas condiciones (no adentraremos aqui en ello) y asumir que la solucién puede ser expresada en
efecto como una serie de potencias e la forma:

flz) = Z apx"
n=0

Luego, reemplazamos donde aparezcan f y sus derivadas con la serie de potencias, aplicando correc-
tamente el Teorema de Derivacién. Finalmente, se agrupan las sumatorias de acuerdo a las potencias
de n respectivas y se establecen condiciones para a, de acuerdo a ambos lados de la igualdad. Con
ello se pueden establecer diversos tipos de expresiones en series de potencias, tal como revisaremos
en los siguientes problemas.

Problema 2.39:

1
(a) Determine una serie de potencias para f si se sabe que zf'(z) + f(z) = T

(b) Encuentre una expansién en series de potencias, indicando su intervalo de convergencia, que
verifique las relaciones:

fO)=0y f(0)=1
f" (@) + f(x) =0

para todo x en su intervalo de convergencia.

Solucion:

(a) Siguiendo las indicaciones, supongamos que en efecto la solucién de la ecuacion diferencial es

@) = Y

n=0

Entonces, nuestro problema consiste ahora en encontrar el valor de los coeficientes de a,, para todo n.
., Como logramos esto? Imponiendo las restricciones propias de la ecuacién diferencial. En este caso,

tenemos que:
o0 1 [e.e]
/ _ n—1 — n
fi(x) = ; Nay,x A nEZO x

De esta forma, en términos de la serie de potencias se cumple para f que

o o o
T E na,z" '+ E ap,x” = E z"
n=1 n=0 n=0
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(o] o [o.¢]
— g na,x" + E a, " = E x"

Dado que esto es una suma de infinitos términos, podemos refactorizar para cada potencia de n:
n=0 — a=1

n=1 — (g+am)r==x

Observe que esta es una igualdad de polinomios, que debe cumplirse para todo valor de x, razén por
la cual los coeficientes necesariamente deben ser iguales, i.e.

1
a, = —

Para n general tenemos que

(na, +ay)z" =z2" - (n+1a,=1—a, =

n—+1

Se sigue entonces que la serie de potencias en cuestién es

n

J(w) = Zng:—l

n=0

Haciendo el analisis de convergencia, se deduce inmediatamente que el intervalo de convergencia es

~1,1).

(b) Supongamos nuevamente la misma expresiéon para f(z):

o0
flz) = E apx"
n=0
Imponemos condiciones para a, de acuerdo a las tres condiciones dadas:

F(0) =ap =0 [ay = 0]

Derivando,
f(0) = Z na, "
n=1

Entonces,
PO =1-m =15 a=1

Ahora reemplazamos en la ecuacién diferencial. Para ello requerimos calcular la segunda derivada de

I .
f(z) = Zn (n—1)a,z"?

n=2

Entonces, términos de las series de potencias debe cumplirse que:

io:n(n — 1) apz™? + ianzvn =0
n=2 n=0
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Hi n+2)(n+1)a,02" —i—Zan =0
n=0 n=0

HZ [(n+2)(n+1)ap2+a,]z" =0
n=0

Dado que al otro lado tenemos 0, entonces cada coeficiente debe ser de por si cero para cumplir la

igualdad:
an

(n+2)(n+1)
Ahora bien, iterando es sencillo encontrar una expresién general para esta sucesion recursiva. Partimos
enn =0:

— Apy2 = —

—)agz—;—olz()
. aq . 1
D=5 =y
—>CL4——4a—23_0
_ . aq _1
=T T5 4 5l

Se puede demostrar facilmente mediante principio de induccién que

(="

Az =0y agpp1 = m

Dado que los términos pares se anulan, seguimos pudiendo expresar la serie de potencias en términos

de n, puesto que:
[o.¢]
Yo

n=0

Como as,, = 0, estos términos simplemente no aportan a la sumatoria, de forma que

_ i (_1)" x2n+1
“—~ (2n+1)!

Observe que para hacer coincidir las potencias con el subindice en cuestién sin alterar n fue necesario
alterar el exponen a 2n+1. De esta forma, a as efectivamente le corresponde 2 y no '. Mas adelante
veremos que dada la expansion en series de potencias obtenida, tenemos que:

f(2) = sen(x)

En efecto, f(0) =sen (0), f (0) = cos (0) = 1y f"(z) = —sen (), de modo que la ecuacién diferencial
se satisface para todo x, pues —sen (z) + sen (z) = 0.

En efecto respecto a lo anterior, se deja un ejercicio propuesto para revisar una ecuacion diferencial
presente en muchos modelos fisicos y matematicos con geometria radial. Su solucién se realiza efec-
tivamente utilizando series de potencias. Estas funciones se conocen como Funciones de Bessel y han
sido ampliamente estudiadas y aplicadas en muchos campos de la fisica, ingenieria, quimica, etc.
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Problema 2.40: [Propuesto] Considere la ecuacién diferencial

d’y  dy
2 2, _

o0
Considere inicialmente que la solucion se puede expresar como la serie de potencias E A x™.
m=0

(a) Reemplazando en la ecuacion diferencial, usted podra imponer condiciones para a,,. Siguiendo
este procedimiento, demuestre que una solucion a la ecuacién diferencial viene dada por la

Funcién de Bessel, Jy (2):
(=)™ fa\2m
b =Y = (5)

m=0
(b) Calcule el intervalo de convergencia de esta serie de potencias.

2.5. Series de Taylor y de Maclaurin

Problema 2.41: Sea la funcién f (z) = (1 + 2)"%.

(a) Calcule los primeros tres términos de su serie de Maclaurin.

3

(b) Determine una aproximacién de ¢ (5) con un error menor o igual a 0,07.

Solucion:

(a) Tenemos que la serie de Maclaurin por definicién viene dada por:

> f(n)
)= SO0,

n!

Observe que coincide en este caso con su serie binomial pues xy = 0. De esta forma, requerimos
calcular la primera y la segunda derivada en = = 0. De esta forma,

1 _ 1
Flay=5 1+ 5 f(0) =3
2 2
f(x) = ~3 (L+2)" = f(0) = ~3
De esta forma,
2
(1+x)1/3=1+§—%+33($)
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(b) Es sugerente utilizar la expansion anterior, de modo que

AU A SIS B I
2 - 2 - 6 36 36

3\'* 47 1
(3) —mrm(y)

Para determinar el error de esta aproximacion utilizamos el error de Taylor. En este caso, tenemos
que existe £ € (—z, ) tal que:

Es decir,

(n) (3)
R, (z) = —f n!(f)x” — R3(x) = / 6(§)x3

Calculamos la tercera derivada: 10
(3) _ 1 -8/3
O€) =5 (1+8)
Nada sabemos sobre cudl es el valor de & en cuestion, pero como buscamos un error menor a 0,07,
. . . iy . —8/3
razon por la cual podemos decir que al trabajar con la funcién racional (1 + &) se cumple la

desigualdad:

10
3) < =
GRS
Es decir,
10
Rs (z) < °
2 (7) < 55767
1
Como trabajamos con x = 3 < 1, entonces
10

R < —— = 0,064
2(¥) < 3676

3\3 47
— ~ — 40,064
(2) 36

Lo cual efectivamente es una aproximacion con error menor a 0,07, encontrando asi lo pedido.

Es decir,

Problema 2.42: Encuentre una expresion en Series de Taylor para las siguientes funciones en torno
al punto indicado:

(a) In(x) en zp = 1. ___ 9 =
(e) g(x) 213" torno a xy = 2.
(b) cosh (z) en xy = 0.
t
. . sen () sit#0
0 s enm=t 0 [ rdsif -
1 sit=20
(d) sen? (z) en zy = 0. en zg = 0.
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Solucion:

(a) Si bien podemos obtener la expresion en serie de potencias a partir de la derivacién y expresion en
términos de la serie geométrica, esta vez derivaremos de forma sistematica para obtener la expresién.
Se tiene que:

1 1 2
fla)y=— 1 flla)=—— fO (x) = s
6 41 6!
fO (z) = i fo () = il fO (x) = 7

Se sigue que

Entonces,

Generalizando como sumatoria:

(b) En vez de aplicar derivacién sistemadtica, aprovechemos las propiedades de las Series de Taylor.
En primer lugar recordemos que:

Ya sabemos que:

T __ S xn —xr __ S _ Ttx_n
=) Soet=) (-1
n=0 n=0
Luego,
[+ (=1)"] "
h = —
cosh (z) nZ:O 5 oy

Ya sea expandiendo un par de términos de la serie o viéndolo de forma sistematica, podemos notar
que:
1 sinespar

1+ (=1)"

0 sin esimpar

Por lo tanto, solo debemos considerar los multiplos pares de n, i.e. n = 2k lo cual se puede expresar
en la serie de potencias como:

cosh (z) = kz_o ék)'

(c) Si bien podemos utilizar la serie de Taylor derivando de forma sistematica, en este problema
veremos que también se pueden aplicar las transformaciones necesarias a la serie geométrica para
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obtener lo pedido. ;Por qué esto es cierto? Porque la representacion en serie de potencias para una
funcién es unica. Supongamos que esto no es asi, entonces existirian a,, # b, tales que

f(z) = Zan (x —x0)" = an (x — x0)"

n=0

Se sigue que
oo

(@, — by) (x — )" = 0.

3

Entonces para todo n debe cumplirse que a,, = b, lo cual es una contradiccién. Entonces, nos con-
centramos en realizar este trabajo utilizando la serie geométrica en vez de una derivacién sistematica
de la funcién (algo que eventualmente podria resultar complicado).

Aplicamos lo que ya sabemos sobre esta serie para expandir en torno a xy = 1:

I 1
3r+5 8+3(x—1)

Este primer paso nos permite dejar la serie geométrica expresada en torno a potencias de (z — 1).
Luego,
1

1 1 1 o0 . 3\" .
3x+5:§'1_[_%(x_1>}:§Z(—1) (é) (x—1)

Finalmente,

(d) Observe qué ocurriria si derivamos término a término:
f'(x) = 2sen (x) cos(z) — f"(x) = 2cos? (z) — 2sen? ()

lo cual evidencia que la derivacién haria cada vez mas complicado el proceso. Por esta razon, es
necesario encontrar una representacién de sen? (z) en términos de potencias mas sencillas y luego
aplicar las transformaciones necesarias. Observe que sabemos que:

1— 2
sen” (7) = —C(;S< z)

Calcular la serie de potencias de cos (2x) es en efecto muy sencillo puesto que:

oo g 22 gt 46
Y
Entonces,
0 22nx2n co xQn
cos (2x) = Z (-1)" = Z (—1)"4"
| |
— (2n)! et (2n)
Por lo tanto:
1 > %
2 n o n
=— 11— -1)"4



Como en la serie n = 0 genera el término 1, simplemente comenzamos la serie en n = 1 para
generalizar:

2n

- on—1 L
Sen Z 2 W

n=0

(e) Completando cuadrados tenemos que:

9z — 18 1
g@) = ——m5—F=@-2) ——5—
(x—2)"+9 (x—92) 1

Llevando a series de potencias mediante la ya estudiada serie geométrica el miembro derecho,

g(z) = :E—QZ a:'—2)

o0 L ( x_2>2k+1
= Z(_l) T

k=0

Como la representacion en serie de potencias en torno a un punto es unica, concluimos que esta es

la serie buscada, i.e.
oo

k=0

g

(e) La forma mas sencilla de realizar esto es calcular la serie de potencias de f(x) y luego realizar
una integracién término a término en la serie. Luego, tomemos:

sen (t)

sit#0
f(t) =
1 sit=0
Se tiene que f (0) = 1 y se puede demostrar de forma sencilla que la funcién es diferenciable en el

origen mediante esta definicion a tramos para la funcién. Para obtener las derivadas de f resulta mas
sencillo partir de una serie ya conocida:

( ) i ( 1)71 I2n+1 sen i 2n
sen (r) = —
o (2n + 1) — 2n+1)!
Entonces efectivamente,
0 2n
n:O (2n + 1)

Integramos ahora término a término, de forma que

T 0o n T ) T o n x2n+1
t“"dt — t
/ :0 2n+ / /0 /) Z 2n+1'2n—|—1

n n=
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Como se realizé integracion definida, en este caso no se incluye una constante ¢, pues los efectos de
esta quedan absorbidos por la primitiva de f en ¢t = 0. Concluimos entonces que:

‘ . - (_1)71 2n+1
/0 f(t)dt_; En (20t 1)"

(f) Al igual que en el ejercicio anterior calculamos primero la serie para lo que se encuentra en el
interior de la integral. Esto no es complicado pues ya sabemos que:

& th e 2n
t) = — —1— t) = — _
cos (t) nZ:O( )l cos (t) ;(
Por lo tanto,
1—cos(t) > t2" !
o T

n=1

Integrando término a término:
1 — cos (t (=)o
0 t 2n)t Jo
n=1

Con ello, tenemos que:

Problema 2.43:

(a) Sea la integral

1 2
/ e “dz,
0

Determine una aproximacion Iy de I tal que |[I — Iy| < 1071

(b) Muestre que

1 27/2
dz < 48.
/0 cosh (z) — 1 —22/2 v=

(c) Calcule una expansién en serie de potencias para

e —1
T

fz) =

o0

n
y usela para calcular E —
—~ (n+1)!
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Solucion:

(a) Encontrar el error de la estimacién es algo en cierto sentido secundario en comparacién a lo pri-

mero que se necesita, que es obtener una aproximaciéon para [Iy. Esto lo podemos lograr aproximando
_ 2 . . . . . s

e~" mediante series de potencias y luego realizando la integracién.

2

Para calcular la serie de potencias de e partimos de una serie de potencias conocida:

ooxn ) oo nx2n

T __ e __ _

e —Eo—n|—>e —EO( 1) o Ve e R
n—= n=

Integrando de cero a uno:

1 oo n
/ e dr = Z / 2" dx
0 —

— !
(D"
n! (2n—|— 1)

n=0

Observe que a partir de la serie de potencias generamos una serie. Para obtener I basta truncar la
serie en algun valor pertinente de modo que se cumpla lo pedido. Sea:

I T G VA o S G Ol
Io’n_nz_on!(2n+1) ’ ]_z%n!@n—l—l)

n=

la cual es una serie alternante. Sabemos entonces que:

| — [O,n’ < ‘[0,n+1 [On‘ Apt+1 =

Luego, es suficiente encontrar n tal que:

1 1
<107 = —
(n+1)!(2n+ 3) 10

o bien, equivalentemente: (dado que trabajamos con nimeros positivos no nulos)
(n+1)!(2n+3) > 10

Esta inecuacién no tiene solucion analitica, debe ser solucionada por inspeccion.

= Sin =1 tenemos la serie 2 -5 = 10, por lo cual no se cumple.

= Sin =2 tenemos la serie 6 - 7 = 42, la cual si lo cumple.

Por lo tanto, para cumplir con la condicién del error truncamos la serie en n = 2. Concluimos que:

1 N 1 30—10+3
1-3 2.5 30

Iy=1-

I, = ==
7 30




(b) No es materia de discusién el hecho de que resulta practicamente imposible evaluar la primitiva
de la integral. Es por esta razén que una de las pocas posibilidades que quedan para establecer esta
cota es trabajar con seria de potencias. Esto en efecto es posible realizarlo, pues ya vimos en un

problema anterior que:
0 2n

cosh (z) = Z (;—n)'
n=0
Observe que para todo x real al desarrollar la serie, tenemos una sucesion mondtona creciente pues
cada término que agregamos a la suma en la expansion estamos agregando un nimero positivo. Por
lo tanto, el polinomio de Taylor de orden n es siempre menor a la serie de Taylor de cosh (z):

n=0 ’ n=0

. . . . 2 Y
Si truncamos el polinomio de Taylor en n = 1 generamos la serie 1 + %-, lo cual genera una divisién
por cero en el denominador de la integral. Entonces, por simplicidad evaluamos en el menor n posible,
el cual es evidentemente n = 2. Por lo tanto,

2 gh o g2
1+ =+ =< = cosh
t35+5 %(Zn)! cosh ()
Se sigue que:
4 2 24 1
1E—<cosh(:zc)—1—9€ o

— >
2 x* "~ cosh(z) — 1 —2%/2

Multiplicamos por un término siempre positivo: 27/? en integramos de cero a 1, obteniendo asf que:

1 7/2 1 9g7/2 1
/ ’ dz </ ;T :/ 24212 dx
o cosh(z)—1—22/2 o x4 0

Si se cumple a desigualdad estricta, entonces también se cumple la desigualdad estricta (ej: 3 < 4 —
3 < 4), por lo tanto:

1

1 2772
dr <24 -2 =48
/0 cosh (z) — 1 —22/2 v Ve

0
demostrando asi lo pedido. B

(c) Realizaremos la primera indicaciéon. Observe que no resulta para nada sencillo derivar la fun-
cién reiteradas veces para generar el polinomio, razén por la cual aplicamos las transformaciones
pertinentes a la conocida serie de e”:

%) [e's) 00 _
. " N " et —1 " 1
e’ = E — et —1= E — = = E
n! n! x n!
n=0 n=1 n=1

Dado que la serie comienza expandiéndose en n = 1 con la potencia z°, puede resultar pertinente
expresar la serie también como aquella que comienza en n = 0, i.e.

-1 =zt X
x :; n! :;%(njtl)!
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7 bero en la serie anterior no disponemos del término n.

Queremos calcular la serie Z m
n !

Este problema podemos solucionarlo derivando la funcién y luego posteriormente evaluandola en
x = 1. Realizamos esto derivando la igualdad obtenida a ambos lados:

d (e —1 (x—le—l—l -
E( x )_ Z7”H—1

n:0

Evaluando en x = 1 concluimos que:

Z n—|—1

n:O

Esto pudo haber sido calculado y/o corroborado incluso utilizando la propiedad telescépica, pues:

o0

- n n—+1 1
;(n+1)! B ;(n+1)! C(n+ 1)

Zi_;
Zapl (n+ 1)
, 1
= AT

— 1

Problema 2.44:

(a) Demuestre que:
In*(2) In’®(2) P 1

1—1In(2 _ -
n(2)+— 31 2

(b) Sea la funcién f(x) = z”. Asuma que f(0) = 1 y demuestre mediante series de potencias que

1 o0 n—1
Tder = E N
/0 T ax o

n=1

Solucion:

(a) Digamos u = In (2). Entonces la serie a evaluar es:

2 U3

u
SZl—u—l—Q!—g—f—

Esta serie guarda relacién con la serie de MacLaurin de la exponencial. En efecto,

o] _1k
S_§(k!)

o0

k 2 76—1n(2)
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Aplicando propiedades algebraicas basicas:

(b) Partamos tomando la serie de potencias de %, luego la integramos entre 0 y 1y asi llegamos al

resultado pedido. Tenemos que:
= [eln(ac)}z _ emln(w)

Usando la serie de potencias de la exponencial,
= 2"In” (2)
=
k=0

Ahora integramos de 0 a 1, lo que es posible de realizar pues la exponencial converge para todo
nimero real:
! 1 [
/0 x dx:ZH/O 2" In" (x) dx
k=0

1
Por calcular para k cualquiera, [, = / 2F 1In* (x) dz. Podemos hacer:
0

d
u:ln(x)—>du:—x—>e“du:dx
T

Es decir,

k1) k. v=(ktDu (-n* =k
Iy, :/ Btk dy = m/ vie 'dv
oo 4

Se puede demostrar facilmente mediante integracion por partes y recursividad que:

oo oo
/ vFe Udy = k/ vF eV dw
0 0

Es decir, aplicandolo reiteradas veces concluimos que:

/ vFe Udo = k!/ e “dv = k! (—e’”)
0 0

0

= k!

Por lo tanto,
(—1)"
Ik — mk'
Reemplazando,
atdr = Z k+1M Z k+1
/ < I ( k +1) — (k+1)
Comenzando a sumar desde k& = 1:

1 o (k-1
/ r'dr = Z =0 l
0 kj
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demostrando asi lo pedido. B

Utilizaremos ahora las Series de Taylor para evaluar el valor de limites que resultaria en extremo
tediosos mediante el uso de la Regla de L'Hopital. Para ello, no utilizaremos la expresion completa de
la serie, si no que truncaremos la serie a conveniencia para obtener un polinomio de Taylor. De esta
forma, para una funcién analitica cuya serie resulte sencilla de calcular haremos:

. ; ™ (z, .
f; )(x—xo) _|_..._|_fT(!)($—$0) +Rn+1<x>

f@) = f (o) + f (x0) (x — m0) +

donde el n se escoge a conveniencia segun el contexto del problema. Luego, podemos utilizar el hecho
de que:
’ Rn+1 (':E )
iy =5 =0
Es decir, dividiendo inteligentemente por la potencia de n adecuada y utilizando algebra de limites
podemos incluso olvidarnos de la presencia de los residuos de los polinomios de Taylor.

Para comprender mejor estas ideas, revisemos los siguientes ejercicios concretos:

Problema 2.45: Evalte los siguientes limites utilizando Series de Taylor:

r—In(l+2) . 1—cosxz

m ——— lim ———.

(a) lim e : (¢) lm o

b I tanx — x 1) T 50 () [z —In(1 + )]
(b) e S B z—=0 arctan (z) — z cos (z)

[Propuesto] Calcule bajo el mismo procedimiento:

LG [sen (z)] — sen? ()
z—0 ,2136

Solucion:

(a) Expandamos la tnica serie analitica que requiere expansion: In (1 4 z). Mediante la expansién
en la serie geométrica, resulta sencillo observar que:

xn+1 ZL“Q 1’3
nrl T2 T3

n(l+z)=> (1)

n=0

Dado que en el primer término se cancelan los numeradores, es suficiente considerar el polinomio de
Taylor hasta n = 1, momento en el cual tendriamos el término de orden dos. De esta forma,

2

ln(l—{—x):m—%—l—RQ(z)
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con lo cual
2

x
, r—In(l+x) , .T_CU“F?_RQ(I‘)
lIlm —% = Ilim
x—0 x2 z—0 1:2
1 R
T 100
x—0 2 [13'2
Entonces:
h,ma:—ln(l—i—a:) 1
x—0 3?2 2

(b) No resulta sencillo determinar una expansién en series de potencias para tan (z). Sin embargo,
observamos que solo bastaria los cuantos términos de la serie de tangente puesto que deberia ocurrir
una simplificacion con x. En efecto,

f'(x) = sec? (z) — f"(x) = 2tan (z) sec® (z) — f"(z) = 2sec* (x) + 4tan? (z) sec? ()
con lo cual f(0) =0, f/(0) =1, f"(0) =0y f”(0) =2, con lo cual expandimos hasta n = 3:

3
tan (z) =z + — + Ry ()

3
Reeemplazando,
t — 1 1
hmmzﬁm__,_}%‘*_(x):__,_ﬁm}%‘*_(x)
x—0 {13‘3 r—0 3 ,’13‘3 3 x—0 1’3

Observe que aunque la potencia del denominador es menor al orden del resto, este limite también es
cero, pues:

i P o B
z—=0 r—0 =0 x4
Finalmente,
lim tan (x) — z 1
x—0 333 3

(c) En el numerador tenemos que expandir la funcién coseno. Si expandimos hasta n = 0 obtenemos
cero en el numerador, por lo cual probamos primero expandiendo hasta n = 1. Bajo el mismo
argumento, en la funciéon exponencial expandimos hasta n = 2:

(L’2

cos(x)zl—;—l—R;;(m)

22
emzl—i-a:—l—?%—Rg(x)

Observe que tomamos R3 (z) en vez de Ry () ya que de acuerdo a la definicién de serie Taylor lo
3 y

que en la practica ocurre es que el término generado en n = 1 es el término obtenido para n = 2

producto de las cancelaciones de términos que ocurren.

Entonces,

2
1—14+ 2 + Ry ()

1_
T— xr — er T—

1+m—1—x—%—R3(x)
2

X

= lim 5 = lim —1
z—0 X z—0
—E —Rg (.Z‘)



Con lo cual,

1 —cosz

m —— = —1
z—=01 4+ 1 —e*

(d) La dificultad aumenta significativamente en este ejercicio, puesto que no resulta del todo obvio
hasta qué orden debemos escoger en cada expansion en series de Taylor. Por lo tanto, partiremos
identificando correctamente cada serie en cuestién. De esta forma,

= Mediante serie geométrica deducimos:

00
xn-i—l I’Q .733 .T4

ln(l—l-x):Z(—l)nn_'_l:x—?-F?_Z_F...'

n=0

= Derivando y plicando la serie geométrica obtenemos que:

> (=1 o B B
arctan (z) 222(71—+)1x2n+1:x_§+€_7+”"
n=0
- n " 3 x° 27
rcos(n) =3 () =yt
n=0

Es decir,
R N
L osen(@)p—In(l+a)] @‘5*5‘%*“)(5‘3*1‘”)
fm = lim
x—0 arctan (z) —xcos(z) =0 11 . 11 54
2 3 41 5 o

Observe que si en el numerador nos quedamos con el primer término resultante de la primera serie
y nos quedamos con el primer término resultante de la segunda y en el denominador nos quedamos
solo con el primer término resultante, obtenemos el limite de dos funciones del mismo grado.

Esto resulta aiin més intuitivo de lo que parece: para x ~ 0 tenemos que el aumento de grado de la
potencia hace que el término sea més despreciable que los de grado menor, en la misma analogia que
utilizamos para analizar el comportamiento asintdtico de las series. Luego,

—In(1 3/2
g Sen @[ -+ o 2%2 . 6
@—0 arctan (r) —xcos(x) — 2-0 (1 1) g3 =0 2

2 3

Para no perder la rigurosidad de los ejercicios anteriores, obtenemos los polinomios de Taylor correc-
tamente:

» sen (z) =z + Ry ().

. ln(l—i—w):x—%—l—Rg(x).
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3
» arctan () =z — 3 + Ry (x).

e
» xcos(z) =2 — — + xR3 ().

2
Se sigue entonces que:

2

w4 Bafa) (5 - Ralo)

sen (z) [z — In (1 + z)] . 5
z—0 arctan (1') — I Cos ($) z—0 lx3 + Ry (:E) — ZRs (1‘)
o B2 7Ry (0) + 2Ry (2) /2 — Ry () R (2)
w0 23/6 + Ry () — 2R3 (x)

Dividimos tanto arriba como abajo por x® y considerando que:

R R

i B @) ey B (@)
z—0 " T— z—0 g™

n<<m

concluimos que

sen (z) [z — In (1 + )]

=3
z—0 arctan (z) — x cos ()

En la préactica, para aplicaciones futuras, este problema que se presentara a continuacion debe ser por
lejos el més importante de esta seccion. Esto se debe fundamentalmente a que en fisica e ingenieria
muchas veces se realizan comparaciones asintoticas de funciones en infinito o cerca de un punto, de
modo que una expresion algebraica compleja puede verse de forma mas sencilla comarandola con su
serie de Taylor.

Mas ain, esta técnica de comparar con series de Taylor es usada para simplificar de forma habitual
las expresiones algebraicas y obtener férmulas finales mas sencillas de trabajar mientras se esté cerca
del punto del cual se esta realizando la expansién.

Problema 2.46: Un disco uniformemente cargado tiene radio r y densidad de carga superficial o,
tal como se muestra en la figura. Se puede demostrar mediante la Ley de Coulomb que el potencial
eléctrico V' a una distancia d a lo largo de la perpendicular que atraviesa el eje del disco viene dada

por
V =2rk.o (\/ dz+r? — d>
donde k. es una constante conocida como Constante de Coulomb. Demuestre que para d muy grande:

wkorlo

VaV=
d
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Es decir,

V—V‘%Ocuandod%oo.

Solucion:

Partamos en primer lugar observando que para la expresion original al hacer muy grande d ocurre
que Vd? + r? ~ d, por lo que puede interpretarse que la diferencia es cero. En efecto, es evidente que
para d — oo el potencial eléctrico se hace cero, lo cual es un resultado predecible desde la experiencia
empirica para los fenémenos de campos eléctricos. Sin embargo, lo que queremos cuantificar es con
qué velocidad se aproxima a cero el potencial.

Una aproximacién de Taylor muy utilizada en fisica es la de la serie binomial paran =1 6 n = 0.
Sea a € R, entonces:

e! ; RQ('I>
(1+2)" =14 azr+ Ry () COH}CILI(l) 3

=0

En este caso surgen dificultades al utilizar esta aproximacién, pues estamos evaluando el compor-
tamiento en d — oco. Debemos proceder entonces teniendo cierto cuidado y haciendo una buena
observacion: si d — oo, entonces d >> r, con lo cual

r
- <<1
d

y solo de esta forma podemos aplicar Taylor cerca del origen. Es decir,
7\ 2 1 /r\2 172
VB2 =1+ (5) ~a(1+5 (L) ) =d+ 55
+7 + (5 ( +5 (5 + 357

172 1
V412 =d+ = +dR, (—)

Entonces,

2d d

Con lo cual,

172 1
2kec (V& 417 = d) = 2mheo [d + 5 +dR, (3) = d]

1
Para d — oo evidentemente dRs (E) — 0, por lo que se sigue que:

172 rkoor? ~
~ 2k o = ——— =
Vv T 02d 7 Vv
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Esto se puede en efecto formalizar tomando el limite el limite de la diferencia cuando d — oc:

VT — 2rk.or? B wkoor?
(V@ +72 +d) d

2 1
nkeor? (— - —)
Vd&2+r2+d d
= Tkeor® | ————
V2 +d
d2 _ d2 _ 7"2
(VE+r+d)°

= qk.or?

Luego, efectivamente,
wkeor?

lim [V~ V| = Iim =0
d—o0 d—o0 (\/W_'_d)

demostrando asi lo pedido. B
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3. Geometria vectorial en R3

En este capitulo se realiza un estudio previo de los conceptos vectoriales bésicos del espacio R3.
Se repasan los conceptos de vectores y sus operaciones. Posteriormente se definen los conjuntos
unidimensional y bidimensional més sencillos en R3: las rectas y los planos.

A partir de estos conjuntos se realiza una generalizacion y se estudiaran los conjuntos unidimen-
sionales més generalizados: las curvas. Las curvas son el elemento basico de andlisis para el calculo
vectorial en R?, tema que serd tratado con lujo de detalles en el curso Célculo II1.

3.1. Vectores y operaciones vectoriales

Antes de comenzar, realizaremos una breve revisién de los conceptos importantes de vectores en R?
asi como sus operaciones vectoriales.

Definicién:

Se define R? como el conjunto:
RP*=R xR xR={(z,y,2) : z,y,2 € R}

Esta representacion permite expresar regiones del espacio mediante ecuaciones.

Sus elementos se representan por vectores. Se asume r = (r1,79,73), a = (a1, as,a3), etc. a
menos que se explicite lo contrario.®

Se define la longitud de un vector como:

lall =

Se define la distancia entre dos puntos/vectores como:

d(a,b) = [la—b]

Definicién: Para ry,...,r,, € R" (m < n) se dice que r € R" es una combinacion lineal de dichos
vectores si es que existen aq,...,a, € R tales que:

r=ory +...+a,r, = E (678 9%

Definicién: Se dice que los vectores ry,...,r,, € R"(m < n) se dicen linealmente independientes si
y solo si:
ar; ...+ apr, =0 Vi<m) o, =0

8Usaremos la noacién en negrita mintscula para referirnos a vectores.
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Partiremos revisando problemas con la primera operacién vectorial basica: el producto punto.
Repasamos el concepto antes de comenzar a trabajar:

Definicién: Sean x e y dos vectores de R", se define el producto escalar como la operacién - : R™ — R

tal que:
Xy = Z%%

y que con z € R™ y A € R verifica las siguientes propiedades:

" X-y=Y-X.
n (M) -y =x-(Ay) =A(x-y).

" Xx-(y+z)=x'y+x-2.

Definicién: Se define la norma como la operacién R” — R U {0} tal que:

]| = v x =

y que verifica las siguientes propiedades:

= |lall =0 <= a=0.
= [[Aafl = [A[lall

» Por ley del coseno: x -y = ||x|| ||y|| cos a.

Teniendo claros todos estos conceptos se puede comenzar a trabajar con las operaciones vectoriales.

Problema 3.1: Sir = (z,y,2), a= (a1,as2,a3) y b = (b, by, b3), muestre que el conjunto
A={reR’: (r—a) (r—b)=0}

define una esfera y calcule su radio.

Solucion:

Debemos demostrar que el conjunto es uno que impone que la distancia de r € A a cierto punto por
determinar es una constante. Esto lo podemos lograr trabajando un poco la expresion que define al
conjunto y aplicando adecuadamente las propiedades del producto punto. En efecto,

(r—a)-(r—b) = |r|°’-~r-b—r-a+a-b
Ir|>—r-(a+b)+a-b
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Al igual que como trabajabamos en geometria analitica, seria ideal poder expresar r dentro de una
norma completa para probar que efectivamente es una esfera. Podemos realizar un procedimiento
similar a la completacion de cuadrados, notando que:

(a+b) [la+hb|® [a+b|*
+ - +a-

[e]|>~r-(a+b)+a-b = |r|*—2r- 5 1 1 a-b
2 2
e
Sabemos entonces de la definicion de A que:
C_@+b)|* fatbt | (@+b)[*_ Ja+b|’—dab
2 4 2 4
Entonces,
(@b [la=bl?
2 4

Es decir, A puede ser efectivamente escrito por equivalencia de las expresiones como el conjunto:

2 2
A:{reR3;W_Wa+b> :Ha;w|}

2
: : a+b :
que corresponde a uno en que la distancia de todos los puntos a es constante y tiene valor
la — bl
7
. : ) . |la—Db . a+b
Es decir, el conjunto describe una esfera de radio M y radio 7 |

Problema 3.2: Considere los puntos A (—1,5,3) y B (6,2, —2).
(a) Demuestre que el conjunto de aquellos puntos P tales que su distancia a A es el doble de la
distancia de P a B es una esfera. Encuentre su centro y su radio.

(b) Describa y encuentre una ecuacién cartesiana para el conjunto de puntos P que equidistan de
Ay B.

Solucion:

(a) Demostraremos con un procedimiento similar al problema anterior. Escribiéndolo de forma ma-
tematica, tenemos que el conjunto A viene dado por:

A={PeR’: AP =2PB}

En otras palabras,
2 2
|A-P|=2|B-P| = [|A-P|"=4[B-P|
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Expandiendo la expresion anterior,
IA[I* = 2A - P+ |P|* =4|B|* - 8B-P + 4| P|’
Reordenando términos:
3|P|* —2P - (4B — A) + (4|B|* — |A]*) =0

Completando cuadrados tal cual como en el problema anterior:

(4B — A)
3|P|* —2P- (4B — A) + (4|B|* — |A[") = 3P| ~2V3P- —; (41B]” — A1)
AB-A|*> 4B -A|?
— (V3P = - + (4B]* - ||A]
H - AL (4?1
Entonces,
AB-A|*> 4B -A|?
V3P — —~ + (4B|* — [|[A*) =0
7 2k (4BJ - ALP)
Reordenando términos:
4B — A|]? 4B — A|]?
V3P - ——— = = =0 _(|B|*-A|?
H g AL s - A
_ 16|B|” —8A-B+ A’ —12|B|* + 3[|A|
3
4|B|?> — 8A -B +4|A|”
B 3
2A - 2B|°
| 2,
3
Factorizando el término de la izquierda por v/3:
2 2 2 2
5 P_ZJLB—A _ |2A — 2B|| R P_ZJLB—A _ |2A — 2B||
3 3 3 9
B-A 2A — 2B
Es decir, el conjunto describe una esfera de centro y radio M [ |

Graficamos la situacion junto a los vectores:
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(b) Ahora debemos describir al conjunto de ecuacion:
P — Al =P ~B| =[P~ A|*= P - B|’

Expandiendo:
IPH* —2A - P+ ||A|* = [P — 2B - P + [IB|®

Reordenando términos:

B~ A"
2P (B—A) = |BJ — Al - P (B-A) = =0

Factorizando:

P.(B—A)=

(B—A)- (B+A) A+B
2 ~ [P_ 2

}«B_m:o

Como P es un punto cualquiera que cumple esta condicién, tenemos que este es un plano de normal

y vector posicion posicién:

A+B
2
Imaginarse que este era el lugar geométrico en cuestion no resulta complicado: el conjunto de puntos

que equidistan de estos dos puntos debe ser un plano. Esperamos que efectivamente uno de los puntos
sea el promedio de los dos vectores dados, y que efectivamente una de las normales sea B — A.

Reemplazando con los vectores se llega a que la ecuacién cartesiana es:

9
IT : 7x—3y—5z:§

Finalmente, graficamos la situacién junto a los vectores:

Problema 3.3:
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(a) Suponga que todos los lados de un cuadrildtero tienen la misma medida y sus lados opuestos
son paralelos. Demuestre que las diagonales son perpendiculares.

(b) Demuestre que G es el centro de gravedad de un tridngulo AABC'si y solo si A—Ci—l—m—i—@ = 0.

Solucion:

(a) Supongamos sin pérdida de generalidad que el cuadrilatero lo describimos mediante los vectores
u, v, w y el origen siendo w el vértice opuesto al origen, tal como se muestra en la siguiente figura:

Partamos ordenando la informacién que nos dan e interpretandola adecuadamente para darle el uso
requerido en la demostracion. Si todos los lados tienen la misma medida, entonces:

[ull = vl = lw —ul] = [w —v||

Que los lados opuestos sean paralelos significa que en particular dada la orientacién de la figura se
tiene que:

(Ww—u)-v = [w—ulv]

(Ww—=v)-u = [[w—v||u
pues al tratarse de vectores paralelos el coseno vale inmediatamente uno.
Lo que queremos demostrar es que las diagonales son perpendiculares, i.e. a partir de la figura:
(u—v) - w=0

Una forma de demostrar esto es la que se expone a continuacion. Observe que podemos expandir los
producto punto:

(W—u):v = v.-w—u-v

(W—v):u = u-w—u-v
Obtenemos la expresion de la demostracion restdandole la primera igualdad a la segunda, i.e.

u-(w—v)—v-(W—u)=u-w-v-w
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Sin embargo, dado que los vectores que representan los lados son paralelos, tenemos entonces que:
u-w—v-w=|w-—v||uf| —|lw—ulv]

Como los lados son todos iguales, entonces los términos de la derecha son iguales, con lo cual con-
cluimos que:
u-w—v-w=_0

y por lo tanto las diagonales son ortogonales. B

(b) Grafiquemos la situacion tal como se presenta en la figura a continuacion:

Diremos que G representa al centro de gravedad y los vectores de los vértices del triangulo AABC
estan representados por los vectores A, B y C respectivamente. Por definicion el centro de gravedad
se puede entender como aquel punto de en que se concentra toda la masa de la figura, representada
en este caso por los vértices.

Como no se considera efecto alguno de la densidad, tenemos que las coordenadas del centro de masa
vienen dadas en este caso directamente por el promedio de las posiciones de los vértices, i.e.

1
3

Se desprende adicionalmente de la figura que
AC—A-G : BC=B-G : CG=C-G

Sumando ambos vectores y reorenando términos se tiene que:

G=-(A+B+C)

AC+BC+CC=A+B+C-3G

pero de la primera igualdad A + B 4+ C = 3G, con lo que concluimos que:
AC+ BC+0G =0

demostrando asi lo pedido. B

Problema 3.4: Sic = |ja||b+]/b|la con a, b y ¢ vectores no nulos, muestre que c bisecta el 4ngulo
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entre a y b.

Solucion:
Partamos entendiendo geométricamente esta demostracién. Observe que:
[lllall bl = [[l[b] al

razon por la cual ambos vectores miden lo mismo. Observe que al sumar ambos vectores generamos
un rombo, y es esperable que la diagonal del rombo (el vector c), efectivamente bisecte a ambos
angulos.

Queremos demostrar que:
Uge = Qe

O equivalentemente,

08 (age) = cos ()
Expresar como coseno esta informacion nos entrega la ventaja de que ahora podemos reducir la
informacion a los producto puntos de los vectores. En efecto, queremos demostrar que:

a-c b-c
lall llcll  [/b][ [

Calculamos estos valores a partir de la definicién de c:

> _a-c _a-b [b]a]
a-c=llafja-b+|b]a]” = = +

lalt il el el
b-c _Jal|b]  a-b
b-c=|a |b]* +[blla-b— = +
bl flc] Il Il
Luego, comprobamos que en efecto
a-c  b-c
lallflell bl <]

lo cual demuestra asi lo pedido. B

Problema 3.5: Sea OABC un trapecio isosceles con vértice O en el origen, tal como se muestra en
la figura a continuacién.

C (b, c) B
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(a) Escriba AB como combinacion lineal de OA y ocC.
(b) Determine un punto M sobre el lado BC' tal que lo divide en razén CM : MB =2 : 1.

(c) Escriba las ecuaciones vectoriales de las rectas Loy, y Lac para determinar su punto de inter-

seccién P. jEn qué proporcién divide P a la diagonal AC?

Solucion:

(a) Dada la geometria del trapecio, podemos observar inmediatamente que las coordenadas de B
vienen dadas por:

B:O?:(a—b,c)

Entonces,

AB = 0B — OA = (a—b,¢) — (a,0) = (b, ¢)

Al escribir la combinacion lineal, lo que buscamos son constantes - y 5 tales que
<_b7 C) = (CL, O) + B <b7 C)
Entonces, debemos resolver el sistema:

aa+pPb = —b
bec = ¢

donde « y 8 son las incognitas y a, b y ¢ parametros, razén por la cual a y § si pueden quedar
en términos de a, b y c. Se sigue que f =1y por lo tanto

2b
a=——
a

Conlcuimos entonces que:

- 25k 0

— —
(b) El punto M = OM se puede escribir como OM = (m,¢) con b < m < a — by coordenada y = ¢
para encontrarse efectivamente en el segmento B? . Se busca que:
CM 2 L, _m- b 5
MB 1 a—b—m

Despejando m, nuestra incégnita:

m—-b=2a—2b—2m —-3m=2a—b —|m =

Por lo tanto, el punto buscado es:

OT/[ _ <26L3— b’C>

Esto se puede resolver también vectorialmente, pues:
— 1 2
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y obtenemos asi exactamente el mismo resultado.

(c) La ecuacién de la recta Loy, requiere un vector posicién, que inmediatamente puede ser el origen.
El vector direcciéon puede ser exactamente el mismo vector OM. Luego,

2a — b
LOM: )\( 3 ,C)

P
La recta L4c también se sencilla de determinar, pues una posicién posible es el vector OA y la

direccion viene dada por Ai%, con lo cual:

LAC . O_z>4+u1@: (Cl) +M(b;a>

0

El punto de intersecciéon viene dado por los pardmetros A y p (a determinar) en los cuales las
coordenadsa x e y son iguales. Por lo tanto, tenemos que resolver para A y u el sistema:

(2“3_[)>A = pub—a)+a

cA = cu

De la primera ecuacién obtenemos que = A, entonces:

2a — b — _
a—b—3b+ 3a N—a X 3a
3 5a — 4b

Il
=i
Il

Por lo tanto,

P:ﬁ’:(%_b 3ac )

50 — 46" 5a — 4b

Buscamos ahora el valor de

w ool ot o

e " o7t oae (o )|

FAC -
ey o

Reemplazando con los valores de fi se llega al resultado. Para compactar notacion concluimos que:

AP g
PC 1-[

Problema 3.6: Sean a y b vectores en R3:

(a) Pruebe la Desigualdad de Cauchy-Schwartz:
lall[[b]| > |a- b
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(b) Con ello, pruebe la Desigualdad Triangular

[l + [/b[] > |la + b

(¢) Demuestre e interprete geométricamente la Ley del Paralelégramo:

la+Db]* + Jla = bl* = 2 la|* + 2]

Solucion:

(a) Esta demostracion es clasica en Algebra Lineal y Calculo Vectorial, puesto que es la desigualdad
que nos permite construir la geometria de cualquier espacio métrico. Esta demostracion se realiza
considerando un vector y la ponderacion de otro cualquiera. La diferencia entre estos dos vectores
sigue siendo positiva, i.e.

la—ab|® = (a—ab)-(a—ab)
= |al* = 20a-b +o* b||*

Como la norma es siempre positiva, se cumple que:
||a||2 —2aa-b+a? ||b||2 >0

. ’ . . 2
Desde la perspectiva de «, esta es una parabola que se abre hacia arriba pues ||b||” > 0 para todo b
no nulo. Entonces se sigue que la parabola, funcién de «, debe tener a lo mas una raiz o ninguna, i.e.

Afa)=4(a-b)* —4al*|b|* <0

Entonces se sigue que

(a-b)” < [al*[b||"

Como la norma es siempre positiva, concluimos que:

—llal[ bl < a-b < flaf[[b]| = |[a-b| < [la]|||b]|

La igualdad a cero solo se alcanza cuando a = ab (y por lo tanto son vectores paralelos), lo cual se
puede obtener de forma sencilla reemplazando en la igualdad final. B

(b) La Desigualdad Triangular es una de las consecuencias directas del resultado anterior, en cuanto
nos permite generar el concepto de distancia euclideana. Tenemos que:

(lall + IbI)* = llall* + 2l bl + [b]|"
Como |a-b| < ||a]| ||b]|, entonces
lall* + 2 lall bl + Ibl* > [la]* +2a- b+ |b|* = (a+b) - (a+b) = |la+b]”

Se sigue que:
2 2
(lall +[bl)* = [la+b]|

Como ambas expresiones son positivas se concluye que:

lall + [/b[l = fla+ b =
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Observe que la igualdad evidentemente se alcanza cuando a = ab con a > 0, i.e. los vectores son
paralelos.

(c) Observe que esto se demuestra de la misma forma que como se demostraria para a y b escalares,
dado que el dlgebra que define el producto punto es analoga al algebra escalar. Se tiene que:

la+Dbl* = la]* +2a-b+||b||"
la=b[* = Jal*~2a-b+ b’

Sumando se llega inmediatamente al resultado pedido pues los términos a - b se cancelan. Existe mas
de una forma de demostrarlo, por ejemplo también tenemos que:

I(a+b) +(a—b)|* = 4[a|* = [la+ b[|* + 2 (a+b) - (a = b) +[la — b]|*
I(a+b) = (a—b)[|* =4[b||* = |a+b|* - 2(a+b) - (a—b) + [la—bl|*
Sumando ambas igualdades:
4al* + 4b]* = 2[la+b|* +2a - b|’

Entonces,
2lal* +2[Ib|* = [la+b|* +[la—Db|* =

Observe que un paralelégramo puede ser completamente descrito por solamente dos vectores, puesto
que dados a y b, los lados adicionales son paralelos a estos dos vectores. Sabemos adicionalmente que
lados paralelos tienen la misma longitud en un paralelégramo y que las diagonales del paralelégramo
generado vienen dadas por a4 b y a — b. Entonces lo que enuncia la Ley del Paralelégramo es que la
suma de los cuadrados de las diagonales es igual a la suma de los cuadrados de los lados.

Este hecho se evidencia y se entiende en la primera demostracién: al expandir las normas al cuadrado
no estamos mas que aplicando la ley del coseno, pues:

a-b = ||a]|||b|| cos

donde ayp no es mas que el angulo interior del paralelégramo. La ley indica que al sumar las diagonales
estas proyecciones se cancelan, razon por la cual solo quedan los cuadrados de los lados.

Definicién: Se define el producto cruz o producto vectorial entre dos vectores a y b en R? como
aquel vector que cumple:

=axblayaxblb.
» ||a x b|| = ||a]| ||b]| senf con 8 el angulo entre los vectores.
= La direccién queda determinada por la regla de la mano derecha.

Ademas si a = ali + Clzj =k aglAc y b= bli + bgj 4 bgR entonces:

~ ~ ~

i j k
_ _ 3| G a3 | <) 41 a3 ~ |l ap ag
axb= a; az ag | =1 b2 b3 bl b3 = k bl bg
by by b3
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Propiedades: Sean u, w, a, by c en R3 y \ € R, entonces se verifican las siguientes propiedades
para la operacion X:

Observacién: Dados dos vectores u 'y v se puede notar que ||u x v|| es exactamente el drea del pa-
ralelogramo generado entre ambos vectores. Esto se puede corroborar graficamente de forma sencilla:

Recordando que el area de un paralelégramo viene dada por:
A=bh

Entonces hacemos b = ||ul| y h = ||v||sen 8, lo cual por definicién corresponde exactamente al médulo
del producto cruz.

A partir del producto punto y el producto cruz se puede definir una operacién entre tres vectores
conocida como producto caja:

236



Definicién: Sean u, v, w vectores de R?, entonces se define el producto mizto o producto caja como:
[u,v,w|=u-(vxw)
Por lo tanto, de acuerdo a la definicién de ambas operaciones se tiene que:
Uy Uz U3
[ua \Z W] =| V1 V2 U3
w; w2 ws
Podemos deducir una interpretacién geométrica similar a la obtenida para el producto cruz.

Observacion: [u, v, w| corresponde al volumen signado del paralelepipedo determinado por los vec-
tores u, v y w. Notarlo no es complicado:

[u,v,w]||=|u-(vxw)|=]u||[vxw|cosd 0<6<

|

Sabemos que |v x w| corresponde al drea del paralelogramo formada por v y w, que se multiplica
por la altura, dada por || cosf (la proyeccién del vector @). El resultado es coherente, obteniendo
asi la multiplicacion del area basal por la altura, que tal como ya sabemos, corresponde al volumen
del paralelepipedo en cuestion.

Propiedades: El producto mixto verifica que:
(1) [u,v,w] = —[u,w, v|.
(2) [u,v,w] = [w,u,v] = [v,w, ul.

Partiremos revisando en primer lugar una pregunta que permite practicar las interpretaciones geo-
métricas del producto cruz y caja.

—
Problema 3.7: Dados los vectores OA = (2,1,2) y O? = (3,6, —2), calcule el drea del tridangulo

OAB que generan y encuentre un vector O? tal que el tetraedro OABC tenga un volumen igual a
2.

Ayuda: El volumen de una pirdmide es base - altura/3.

Solucion:

Grafiquemos en un plano los vectores para comprender mejor la situacién:
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Se puede notar con facilidad que el drea de AOAB es la mitad del area del paralelégramo generador
por los vectores, i.e.

N

Reemplazando con los valores del os vectores,

377

AAOAB = T

(b) Sabemos que el volumen de un tetraedro viene dado por el producto caja. Sin embargo, en este
caso el area basal no es un paralelégramo si no que una piramide, por lo cual debemos dividir el
volumen por 2 para tomar en consideracion la mitad del drea basal. Adicionalmente, debemos dividir
por 3 para que corresponde al volumen de la piramide por indicacion del enunciado. Es decir,

e

2 3

que es la féormula general de un tetraedro. Digamos que O? = (z,y,2) con z,y,z por determinar.
Reemplazando en la férmula,

V, = = (—14z + 10y + 9z)

| =

El volumen debe ser igual a 2, con lo cual

—14x + 10y + 92 = 12
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Esta es una ecuacién con 3 incégnitas, por lo que existen infinitas soluciones. Haciendo z = z = 0

obtenemos que un vector posible es:
? 6
O - (O, 5, O>

Problema 3.8:

(a) Demuestre que los vectores u = (—4,5,—-2), v = (3,—1,0) y w = (5, —9,4) son coplanares.
(b) Sean u, v vectores en R? ortogonales tales que ||u|| = v/3y [|v]| = 1. Calcule ||(u 4+ v) x (u — v)||.

(¢) Determine condiciones sobre k de modo que el paralelepipedo determinado por u = (0, 1,4),
v =(1,0,-3) y w = (k,7,0) tenga volumen igual a 5.

Solucion:

(a) Demostrar que los tres vectores son coplanares significa que existe un plano II para el cual los
tres vectores pertenecen a dicho plano. Se sigue entonces que el volumen del paralelepipedo generado
por los tres vectores debe ser nulo, pues en caso contrario los vectores no estarian contenidos en el
mismo plano. Es decir, debe cumplirse que:

u-(vxw)=0

o bien para cualquiera de las variantes del producto caja. Tenemos que:

1 j k —4
VX W= -1 0|=1-12
5 =9 4 —22

Luego,
u-(vxw)=16—-60+44=0

Por lo tanto, son efectivamente coplanares. B Graficamos la situacion:
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(b) No es una buena idea partir resolviendo este problema aplicando la definicién de norma del
producto cruz, pues:

[(u+v) x (u=v)[| = [[u+v|[u—v|senawu-v

Nada sabemos directamente sobre el valor de estos médulos y angulos. Por lo tanto, podemos apro-
vecharnos del hecho que la expresién puede ser simplificada. En efecto,

(u+v)Xx(u—Vv) = UXU+VvXUuU—uxXv—vXV
= 2(vxnu)
Entonces,
[(w+v) x (u=v)[| = 2fvxul

= 2 HVH HuH SeIl Qyyy

Como u y v son ortogonales, entonces sen «y,, = 1. Por lo tanto, dado que sabemos el valor de las
normas podemos concluir que:

I(u+v) x (u—v)| =2v3

(c) Se exige que el volumen del paralelepipedo generado por los vectores tenga volumen igual a 5.
Por lo que vimos anteriormente sabemos que el volumen del paralelepipedo viene dado por

V= lluv,wl| =[u-(vxw)

Dado que no es conveniente que aparezca w en el producto cruz dadas las posibles complicaciones
que se pueden generar, cambiamos el orden de las variables en el producto caja para que w quede
fuera del producto punto, i.e.

V=|w-(uxv)

Ahora calculamos:

ij k -3
uxv=|01 4|=| 4
10 -3 —1
Luego,
V =|-3k+ 28|

Buscamos aquellos valores de k tales que el volumen sea 5, i.e.
|—3k 4+ 28| =5

Resolviendo, separamos en los dos tramos:

—3k+28=—5— |k =11]

Ambas soluciones en efecto satisfacen la ecuacion. Concluimos entonces que ambos valores permiten
generar el volumen pedido.

Problema 3.9:
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(a) Encuentre un vector v tal que (1,2,1) x v = (3,1,—5). ;Por qué no existe dicho v para la
ecuacion (1,2,1) x v = (3,1,5)?

(b) Sia # 0, resuelva el sistema

a-x = a-b

axx = axb

Si ¢ en R3 es fijo, ;puede concluir que a x ¢ = a x b — b = ¢? Justifique.

Solucion:

(a) Digamos que v = (vq,v2,v3) donde vy, vy y v3 son las incégnitas a determinar. Existen dos
caminos para resolver este problema. El primer es notar que (3,1, —5) tiene que ser perpendicular a
v y de ahi se puede generar una igualdad. La otra forma de resolverlo es aplicando la definicién de
producto cruz:

(1,2,)xv = |1 2 1
vy U2 U3
2’03—1)2

= V1 — U3
U2—2U1

Generamos entonces el sistema:
0 -1 2 3

1 0 -1 1
-2 1 0 )

el cual se puede resolver incluso de forma algebraica. Multiplicamos por dos la segunda ecuacion y
la sumamos con la tercera. Luego,

V2 —2U3 = -3

21)3—’02 = 3

Observe que estas ecuaciones son equivalentes, razén por la cual concluimos inmediatamente que la
solucion del sistema no es unica. Tiene esto sentido? En efecto si, pues si tomamos un vector tal
que multiplicado por (1,2,1) de como resultado el vector (3,1, —5), entonces podemos conservar la
norma de ese mismo vector y rotarlo en torno al plano que contiene a ambos vectores v y (1,2,1),
obteniendo de esta forma siempre como resultado el vector (3,1, —5).

Decimos entonces que vy = 2v3 — 3 y v1 = 1+ v3. Haciendo por ejemplo v = 0, con lo cual un vector
(de infinitos posibles) que cumple la condicién es:

v =(1,-30)

Por otra parte, observe que por definicién si un vector u cumple que:

u=(1,2,1) xv
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entonces por definicién de producto cruz u es perpendicular a (1,2,2) y a v. Sin embargo, note que
(1,2,1) no es perpendicular a (3,1,5), pues

(1,2,1)-(3,1,5) =3+2+5#0
Por lo tanto no puede existir v que cumpla esta condicién.
(b) Restando b a ambos ecuaciones tenemos que:

a-(x—b) =
ax(x—b) =0

Esto nos hace conjeturar que efectivamente x —b = 0. Supongamos que no fuera asi. Entonces, x —b
es ortogonal a a. Este resultado es inmediatamente una contradiccion pues en dicho caso x — b no
tiene como ser paralelo a a. Luego, el tinico vector que cumple la condiciéon para a es x — b = 0. Es

decir,
-X =b

Es evidente que cada una de estas condiciones por separado no impone la restriccién de ser cero al
vector. En efecto, digamos que existe c tal que para a fijo se cumple que:

axc=axb

Se sigue que

ax(c—b)=0
Entonces, a es paralelo a ¢ — b y por lo tanto existe o € R tal que
1
a=a(c—b)—-c=—-a—b
Q@

Es evidente que los vectores no tienen por qué ser necesariamente los mismos. Se desprende el mismo
resultado para el producto punto.

Problema 3.10: Demuestre las siguientes identidades vectoriales:

(a) faxb|* = [al* [b]* — (a-b)".

(b) a+b+c=0—axb=bxc=cxa.
(¢c)ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

(d) ax (bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

(e) ax[(bxc)x(ax(bxc))]=][ab,c][(a-b)c—(a-c)b].
(f) (axb)-[(bxc)x(cxa)=la-(bxc).
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Solucion:

(a) Partiremos del lado izquierdo para obtener la igualdad del lado derecho. En particular, demos-
traremos esto a partir de la definicién de la norma de a x b:

la x bl = [lall [b] sen aw — [la x b]* = [la]]” [b]* sen” ags

Para lograr obtener el producto punto es necesario recordar que este esta asociado al coseno del
angulo entre a y b. Esto lo podemos lograr mediante la identidad:

sen? ay, = 1 — cos? agy
Entonces,

2 2 2
lax bII* = alI*[b]” (1 — cos® aa)

2 2 2 2
= llall” [IblI” = flall” Ib]|" cos® o
Sabemos que la relacién entre el producto punto y el coseno viene dada por:

a-b
[all bl

COS (lgp =

Reemplazando obtenemos finalmente:
2 2 2 2
lax b|” = [la[|”[b]" — (a- b)
demostrando asi lo pedido. B

(b) Asumiremos que se cumple la hipdtesis. Es decir, asumimos que se cumple que a + b + ¢ =
0. Tenemos que utilizar esta informacion para demostrar lo pedido utilizando las propiedades del
producto cruz. En efecto, para demostrar la primera igualdad hacemos

c=—(b+a)

con lo cual
bxc=-bx(b+a)=-bxb—-bxa

Pero como b y b son vectores paralelos (y de hecho coincidentes), entonces se cumple que:
bxb=0
Adicionalmente, de la ley de anticonmutatividad para el producto cruz:
bxa=—-axb

con lo cual se sigue que
bxc=axb

Ahora demostraremos que b x ¢ = ¢ x a, lo cual a su vez por transitividad demostrara la igualdad
entre el primer y el tercer miembro. Hacemos ahora:

b=—-(c+a)
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de modo que:

bxc = —(c+a)xc
= —cxc—axc

Aplicando nuevamente las mismas propiedades tenemos que:
a+tb+c=0—axb=bxc=cxa
demostrando asi lo pedido. B

(c) Esta propiedad es en efecto muy importante y se recomienda su memorizacion. Esto se debe a
que es una de las pocas identidades que plantea una conexién entre el producto cruz y el producto
punto, los productos vectoriales disponibles en R3.

Si bien existe una demostracién geométrica para comprender esta demostracion, lo realizaremos de
forma sistematica expandiendo la expresion de la izquierda. De esta forma se tiene que:

i j IA{ bgCg — b302
ax(bxc):ax b1 b2 bg =axX bgCl—blcg
€1 Cy C3 bicy — bacy

Expandiendo nuevamente ahora al realizar la multiplicacién con a:

i j k
ax(bxc) = a az as
bacg — bsca  bscy — bics bicy — bacy

agblcg — CL2b2C1 — a3b301 + CL3b1C3

Realizaremos la demostraciéon solamente en la primera componente pues el procedimiento para las
restantes es analogo. Buscamos demostrar que:

asbica — agbacy — asbscy + asbics = (arcy + asca + ascs) by — (a1by + agbs + asbs) ¢
Esto es sencillo realizarlo reagrupando a conveniencia los términos de la izquierda:
a26102 — a2b201 — a3b3€1 + a3b103 = (CLQCQ —+ CL303) b1 — <a2b2 -+ Cl3b3> C1

Sumando y restando a;cib; al lado derecho de la igualdad anterior generamos exactamente los pro-
ducto puntos buscados:

agblcg — a2b261 — a3b361 + a3b163 = (a : C) b1 — (a . b) C1

Realizando el mismo procedimiento se obtienen resultados similares para las otras dos componentes.
Esto es prueba suficiente para demostrar que:

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c N

En los ejercicios siguientes asumiremos comprendida y demostrada esta propiedad para realizar los
desarrollos.
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(d) Utilizando la propiedad anterior esta demostracion es trivial, pues:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb) = (a-c)b—(a-b)c+(b-a)c—(b-c)a+(c-b)a—(c-a)b
=0

pues todos los términos se cancelan. I

(e) Dado lo compleja de esta demostracién, simplificaremos ambos lados de la igualdad y luego
comprobaremos que en efecto son iguales. Realizaremos la agrupacion esta vez desde el lado izquierdo
para compactar notacién, notando que:

[a,b,c][(a-b)c—(a-c)b]=a-(bxc)[ax (cxb)]— (1)

Ahora aplicamos la propiedad vista en (c) al lado derecho de la demostracién. Para ello podemos
hacer

u=(bxc)
con lo cual
(bxc)x(ax(bxc)) = ux(axu)
= (uru)a—(uxa)u
Entonces,

ax|[(bxc)x(ax(bxc)] = ax[(u-ua—(u-a)uy]
= (u-u)axa—(u-a)axu
= (u-a)uxa
= a-(bxc)(bxc)xa—(2)

Observe que el producto punto genera un escalar, y el doble producto punto un vector. Ahora bien,
solo nos falta demostrar que esta ultima expresién es igual a a- (b x ¢) [a x (¢ x b)] para demostrar
asi lo pedido. Esto se logra trabajando el doble producto cruz en la expresiéon anterior. En efecto,
utilizando la propiedad de anticonmutatividad:

(bxc)xa = —ax(bxc)=——ax(cxb)
= ax (cxb)

Con ello,
(I)«—a-(bxc)(bxc)xa=a-(bxc)lax(cxb)]—(2)

Por lo tanto, concluimos que:
ax|[(bxc)x(ax(bxc))]=][ab,c[(a-b)c—(a-c)b] A

(f) Trabajaremos la expresién de la izquierda para obtener la expresién de la derecha. Dado que
b x ¢ aparece multiplicado a un producto punto, puede ser una buena idea tenerlo afuera del término
en la izquierda. Esto lo podemos solucionar notando que esta expresién no es otra que el producto
caja entre tres vectores, y estos satisfacen la propiedad:

[u,v,w| = [w,u,v] = [v,w,u]
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Entonces se sigue que:
(axb)-[(bxc)x(cxa)=(bxc)-[(cxa)x(axDb)
Ahora bien, podemos hacer u = (¢ x a) y aplicar la propiedad vista en (c):
(cxa)x(axb) = (u-b)a—(u-a)b
= [(cxa)-bla—[(cxa)-a]b
pero (c x a) - a = 0 pues por definicién ¢ x a es perpendicular a a. Entonces,

(axb)-[(bxc)x(cxa)] = (bxc)-[(cxa)-b]a < reordenamos
escalar

= [b-(cxa)]la-(bxc)

Como b - (c x a) es el producto caja de los vectores, entonces b-(c x a) = a- (b x c¢). De esta forma
concluimos que:

(axb)-[(bxc)x(cxa)=][a-(bxc)

y asi hemos demostrado lo pedido. B

Problema 3.11: Demuestre que:

[(a+b),(b+c),(c+d)] =[a,b,c|

Solucidn:
Expandiendo el lado derecho,

[(a+b),(b+c),(c+a)] = (a+b)-[(b+c)x (c+a)
(a+b)-[bxct+ecxc+bxa+cxal
= (a+b)-(bxc)+(a+b)-(bxa)+(a+b)-(cxa)

Expandimos atn mas por distributividad:

(a+b),(b+c),(c+a)] = a-(bxc)+b-(bxc)+a-(bxa)+b-(bxa)+---
a-lexa)+b-(cxa)

Observe que los términos cancelados son nulos pues por definicién un vector es ortogonal al producto
cruz de él con otro vector. Asimismo, ya demostramos que:

b-(cxa)=a-(bxc)
De esta forma,

[(a+Db),(b+c),(c+a)] = 2a-(bxc)
= 2[a,b,c]
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demostrando asi lo pedido. B

Problema 3.12: [Propuesto| Sean vy,..., Vv, vectores en R". Se define el Determinante de Gramm
de estos vectores, denotado por I'(vy,...,v,) como el determinante de la matriz simétrica A, «, =
<aij)ij:1 _, donde a;; = v;v;. Sean u,v,w € R3, entonces demuestre que

lu-(vxw)=+I(uv,w)

Ayuda: det (A)* = det (A) det (A?).

3.2. Rectas y planos en R?

Una recta es un conjunto unidimensional cuya direccién es constante en todo el espacio. En R? se
puede representar por medio de las siguientes parametrizaciones:

» Ecuacion vectorial: Una recta que pasa por los puntos a y b se puede representar como:
L:a+(b—a)t teR
O anélogamente p + td donde p es el punto y d es el vector direccion.

» Ecuacion paramétrica: De la ecuacion anterior se tiene que:

x1 D1 dy
XEL= | 20 | = po | +t| ds
€3 b3 ds

De donde se desprende que la recta se puede representar por:

l’l(t) =P1 + tdl
L : Ig(t) = P2 + tdg
z3(t) = ps + td3

= Ecuacion cartesiana: Igualando el parametro:

Ty —P1 T2 — P2 T3 P3

dy dy ds

Entonces de esta ecuaciéon puede obtener por inspeccion que la direccién de la recta se asocia a
los coeficientes de los denominadores y los vectores posicién a los términos sumados/restados
en los numeradores.

Un plano es un conjunto bidimensional cuya normal es constante en todo el espacio. En R? se puede
expresar mediante las mismas parametrizaciones:
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= Ecuacion vectorial: Un plano se puede caracterizar por un vector normal y un punto que
pertenece a él. Luego, la diferencia de cualquier punto debe ser ortogonal a la normal:

I={x€eR"” :n-(x—p)=0}
De aqui se sigue que se tiene que verificar que:
n-x=d

donde n - p = d que es un numero real fijo. Ademés notamos que:

x ny x
y |ell<= | no |- | vy | =c=nxz+ny+nsyz=c
z n3 z

Se toma una variable y se despeja. Por ejemplo, z:
C— 1T — Ny
z2=——"

ns

Luego un vector (x,y, z) en el plano se escribe como:

. x 0 1 0
_ Y _ 0 0 1

Y o C— NxT — NoYy o < T o TY N2

& ns ns ns ns

Con z e y arbitrarios. Es decir, para p, s y d vectores en R? todo plano también se puede
representar como:
xcell<=x=p+As+td MNteR

» Ecuaciéon paramétrica: se sigue que:

x P1 S1 dy
reEll<= |y | =1 p2 | +A[| s2 | +t| do
z P3 53 d3

()\, t) =p; + )\81 + tdl
(A, t) = pa + Asg + tdy
(A1) = ps + Asg + tds

» Ecuacion cartesiana: de la ecuacién normal es directo:

x
IT: Sy
z

mx +ngy +n3z =d

cond=mn-p.

El primer ejercicio que haremos es conceptual, y guarda relacién con medir las distancias entre los
conjuntos anteriormente definidos. Se recomienda comprender todas las representaciones anteriores,
como identificar las direcciones y normales rapidamente a partir de ellas y comprender a cabalidad
el siguiente problema, pues deja sentados practicamente la totalidad de conceptos relevantes en este
capitulo.

Problema 3.13: Demuestre las siguientes férmulas para las distancias entre elementos geométricos:
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(a) Distancia punto-recta: £ : xo+ Ad y p € R?.

[(x0 —p) x d
Il

d(ﬁ,p) =

(b) Distancia punto-plano: I = {x € R* : (x —p) -n =0} y x¢ € R>.

|(xo —p) -n| |axo + byo + cz — d
d (11, %) = - 2 2 2
[n]| VaZ+ b0 +c

(c) Distancia entre rectas alabeadas: ¢; : p; + Ady, €5 : p2 + pds.

1_p27d17d2]|
[d1 X da]

0 (. 0y) = [p

(d) ;Cémo calcularia la distancia recta-plano y plano-plano?

Solucion:

(a) Podemos comprender la situacién adecuadamente graficindola. Hay que tener muy claro que
la idea es expresar la distancia entre el punto y la recta a partir de los elementos geométricos que
disponemos de la recta: un punto arbitrario xq en ella, la direccién d y el punto p con la distancia a
medir.

Graficando:

d
Xo
1 Area: A=|(xo—n) x d| = |[xo— p||d| sina
14 \
Ay
A\
N Xo—P
) AN
h = ||xo — p|| sina = > \‘
\ b=|d]
p
R
b Id
e 0

249



Observe que con los vectores xg — p y d se genera un paralelégramo cuya area es ||(xo — p) x d||
tomando en consideracién lo estudiado sobre el producto cruz. Geométricamente sabemos el drea
de este paralelégramo puede calcularse como la base por su altura. En este caso, de la grafica se
observa que la base es ||d|| y la altura coincide con la distancia entre el punto y la recta, que es lo
que deseamos medir.

Luego,
LA lGo—p) xd]
I
Entonces,
[(xo —p) x d]
d(xo,f) = h = -2 i

Asimismo, observe que si p € /¢, entonces Xy — p es una direccién de la recta y por lo tanto el
numerador de la direccion se anula al anularse el producto cruz. Es decir, en este caso la distancia
es cero, lo cual es un resultado coherente con lo esperado. B

(b) Procedemos por analogia graficando la situacién. Sin embargo, en este caso para la expresién
solamente disponemos de p, el punto en el plano Xy y la normal n. Graficando un plano cualquiera
y los vectores en cuestion:

d = [lxo — pl|[ cos o
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Observe que si tomamos la norma de xg—p y la proyectamos en la direccion de la normal obtendremos
la medida de la distancia que deseamos, como se puede comprobar a partir de la grafica. En particular,
por simple trigonometria:

d(p,II) = |[xo — p| [cos @|

Recordando que:
|(x0 = p) - nf = [xo — pl| [ [cos |

Entonces si dividimos este resultado por ||n|| obtenemos lo que se desea medir. Finalmente,

|(x0 — p) - n|

TP

Tomamos el médulo para descartar la eventualidad de que el producto punto de negativo, lo cual es
un resultado incoherente con la medida geométrica que deseamos calcular.

Supongamos que tenemos la ecuacién cartesiana del plano, i.e. ax + by + cz = d y el punto xq =
(0, Yo, 20) al cual se le desea medir la distancia al plano. Entonces de la férmula anterior, podemos
expandir:

_ laxg + byo + czo — n - p|
Vaz 4+ b2 + 2

Recordamos que como p € II, entonces n - p = d por las definiciones ya realizadas. Entonces,

d (Xo, H)

_awo + by + cz — d|

Va2 + b2+ 2

la cual es otra representacion correcta para medir la distancia entre un punto y un plano.

d (Xo, H)

Finalmente, si xy € II, entonces xy — p es una direccién en el plano y por lo tanto debe ser ortogonal

a la norma, i.e.
(xo —p) - n=0—d(x,1) =0,

lo cual nuevamente es un resultado coherente. B

(c) Graficando la situacién obtenemos una figura como la que se presenta a continuacién. En este
caso, debemos expresar el resultado solo en términos de py, p2, d; y ds.
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V= Abh - le — P2, dla dQH

V. |[p1 — Pa, di,dy)|

—| h= — =
Ab ”dl X d2H

Supongamos que las rectas no son paralelas ni se cortan. Si proyectamos d; en el punto ps, se puede
observar que los vectores p; — ps2, d; v ds forman un paralelepipedo. Sabemos que el volumen de un
paralelepipedo viene geométricamente dado por:

V = Abasalh

Por inspeccién se puede notar que la base corresponde al paralelégramo generado por los vectores
d; y dy, cuya drea es ||d; x dsg||. Asimismo sabemos que el volumen del paralelepipedo generado por
estos tres vectores es:

V = |[p1 — p2,d1, do|

Es decir,

h = V — |[p1_p2ad17d2]|
Abasal ||d1 X d2”

La ultima observacién que debe realizarse es que esta altura coincide coincide con la distancia entre
ambas rectas. Esto se comprueba pensando que h representa la distancia entre las tapas del pa-
ralelepipedo, cuyos bordes coinciden con las rectas. Luego, h debe ser la distancia entre las rectas
alabeadas. Finalmente,

1 _p27d17d2”
|1 x da]

d(l1,42)= p

Si las rectas se intersectan, podemos notar que p; — pe, d; v ds son coplanarse (use la figura para
imaginarse esta situacién). Luego, el producto caja es cero y por lo tanto la distancia entre las rectas
también, como podria esperarse.

(d) Estos no son més que casos particulares de las férmulas anteriores.
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= Distancia recta—plano: Si se intersectan la distancia es cero. La recta y el plano no se
intersectaran siempre y cuando n -d # 0 (la direccién de la recta debe ser una direccién del
plano) y (p¢ — pm) - n # 0 (la recta no estd contenida en el plano). Si no se intersectan basta
tomar un punto de la recta y medir la distancia punto—plano o bien tomar un punto del plano
y medir la distancia punto—recta.

= Distancia plano—plano: Nuevamente, si los planos se intersectan la distancia entre ellos es
cero. Para que no se intersecten deberd pasar que n; X ny = 0 (es decir, que los planos sean
paralelos) y que (p; — p2)-n; # 0 (si se trata del mismo plano, p; — ps serd una direccién en el
plano). Si son paralelos, basta tomar un punto de un plano y tomar la distancia punto—plano
respecto al otro.

Una tipologia de problemas bésicas es ser capaz de parametrizar rectas adecuadamente a partir de
ciertas condiciones que esta debe cumplir.

Problema 3.14: Encuentre la representacion vectorial, paramétrica y simétrica para las siguientes
rectas:

(a) Que pasa por (1,—1,1) y es paralela a la recta
+2 L 3
€T = — = Z —
2y

(b) La interseccién de los planos:

r+2y+3z =1
r—y+z = 1

(¢) Que pasa por el origen y que intersecta perpendicularmente a la recta x = 3 — 2t, y = 3 + 4t,
z = —bt.

(d) Que pasa por el punto (0,1,2) y que intersecta perpendicularmente a la recta x = 1 + ¢,
y=1-2t z=2t.

(e) Que yace en el plano z—y+z = 7, contiene al punto (7,0, 0) y que intersecta perpendicularmente
a la recta con ecuaciones x =t,y=1—ty z=2+1.

Solucion:

(a) Digamos que ambas tres igualdades deben ser iguales a un parametro A, i.e.
1
x+2:§y:z—3:)\

De aqui se sigue que:
T+2=A—=x=-2+)
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1
éy:)\—>y20+2)\

z2=3=A—=>2z=3+2A

Es decir, vectorialmente:

ISEINSIIE
I
o
+
>
S

Que es exactamente la ecuacion vectorial. La representacion cartesiana en este caso corresponde a la
intersecciéon de dos planos, i.e. un sistema de 2x2. Sacamos dos ecuaciones de la ecuacion simétrica.
De la primera igualdad:

x+2:%y—>2x—y—|—4:0
Igualando el primer y tercer término:

r+2=2-3—=>2r—24+5=0
Finamente, la representacién cartesiana es:

- 2r—y+4 =0
r—z+5 =0

(b) En este caso tenemos las ecuaciones cartesianas, dadas por el sistema de 2 x 2:

r+2y+3z = 1
r—y+z =1

Restando la segunda a la primera componente,

2
3y+22=0—>z:—§y

2
Reemplazando en la segunda ecuacion x —y — gy = 1. Despejando de aqui:

=14+ -
X —|—3y

También era posible despejar en funcién de x y z, ambas representaciones igualmente validas. De
aqui se obtiene la representacion vectorial:

x 1 5/3 x 1 5

yl=(ol+y 1 | =lly]l=1]0 +% 3

z 0 —2/3 z 0 ~~ \—2
X

Que es la ecuacion vectorial buscada. Para obtener la ecuacién simétrica despejamos el parametro

en las ecuaciones paramétricas:
r—1
r=14+5A—=> A= 5

Y
=3\ =A==
Y - 3

254



z
— 2\ A=-=
z — 5

[gualando los parametros en funcién de cada letra:

:1:—1_
=

y__z
3

que es finalmente la representacién simétrica.

(c) Al pasar por el origen conocemos inmediatamente un punto de la recta. Es decir, p = (0,0, 0).
Asimismo, notamos por inspeccién que la direccién de la otra recta es d’ = (—2,4, —5).

Digamos que ambas rectas se cortan en un punto p*. Entonces

Para que la recta buscada sea perpendicular a la mencionada, entonces sus direcciones deben ser
perpendiculares. Es decir, buscamos d = (d;, da, d3) tal que

d'd/:0—>—2d1+4d2—5d320
Adicionalmente, las dos rectas deben intersectarse, con lo cual debera cumplirse la igualdad:

(3,3,0) 4+ A (=2,4,—5) = (0,0,0) + p (di, d, d3)

Es decir,

Con esto generamos un sistema de 4 ecuaciones y 5 incégnitas, di, ds, ds, jt, A. Digamos por ejemplo
que i = 1 de forma arbitraria para deshacernos del grado de libertad. Entonces,

Reemplazando en la primera ecuacién,

—6—1—4)\—1-12—1—16/\—1-25)\:0—>45/\:—6%)\:—3

15
Luego,
d_45+4_49
' 15 T 15
45 -8 37
d> = 15 15
10
dy = —
57 15

Entonces una direccién posible para la recta es (49, 37, 10). Es decir, la ecuacién vectorial paramétrica
es:

¢+ (0,0,0) + A (49,37, 10)

Se puede determinar por simple inspeccion que la ecuacion simétrica es:




Haciendo igualdades cruzadas:

37Tr—49y = 0
10z —49z = 0

Obteniendo asi los tres resultados pedidos.

(d) Digamos que buscamos una ecuacién de la forma p 4+ sd con p y d por determinar. En primer
lugar la recta debe estar contenida en el plano senalado, por lo cual la direccién d debe ser una
direccion del plano, y que por lo tanto debe ser ortogonal a su normal. Es decir,

d-(l,—l,l):O—>d1—d2+d3:0

Al contener al punto(7,0,0) sabemos inmediatamente el valor de un punto de la recta. Luego, p =
(7,0,0).

Finalmente, notamos que la recta de interseccién tiene direccién (1, —1,1). Es decir, esta recta in-
tersectara perpendicularmente al plano x — y + z = 7 pues la normal del plano y la direccion son
paralelas. Al estar contenida la recta por determinar en el plano tenemos garantizado que la inter-
seccién entre ambas rectas sera perpendicular, por lo que solo nos resta encontrar d de modo que
efectivamente se intersecten.

En la interseccién debera cumplirse que:
(7, 0, 0) +s (dl, dg, dg) = (0, 1, 2) + 1 (1, —1, 1)
Es decir, se tiene el sistema:

dl—d2+d3 - O

7+Sd1 =t
$d2 = 1-—t
Sd3 = 2+t

Hagamos s arbitrariamente 1 para encontrar una de infinitas direcciones de la recta. De aqui se sigue
que:

Reemplazando en la primera ecuacién:
t—74+1t—-1424t=0—=23t=6—>t=2

Es decir, una direccién posible es d = (=5, —1,4) o bien d = (5, 1, —4) reescalando a conveniencia.
De esta forma, la ecuacion paramétrica de la recta es:

(x,y,2) =(7,0,0) + s (5,1, —4)

Mediante el procedimiento algebraico habitual obtenemos casi por inspeccion la ecuacion simétrica:
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De aqui se sigue finalmente que las ecuaciones cartesianas son:
r—>by—7 =0
4y + 2 =0

Revisamos la misma tipologia de problemas para planos.

Problema 3.15: Encuentre la ecuacién vectorial y paramétrica para los siguientes planos:

(a) El plano que pasa por los puntos (1,2,0), (0,4,0) y el origen.
(b) El plano que pasa por el punto (—1,2, 1) y que contiene a la recta de interseccién de los planos:
r+y—z = 2
2r—y+3z =

(c) El plano que pasa por la recta de interseccién de los planos * — 2z = 1y y + 22z = 3 y es
perpendicular al plano x +y — 2z = 1.

(d) Los planos paralelos al plano z + 2y — z = 1 y se encuentran a dos unidades de distancia de él.

Solucion:

(a) Como primera observacién, notemos que el plano pasa por el origen. Supongamos que deseamos
determinar el plano en su forma cartesiana:

ar +by+cz=d

Dado que pasa por el origen, entonces esta ecuacion debera cumplirse para (x,y,z) = (0,0,0). Es
decir,
0a+0b+0z=d—[d=0]

Luego, para todo plano que pasa por el origen la ecuacion cartesiana es de la forma, ax+by+cz = 0.
Realizando un procedimiento analogo para los otros dos puntos:
p1=(1,2,00 2 a+20+0c=0—a+20=0

p2 = (0,4,0) = 0a+4b+0c=0—b=0

Es decir, a = b = 0 y ¢ parece ser una variable libre (puede asumir cualquier valor). ;Es esto un
problema? En lo absoluto: al determinar (a, b, ¢) estamos intentando determinar la normal del plano,
y ya sabemos que estas son infinitas para un plano dado. Finalmente, la ecuacién queda escrita como:

=1
cz2=0"52=0

Por inspeccién observamos que una normal de este plano es (0,0,1) y un punto (0,0, 0). Luego, la
ecuacion vectorial es:

(0,0,1)-(x—6> —0
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Para determinar la ecuacién paramétrica simplemente notamos que la solucién en R? al sistema z = 0
es:

r =z
=9
z =0
Reordenando como conjunto generado:
x 0 1 0
y|l =10 +s{O0|+¢t]|1
z 0 0 0

que es la ecuacion paramétrica del plano.
(b) Nuevamente, digamos que la ecuacién a determinar es:
ar +by +cz=d
Como debe pasar por el punto (—1,2,1), entonces:
—a+2b+c=d— (1)

Respecto a la recta, si esta estd contenida en el plano a determinar entonces su direcciéon debe ser
ortogonal a la normal. Determinamos entonces la direcciéon de esta recta. Un método para hacerlo
es resolver el sistema de ecuaciones y obtener la forma paramétrica y la otra forma es tomando el
producto cruz de las normales de ambos planos que se intersectan.

Hagamos lo primero, pues al hacerlo obtendremos a la vez el vector posicion. Sumando ambas ecua-
ciones de los lpanos:

2
3x+2223—>x:1—§z

Reemplazando en la primera ecuacién,

2 bt
1——z+y—z:2—>y:1—i—§z

3
x 1 —2/3 1 2
Entonces, larectaes |y | = [1| +X[ 5/3 | = [1] + | —5]. Deberda cumplirse entonces
z 0 1 0 -3

= El punto de la recta esté contenido en el plano a buscar, i.e.

(1,1,0)ell 2 a+b+0=d— (2)

» La direccién de la recta sea una direccion del plano. Es decir, debe ser perpendicular a la normal
del plano. Por lo tanto,
2a —5b—3c=0— (3)
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Entonces, d; = (2, —5, —3) es una direccién del plano. Se puede determinar una segunda direccién
en el plano tomando el vector posicién de la recta y el ya conocido del plano. En otras palabras,

dy = (1,1,0) — (—=1,2,1) = (2,1, -1)

Si ya conocemos dos direcciones, entonces determinar la normal del plano resulta sencillo tomando
el producto cruz de estas direcciones:

~ A~ ~

2 2 i j Ok 2
n=d; xdy=[-5|x|-1|=|2 =5 —3/=|-4
-3 1) |2 -1 -1 8

Reescalando a conveniencia, obtenemos que una normal del plano es (1, —2,4). De la ecuacién 1,

d=—-2—-8+8=-2

Es decir, la ecuacion cartesiana del plano es x — 2y + 4z = —2. La ecuacion vectorial es, dados los
resultados:

1 -1

21 |x—=1 2 =0

4 1

Podemos obtener la ecuacion paramétrica despejando la ecuacion cartesiana:
r=—-242y—4z

Luego, concluimos que la ecuaciéon paramétrica es:

x -2 2 —4
yl=10 | +s|1]|]+t] O
z 0 0 1

(c) Si la recta de interseccién de ambos planos estd contenida en el plano a determinar, entonces la
direccion de la recta es una direccién del plano. Intersectando las rectas,

rT—z =
y+2z = 3

Entonces, z = 1+ z e y = 3 — 2z. De esta forma, la direccién de la recta es d; = (1, -2, 1).

Al ser perpendicular al plano x +y — 2z = 1, entonces su normal debe ser perpendicular a la normal

del plano buscado. Es decir, dy = (1,1, —2) debe ser otra direccién del plano buscado. Por lo tanto,
una normal viene dada por:

1 1 i j k

Il:d1><d2: —2 X 1 =11 -2 1

1 -2 1

Reescalando, obtenemos que una normal es n = (1,1,1). Dado que el vector posicién de la recta,
(1,3,0) debe estar contenido también en el plano, concluimos que p = (1, 3,0). Es decir, la ecuacién
vectorial del plano buscado es:

1 1
1 x— 13 =0
1 0
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Se sigue que la ecuacién cartesiana es x +y + 2z = 4. Despejando obtenemos la ecuacién paramétrica:
r=4—-—y—z

Es decir,

4 —1 -1
=10 +s| 1 |+2t| O
0 0 1

IS

(d) Primero partimos notando que efectivamente son dos planos porque uno estarda dos unidades
arriba del plano dado y otro dos unidades abajo. Se dan estas indicaciones en sentido figurado porque
no hemos fijado qué es arriba y qué es abajo, pero si dan una idea de que podemos movernos dos
unidades respecto al plano en dos sentidos diferentes.

Si los planos son paralelos, entonces inmediatamente sus normales deben ser paralelas. Para ambos
planos entonces la normal debe ser (1,2, —1) por simplicidad. En forma cartesiana las ecuaciones de
estos planos son entonces:

r+2y—z = dy
r+2y—2z = do

donde d; y ds son variables a determinar.

Recordamos que la distancia entre planos se mide tomando un punto de uno y midiendo la distancia
punto—plano entre ellos. Para el primer plano tomemos a determinar tomemos un punto x,. Entonces,
como su distancia punto plano debe ser 2:

_ |0 + 2yo — 20 — 1] _
vV1+4+1

Sin embargo, como X, estd en el plano a buscar, sabemos inmediatamente que xg + 2yg — 20 = d;.
De esta forma,

d (Xo, H) 2

dy — 1
VvV1i4+4+1

Es facil notar que esta ecuacion tendrd dos soluciones. Una correspondera a d; y la otra a d».
Despejando,

d—1=2vV6 =d, =1+2V6

La segunda solucién implica tomar la rama negativa del médulo, i.e.

Finalmente, los planos buscados son:

42y —z2=1+2V6] y |z+2y—2=1-2V6

Determinar las ecuaciones vectorial y paramétrica son ejercicios que se dejan propuestos al lector,
pues el procedimiento algebraico es exactamente el mismo al ya revisado en los problemas anteriores.

Problema 3.16:
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z
(a) Muestre que lasrectasx =y =zyx+1= g = 3 son alabeadas. Determine la distancia entre

ellas.

(b) Se definen las rectas
120 2 |+t 2 y Uy 1 | +s| 1

con t, s € R. Calcule la distancia entre ¢; y /5.

(c) Considere las rectas dadas por
0 (L,1,1) +¢(4,1,5)

6 (=1,1,1) +5(2,1,3)

Sea ¢ la distancia entre las rectas y p € (0,1) un nimero fijo. Encuentre la ecuacién del plano
paralelo a las rectas y que estd a una distancia pd de ¢; y (1 —p)d de 4.

Solucion:

(a) Si las rectas son alabeadas, entonces no son paralelas y por lo tanto d; x dy # 0. Sin embargo,
tampoco se intersectan. Esto quiere decir que la distancia entre las rectas es no nula y por lo tanto
el numerador de su expresiéon tampoco es nulo:

|[P1 —p2,d1,d2]|

#0— [p1 — p2,di,ds] #0

Para demostrar que dos rectas son alabeadas basta demostrar que el producto caja anterior
no se anula. Analogamente, para demostrar que se intersectan basta demostrar que el producto
caja anterior es nulo.

Tenemos que las rectas vectorialmente pueden escribirse como:

1 -1 1
0 o t|1 y Uy 0 | +s|2
1 0 3

Entonces, p; — p2 = (1,0,0), d; = (1,1,1) y dy = (1,2, 3). De esta forma,

1 00
[pl_p27d17d2]: 1 1 1 :1(3—2)7{0

1 2 3
Por lo tanto, las rectas son alabeadas. Bl
(b) Esto es directo de la férmula anteriormente vista:

[[p1 — P2, dy, dy]|

d(ly,05) =
6 =" )
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Calculamos el numerador notando que p1—ps = (—4,1,2),d; = (1,2,-2), ds = (0,1, —2). Entonces,

-4 1 2
P1—p2,di,do] = |1 2 =2/ =-4(-4+2)-1-(-2)+2-(1)
0 1 -2

— |[p1 — p2,di, dy]| =12

Asimismo, podemos aprovechar que ya calculamos los cofactores y calcular el producto cruz del
denominador:

MJXQWZJ&A+2f+@af+ﬂ:qM+4+1=3

Es decir,

12

d(ly,0y) =— =4
3

(c) Tomando en consideracién los problemas anteriores, no debiese ser complicado notar que hay dos

planos a distancia pd de ¢; y dos planos a distancia (1 — p) § de ¢5. Es razonable pensar que entonces

el plano buscado sera el que cumple simultaneamente con ambos requisitos.

Adicionalmente, notemos que la distancia entre las rectas puede medirse dada la informacion que se
aporta. Notando que:

1 — P2, dp, dy|

[d1 % da|

5= d(by, 1) = P

2
Hacemos los célculos andlogos al problema anterior y obtenemos que § = —.

V3
Expresemos la ecuacién del plano en coordenadas cartesianas, i.e. por determinar a, b, ¢ y d tales
que
ar +by +cz=d

Partamos determinando una normales n = (a, b, ¢). Para que el plano sea paralelo a las rectas deberd
cumplirse que las direcciones de ambas rectas sean direcciones del plano. Es decir,

i j k -2
n=d; xdy=114 1 5/=|[-2
21 3 2

Digamos por conveniencia que n = (1,1, —1) y luego el problema se reduce a determinar d en la
ecuacion
rT+y—z=d

El valor de d sera determinado por la condicion de las distancias. Para calcular la distancia de las
rectas al plano podemos tomar dos puntos arbitrarios de ella y tomar su distancia punto—plano.
Tomando p; y midiendo la distancia:

C1+1-1-d

d(plaH)_ m

Entonces,
d :1—\/§p56:2/\/§1—2p

11—d| =v3ps — N
d :1+\/§p56_2:/\/§

262



Anéalogamente para la segunda recta,

d(p%m:"”gl‘d':( .y

Es decir,

d =B(1—p)6—1""2L"1_9

5=
d =\Bp-16—1"2"9,_3

Debemos escoger el d que sea comin a ambos para que sea efectivamente el plano que satisface la
condicién de distancia en ambos planos. Luego, d = 1 — 2p y por lo tanto la ecuacién del plano
buscado es:

1+d =v3(1—-p)d—

r+y—2z=1-—-2p

Del problema anterior se puede rescatar como concepto importante la siguiente observacién.

(p1 —p2) xd; =0
son paralelas (distintas) si d; xdy =0y (p1 —p2) xd; #0
son alabeadas si d; xdy #0y [p1 — p2,di,da] #0

[P1 — P2,di,dy] =0

son la misma recta si d; xdy=0y

01 y Uy rectas

se intersectan si d; xdy #0y

Se puede hacer una analogia similar para dos planos (razone vectorialmente por qué esto debe ser
asf)

son el mismo plano si n xny; =0y (py —p2) -0 =0

son paralelos (distintos) si n; X ny =0 — ‘n 0

I, y TI, planos ‘ p ( ‘ ) 1 2 y(pP1—p2) m #
se 1ntersectan si n; X ny # 0

son perpendiculares si n -n, =20

Problema 3.17: Sean los planos:
Iy : de+y—kz=1

Iy : 3x+ky+5z2=2

(a) Encuentre el valor de k para que los planos sean ortogonales.
(b) Halle la ecuacién vectorial para la recta contenida en ambos planos con el valor de k& obtenido.

(¢) Determine la distancia de P (1,5,9) a la recta encontrada en (b).

Solucion:

(a) Para que los planos sean ortogonales sus normales deben serlo. Luego, k debe ser tal que:

(4,1, —k) - (3,k,5) =0 = 12+ k — 5k = 0
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Despejando,

(b) Los planos obtenidos en este caso vienen a ser:

dr+y—3z =1 122 + 3y — 92 =3
3r+3y+5z =2 122 + 12y + 202 =28

Restandole la primera ecuacion a la segunda,

5 29
Yy+292=5—->y=—-——
Y+ 29z Y 9 9 z
Reemplazando en la primera ecuacion:
5 29 4 56 1 14
o+ —-——2-=1—do=-—-—2—20=—-——=2
9 9 9 9 9 9

Entonces, normalizando a conveniencia la direccion, una ecuacién vectorial posible es:

x 1/9 14
yl=15/9]+¢t]| 29
z 0 -9

(c) Utilizamos la ecuacién distancia punto—recta:

(P —p) xd|

4GP =)

Realizando el procedimiento algebraico habitual obtenemos que

V3022 + 1182 + 382

d(t,P) =
(t.P) V142 + 292 4+ 81

Problema 3.18:

(a) Determine el valor de k para que las rectas ¢ : (2,1,1)4+s(1,3,—1)y ¢y : (0,1, —1)+t(k,3,1)

con s,t € R se intersecten. Encuentre las coordenadas del punto de interseccion.
(b) Encuentre valores para a y b de modo que la recta

r—b y—b+1 2z-3b+1

a 2a 2

sea paralela al plano 2z +y — 2z = 5 y esté a distancia v/2 del origen.

Solucion:
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(a) Tal como ya lo determinamos en un problema anterior, para que las rectas se intersecten basta
que cumplan la condicion:

[P1 — p2,dy,da] =0
En este caso, p1 — p2 = (2,0,2), d; = (1,3, —1) y dy = (k, 3, 1). De esta forma, k debe ser tal que:

Evaluando,
2(3+3)+2(3—-3k)=0—-12+6—6k=0— |k = 3|

Es decir, las rectas se intersecta ssi. k = 3. Para determinar el punto de interseccién igualamos ambas
ecuaciones vectoriales

24+s = 3t
1+3s = 143t
l—s = —1+1

Restando la primera ecuacion a la segunda,
—14+2s=1—s=1

Por lo tanto, t = 1 si reemplazamos el valor de s en la primera ecuacién. Notamos que para ambos

casos el punto de interseccion resultante es | (3,4,0) |

(b) Partamos notando que la direccién de la recta es (a, 2a,2) por inspeccién de los denominadores
de la ecuacién simétrica. Asimismo, su vector posicién es (b,b —1,3b — 1).

Interpretemos adecuadamente las condiciones pedidas.

» Para que la recta sea paralela al plano 2x + y — 2z = 5, entonces la normal del plano debe ser
ortogonal a la normal de la recta, i.e.

(2,1,-2) - (a,2a,2) =0

Es decir,

da—4=0—]a=1]|

» Para que la recta esté a distancia v/2 del origen, entonces

1(5.0) = |(9-p) x4 _ 5

Il

Tenemos que:

i ] k —4b
pxd=|b b—1 3b—-1|=[b-1
1 2 2 b+1
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Es decir, b debe ser tal que

V1662 + (b 1)° + (b + 1)’

=2 5 162 + 202 +2 =18
NG

Despejando,

b2

]
O i~
1
(wyl
I
i

Problema 3.19: Sea II el plano de vector posicién p = (p,py,p-) y normal n = (a,b,c). Sea q la
proyeccién ortogonal del punto x¢ = (g, yo, 20) sobre II. Demuestre que:

n

o ale = p) bl —p) el p)
p (I2+b2—|—02

Solucion:

Podemos usar el mismo grafico que utilizamos para demostrar la distancia punto—plano para com-
prender esta situacion:

d = |xo — pl| cos af
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Por definicién q correspondera a la interseccién entre la linea verde y gris. Es facil notar que ﬁ
corresponderd al vector de médulo ||x¢ — pl| cos a y direccién n. Pero ya sabemos que:

(Xo—Pp)-n

|xo — pl| cosa =
[n]

Entonces, vectorialmente,
(xo—p) n_
pa = —7n

i

donde n = (a,b,¢) y xo — p = (o — Pas Yo — Dy, 20 — D2). De esta forma,

@ =p) b =) +eGo=p) (abo)

Va2 + b2+ 2 vaz+ b2+ 2

Finalmente,
ﬁ _ a(xO _px) +b(y0 _py) +C(ZO _pz)n
a? + b 4 c?
que es lo que se queria demostrar. W
Problema 3.20: [Propuesto] Sea ¢ la recta de interseccién de los planos cx +y + 2 = ¢y

xr—cy+cz=1 concéeR.

(a) Encuentre las ecuaciones simétricas para /.

(b) Al variar ¢ la recta ¢ describe una superficie S. Encuentre una ecuacién para la curva de
interseccion de S con el plano z =t (la traza que S deja en dicho plano).

(c) Encuentre el volumen del sélido encerrado por S y los planos z =0y z = 1.
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4. Funciones vectoriales R — R"

Aquellas funciones que reciben un solo argumento real y entregan como resultado un vector se definen
COmo curvas.

Definicién: Se define una curva como un conjunto unidimensional en R™ que se ve representado por
una funcion de R — R™ denominada parametrizacion.

Un ejemplo de una curva puede ser la trayectoria que sigue un avién o una mosca en el cielo. En
ambos casos, la linea de humo que dejan en el aire mientras se desplazan se conoce como traza, e
intuitivamente observe que es la misma indistintamente de la rapidez con la que la mosca o el avién
vuelen.

4.1. Parametrizacion de curvas, longitud de curva y arcoparametro

Partiremos realizando una de las operaciones mas elementales en las curvas, y es ser capaz de pa-
rametrizarlas a partir de una condicién que se dé de ellas: habitualmente la interseccién de dos
superficies.

Problema 4.1: Parametrice las siguientes funciones vectoriales:

a) El cilindro 22 4+ y* = 4 y la superficie z = y.

b) El cono z = /2?2 +y? y el plano z =1+ y.
2

)

)
(c) El cilindro circular 2? + 3*> = 4 y el cilindro parabdlico z = .
(d)

)

(
(

d) El cilindro parabdlico y = 22 y el elipsoide 2% + 4y? + 42 = 16.

(e) El cilindro circular de radio unitario con la esfera de radio 2 y centro (—1,0,0).

Solucion:

En cada uno de estos problemas obtendremos un sistema de 2 x 2, claramente no lineal, lo cual
marca la separacion respecto a los contenidos vistos en Algebra Lineal. Tal como la interseccion de
dos planos no paralelos genera una recta en R3, aqui ocurre algo similar: una sola ecuacién cartesiana
en R? define una superficie, el andlogo no lineal al plano. Por lo tanto, ;qué podemos esperar de
la interseccién de dos ecuaciones cartesianas —dos superficies— en R3? Evidentemente un conjunto
unidimensional, una curva.

El simil con lo que se hizo en Algebra Lineal al intersectar planos es el mismo: resolvemos el sistema
sabiendo que en la mayoria de los casos existiran infinitas soluciones, pero este infinito cumple la
caracteristica de que dos variables pueden ser expresadas en funcién de una tercera. A partir de esto
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generamos el parametro ¢ que describira la curva. Esto realizaremos en la mayoria de estos problemas
para encontrar la parametrizacion requerida.

Finalmente, solo para efectos de comprobar los resultados graficaremos las parametrizaciones obte-
nidas. No se requeria esto en el ejercicio, pero se adjunta en la solucion para adquirir una adecuada
comprensién de las curvas de acuerdo a la parametrizacion dada y la interseccién de superficies que
la generan.

(a) La idea es reducir el sistema de ecuaciones que simultdneamente debe cumplirse para obtener
una expresion de un solo pardmetro. Sin embargo, observamos simetria polar en la ecuacién

1,2 _|_ yQ — 4
Entonces, para que se cumpla inmediatamente podemos hacer

xr = 2cos(t)
= 2sen(t)

Nota: definirlo como seno y coseno en vez de coseno y seno es valido pero no se acostumbra.
Luego, si definimos asi x e y, como funciones de ¢, entonces
z = xy = 4sen (t) cos (t)

Es decir,
z = 4sen (2t)

y por lo tanto:

r(t) = (2cos(t),2sen(t),4sen (2t))

Graficamos el resultado obtenido:

(b) Observe que ahora si bien existe una simetria radial, de hacer la misma definicién que en el
problema anterior entrariamos en una contradiccién, puesto que debe cumplirse simultaneamente

que:
z=Vr2+y =14y
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v bajo este reemplazo eso no se cumpliria. Sin embargo, observemos que la idea sigue siendo resolver
este sistema, dejando todas las variables en funcién de otra. En particular, como:

V2t =1+y— (2 +1°) = (1+y)°

Observe que implicitamente y > —1 pues no tiene sentido decir que una raiz adquiere signo negativo.
Trabajando algebraicamente,

x?—1

Ay =1+ 24y oy =

Anéalogamente,
2 +1
2
De esta forma hemos logrado dejar todas las variables expresadas en funcién de solamente un para-
metro. Cambiando este parametro, obtenemos que la curva en cuestion es:

?2—1 t?2+1
r(t) = (¢, s
2 2

z=14+y—>2=

Graficando:

(c) Debe cumplirse ahora simultdneamente que:

5E2+y2 _

Z:LU2

La idea es que ese sistema de 2 X 2 debe quedar expresado en funcién de un conjunto unidimensional.
Nuevamente observamos simetria radial en la primera ecuacion, razén por la cual hacemos:

xr = 2cos(t)
y = 2sen(f)

Entonces, inmediatamente z = 4 cos? (¢), con lo cual

r(t) = (2cos(t),2sen (t),4cos® (t))

Comprobamos graficamente:
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(d) Por resolver el conjunto unidimensional que es solucién de:

y = a°
4yt 422 = 16

Este problema no es tan sencillo como simplemente tomar la tercera ecuacion y definir dos curvas
con simetria radial (polar), ya que se debe cumplir adicionalmente que y = z2. En efecto, utilizando
esto en la segunda ecuacién para resolver el sistema de 2 x 2:

4y 4y + 422 =16

. Qué representa esta ecuacién? En efecto representa una circunferencia, pero para comprenderla
adecuadamente (determinar su centro y su radio) debemos realizar completacién de cuadrados, i.e.

1
dy? + 4y +42% = 4(y2—|—2-§y) + 42?

(3) - ()

1\2 1\2
4 - 422 = 16+4|( -
(y+8) R N (8)
N\’ 1\’
Z = 4 Z
(y+8) b2 +<8)

En otras palabras, esta curva impone necesariamente la presencia de un circulo en cualquier plano
b
paralelo a XY. Podemos hacer ahora la sustitucion:

1 1\’ 1 1\?
y—{—g: 4+ 3 Cos(t)%y:pcos(t)—g donde p = (/4 + 3

Anélogamente,

= 4 + 422

Entonces se sigue que

z = psen (t)
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Entonces,

1 1
x2:pcos(t)—§—>:v::|:\/pcos(t)—§

por lo que aparece una rama positiva y una negativa. ; Como parametrizamos esto? Podemos decir:

Y=Y
donde
1 1
Mo (t) = ( pcos (t) — g P cos (t) — g Psen (t))
1 1
Y2 i ra(t) = (—\/pcos (t) — g P eos (t) — g Psen (t))
Graficando:

(e) Lo primero que debemos partir por hacer es obtener una ecuacién cartesiana para cada una de
las dos superficies. En particular, un cilindro circular unitario centrado en el origen puede ser escrito
como:

4yt =1

y una ecuacion de la esfera de radio 2 con centro en (—1,0,0) corresponde a:
(z4+1)>+y2+22=4
Es decir, debemos resolver el sistema:

P4y’ = 1
(z+1>+y2+22 = 4

El cilindro circular de radio unitario con la esfera de radio 2 y centro (—1,0,0). Podemos restar
ambas ecuaciones para cancelar las y:

(x4+1)7—22+22=3

Entonces,
2r+1+22=3-522=2—-2
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Dada la simetria radial del cilindrio, es sugerente realizar:

x = cos(t)
= sen (t)
Luego,
22 =222 =2[1 —cos(t)]
pero
t
1 — cos (t) = 2sen? <§)

con lo cual

t
2 2
=4 =
z Sen (2>

Observe que el seno siempre es positivo por efecto del cuadrado. Para resolver esta ecuacion correc-
tamente debemos restar y factorizar:

-2 (][ (2] o

Dadas las ecuaciones, es evidente que ambas soluciones sirven. Sin embargo, observe el lector que
dada la periodicidad de seno cualquiera de los dos abarca ambos signos positivo y negativo. Por lo
tanto, nos podemos quedar con una sola. En particular, con la primera:

(1)
r(t) = <cos (£),sen(2), 2 sen (%))

En efecto graficamos esta parametrizacién y se obtiene la curva deseada:

Entonces concluimos que:

'
[

(=
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Problema 4.2: Si dos objetos viajan a través del espacio a través de dos diferentes curvas, suele
ser importante saber cuando colisionaran. (;Colisionard un misil con su objetivo? ;Colisionardn dos
aviones en el cielo?) Suponga que la trayectoria de dos aviones se encuentran dadas por las curvas:

(a) Ty (t) = (83,7t — 12,%) y vy = (4t — 3,12, 5t — 6).

(b) ro(t) = (t,1%,13) y ro = (1 4 2t,1 + 6¢, 1 + 14¢).

para t > 0. ;Ocurrird una catastrofe aérea?

Solucion:

Evidentemente no es una condicién suficiente para una catastrofe que las trazas de los vuelos no
se intersecten (en caso contrario, ocurrirfan desastres aéreos a diario). Lo que realmente tiene que
ocurrir es que desgraciadamente ambos aviones se encuentren en el mismo instante y en el mismo
lugar.

(a) Para determinar si existe una catdstrofe, debemos encontrar ¢ tal que
ry(t) = ra(f)

Si existe solucién para este sistema, ocurrira una desgracia. En caso contrario, los gerentes de ambas
aerolineas (o generales de la fuerza aérea) pueden dormir tranquilos esta noche. Se tiene que cumplir
entonces simultdneamente que:

2 = 4t—3
Tt—12 = {2
2 = 5t—6

o bien,
24t +3=(t—-3)(t—1)=0

P -Tt+12=(t—3)(t—4) =
2 —5t+6=(t—-3)(t—2)=0

Observe que para las tres ecuaciones existe un ¢ que las satisface simultaneamente, t = 3. Luego, la
solucion tunica para este sistema es t = 3 y por lo tanto si ocurrird una catastrofe aérea en dicho
instante.

(b) Andlogamente, debe cumplirse que:

t+1 = 0
t?—6t+1 = 0
B —14t+1 = 0
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Observe que la solucién de la primera ecuacién es t = —1 y para la segunda

t_6i\/36—47£
N 2

—1

por lo cual el sistema es inconsistente. Se concluye que no ocurrird una catéastrofe en este caso.

Problema 4.3:

(a) Las curvas ry (t) = (¢,t%,1%) y ro = (sen (t),sen (2t) ,t) se intersectan en el origen. Determine
su angulo de interseccién.

(b) Demuestre que la curva r(t) = (sen? (t),sen (¢) cos (), cos (t)) con t € [0,2n] pasa dos veces
por el punto (1,0,0). Demuestre que las dos tangentes en ese punto son perpendiculares entre
si.

(¢) Considere una funcién f que satisface f’ = ¢f con ¢ constante.Verifique el vector tangente de
la curva descrita por

r(0)=f(0) <COS€—|— 1,v/2sen6, cos 6 — 1)

subtiende un angulo constante con el plano z = z.

Solucion:

(a) En efecto, por simple inspeccién se observa que se intersectan para t = 0. El 4ngulo de interseccién
puede entenderse como el dangulo que forman los vectores tangentes en dicho punto. La pregunta es,
jcual seria el angulo entre los vectores? Sabemos que la expresion que conecta vectores con dngulos
por excelencia es el producto punto:

r, (0)] |

v, (0) -1, (0) = ‘ r, (O)H cos a

Entonces,
r, (0) -1, (0)
ry (0)[] [[r2 (0)]]

Ccos o = ‘

Se hace claro lo que debemos calcular:

r; (t) = (1,2¢,3t%) — 1, (0) = (1,0,0)

/

1y () = (cos (t),2cos (2t),1) — 1y (0) = (1,2,1)

1 _1(1>
COS(x = —= —» | (X = COS —

V6 V6

(b) Para demostrar esta condicién debemos encontrar dos ¢ en [0, 27| tales que:

Concluimos entonces:
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sen? (t) sen? (t) 1
sen (t)cos(t) | = [ ssen(2t) | = [0
cos (t) cos (t) 0

s T
La primera ecuacion sugiere que t = 5 yt= - En este ltimo valor el seno vale —1 pero por efecto

del cuadrado se obtiene su valor positivo.

s 3
Luego, se sigue que cos <§> = cos (7) = 0 y por lo tanto las segundas coordenadas se anulan.

Concluimos entonces que en efecto existen dos intersecciones en este intervalo. Ahora debemos calcu-
lar las tangentes en dichos puntos y demostrar que son ortogonales. Para ello, por observacion grafica
se puede notar que basta demostrar que los vectores directores de las rectas tangentes, dados por
1’ (t) son ortogonales, i.e. debemos demostrar que:

A(TY . (3T =
g <2> r <2 ) =0
Calculando 1/ (¢):

/ 2sen (t) cos (t) om 0  (3n 0
v’ (t) = fosseféfz) —r (—) = :1 S ( )

Se sigue de inmediato lo que se desea probar:

T 3T
r’ (—) r—=]=0 N
2 2
(c) Primero partamos comprendiendo qué es lo que se desea demostrar. Buscamos demostrar que:

Qapqn = Cte.

Es decir, no es una funcion que dependa de . Para ello, debemos realizar una conexién entre el
angulo y una operacion vectorial. La operacion vectorial por excelencia es el producto punto. En
otras palabras, tenemos que demostrar que:

r () n

, =
[ ()] [[m]

cos (ap 1) = cte.

Puede generar dudas hacer esto ya que el angulo que obtendriamos seria el angulo entre la normal y
el vector. Sin embargo, por complementariedad de dngulo notamos que si este es constante, entonces
el angulo involucrado en el enunciado también lo es. Por simple inspeccion se pude determinar que:

n= (1707 _1) — ||Il|| - \/5

Ahora bien, debemos derivar r (6). Para ello, se recomienda nota que si decimos:

u(f) = (cos<9+ 1,v2sen#, cos 6 — 1)
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Entonces, se puede demostrar simplemente observando la primera componente que:

r'(0) = f(O)u(0)+f(0)u(0)
= c¢f (0)u () + f () v’ (0) + enunciado
f(0) [eu(6) + ' (6)]

Luego, nuestro problema a evaluar el término en el paréntesis cuadrado. Derivando u () :

— sen (6)
u' (0) = | V2cos (0)
—sen (6)

Entonces,

c(cos@ + 1) —sen(0)
v (0)=f()| cv2senf +/2cosb
¢(cos — 1) — sen (0)

Debemos calcular ||’ (7)]| lo cual en efecto requerird trabajar de forma sistematica:

I (D)1

= f(0) \/02 (cosf 4 1) — 2¢(cosf + 1) sen f + sen? 6 + 2¢2 sen? § + 4csen f cos 0 4 2 cos2 6 + - - -

-2 (cos 0 — 2)° — 2¢(cosf — 1) sen § + sen? 0

Observe que:

2¢(cosf 4 1)senf + 2¢(cosf —1)senf = 2csen® (cosh+ 1+ cosh — 1)
= 4ccos(0)sen (0)

Reordenando:

I (O)]]

(0) \/02 (cosf + 1)* —4csentcos 0 + 2sen? 0 + 2¢2 sen? 0 + desentcos f + 2 cos? 6 + ¢2 (cosf — 1

S
= f(0)V2cos?0 + 2eeost + 1 + 22 sen? 0 + 2 cos? f—2ecos0 + 1 + 2
f(0)vV2e +4

Por su parte,

(@) n = f(0)[c(cosf+1)—senf —c(cosf — 1)+ sen 6]
= 2cf(9)

Observe que de por si el producto punto no es constante, e incluso aunque lo fuera esto no garantiza
que el angulo sea constante pues el producto de la norma de los vectores podria no serlo. En efecto,
hay que calcular:

r' () -n _ 2¢f (0)
[ (O)]| |[m]] V21 (0) V22 + 4

c2+2

con lo cual probamos que es constante. B En efecto, notemos que:

f’(Q):cf(Q)%%:cfﬁgzcdﬁ
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Integrando a ambos lados:
In(f)=c0+k— f(0) =koe? conky=ec"

Digamos entonces que f (§) = €’ graficando la curva y el plano para ¢ = 3:

Observe que no solo la curva mantiene un angulo constante con el plano, si no que ademas esta
contenida en este.

Problema 4.4: Considere la hélice r (t) = (cos (t),sen (t), e').

(a) Determine la ecuacién de su recta tangente en t = 0.

(b) Pruebe que la interseccién de cualquier recta tangente a la curva con el plano XY entrega un
punto sobre el circulo z2 + y? = 2.

(c) Determine en qué punto (de existir) la curva atraviesa perpendicularmente al plano Y Z.

Soluciodn:

(a) La recta tangente tiene como direccién a r’ (t) y como posicién a r (ty), luego:
¢ r(0)+ A’ (0)

Es completamente explicito lo que hay que calcular. Tenemos que:

' (t) = (—sen(t),cos (t),€') = r' (0) = (0,1,1)

Adicionalmente,
r(0) =(1,0,1)
Con esto se tiene que:
1 0
C: 0] +A|1
1 1

Graficando:
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(b) Lo primero que debiésemos hacer es calcular “cualquier recta tangente” a la curva. Esto es sencillo
pues ya lo hicimos,

cost — sen (t)
¢ [sent ]| + A | cos(t)
el el

Al intersectar con el plano XY es equivalente a tener que A = 0. De esta forma, buscamos que:
el =0—=A=-1

Nota: Observe que t puede considerarse fijo una vez obtenida la recta pues para €l se calcula la
recta tangente en dicho instante. Al intersectar esta recta con el plano XY buscamos ahora que el
parametro de la recta, A, busque la condicion pedida.

Luego, en las otras coordenadas debera cumplirse que:
x(t) =cos(t)+sen(t) =0

y(t) =cos(t) —sen(t) =0

Para demostrar lo pedido basta probar que, como t es cualquiera, x (t)2 + 42 (t) = 2 independiente
del valor de t (i.e. la interseccién estd contenida en una circunferencia de radio v/2). De esta forma,

22 (t) +y*(t) = (cost+sent)” + (cost —sent)?
= cos’t+ 2sentcost +sen’t + cos’t — 2sent cost + sen’t
= 2cos’t + 2sen’t
= 2

demostrando asi lo pedido. B En la figura anterior se traz6 una recta tangente junto a la circunferencia
en cuestion para probar el hecho.

(c) La primera pregunta es, jcémo podemos describir el hecho de intersectar al plano Y Z de forma
perpendicular? El plano Y Z esta caracterizado por x = 0. Vectorialmente, se puede entender como
que la normal de este plano debe ser paralela al vector tangente en dicho punto de interseccién.
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Entonces, primero busquemos los puntos de interseccidn, i.e. la coordenada x de la curva r (t) (ojo:
ahora estamos intersectando la curva, no la recta tangente) debe ser igual a cero:

2k+1)m

5 conkeZ

—cos(t)=0—1t=

Calculamos ahora el vector tangente para estos puntos:

v 2k+ 1) — (e 2k+1)7 o 2k+1)7 J(2b+1)/2
2 2 ’ 2 ’
_ <(_1)k+1 0, €(2k+1)7r/2)

La normal al plano Y Z es (1,0,0), con lo cual buscamos que:

(_1>k+1 1
0 =al0
o(2k+1)7/2 0

Es evidente que este sistema no tiene solucién para ningiin k£ entero pues seria inconsistente: la
exponencial nunca se anula, lo cual impone que a = 0, en cambio para la primera componente
a = —1 6 1 segun corresponda. Concluimos entonces que no existen dichos puntos. En efecto, se
puede comprobar graficamente en la figura planteada en la parte (a) pues la exponencial cortara al
plano de forma siempre tangente.

Problema 4.5:

(a) Considere la curva definida por la ecuacién
22
r(t) = (t sen t, tcost, %_t?’ﬂ)

con t € [0, 27]. Calcule el largo y la masa de la curva, sabiendo que su densidad viene dada por
la ecuacién p (z,y, 2) = 22 + 3.

(b) Considere la curva r (t) = (acost,asent, ft). La curva que resulta es una hélice circular para
la cual definimos ty = 0 como el origen de la curva. Demuestre que su reparametrizacién en
longitud de arco viene dada por:

S

s Bs
\/maﬁsen \/a2—|—/62, \/042—|—52>

r(s)= (& cos

Solucion:

(a) Recordemos lo visto anteriormente: en R? el largo de una curva podia entenderse como:
((y) = / d¢ donde d¢ = y/(dz)? + (dy)?
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Es muy fécil entonces razonar analogamente a partir de lo que estamos midiendo y concluir que:

de = \/(dx)2+(dy)2+(dz)2

= Va'(t) +y (1) + (1)
= I (&)l dt

Entonces,
ly
(= / I ()] dt
t;

Reemplazando con la ecuacién dada, requerimos calcular r’ (¢) en primer lugar:

sen (t) + t cos (1)
v’ (t) = [ cos(t) — tsen (1)

\/§t1/2

Luego,

It ()] = \/(sent—l—tcost)2—|—(cost—tsent)+2t
= sen2t + 2tsentcost + t2cos?t + cos2t — 2t sent cost + t2sen? t + 2t

Vi2+2t+1

Se sigue que:
dl=(t+1)dt

pues estamos integrando para t > 0. Finalmente,

0 =27 + 2n]

De la misma forma, recordamos que la masa de cualquier objeto viene dada por:

M:/dm

En este caso, dm = pd¢ donde p = p (z,y, z) lo evaluamos en los puntos por los cuales pasa la curva,
ie.

p = p(r(t) =t*cos’t+ t*sen’t
— 42

Entonces,
dm =t*(t +1)dt = £* + 2 dt

Integrando de cero a 27:

| M = 47" + 277

(b) Recordemos que una curva arcoparametrizada es una curva descrita por una parametrizacién
Unica para ella cuya caracteristica es que el parametro queda descrito como una funcién de su largo,
ie.

r: [0,/ — R
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donde £ es el largo total de la traza de la curva (el cual se puede obtener sobre cualquier parametriza-
ci6n). Buscamos un pardametro s que mida efectivamente el largo de la curva dada una parametrizacién
cualquiera desde ¢; hasta ¢ :

¢
S(t):/Hr'(T)HdT con t; <t <ty
ti

En este caso,
r' (t) = (—asent,acost, §)

Entonces,

'@ = a?sen2t+ a?cos?t + (32
Vva?+ p?

De esta forma, suponiendo que t; = 0, entonces:

s(t) = /Ot\/oﬂ—i—ﬁ?dT
= a2+ 32t

Aqui surge el paso clave para determinar el arcopardmetro, si s es invertible, podemos facilmente

determinar s~! (¢). En otras palabras,
s

En otras palabras, hacemos el reemplazo:

r(t) —»r(t(s) =r(s)

Haciéndolo, finalmente se tiene que:

r(s) = (acos;,ﬁsen i : Bs )
Va2 + 2 Var+ 32 /a2 + B2

Problema 4.6:

!
@l

(b) Utilice lo anterior para demostrar que si el vector r (t) es siempre perpendicular a su vector
r’ (t) para todo t, entonces la curva yace en una esfera de radio ||r (¢)|| y centro en el origen.

(a) Sir(t)# 0, demuestre que 4 |lr ()]l

pm r(t)-r'(t).

(c) Considere ahora una curva f (s) cualquiera parametrizada por longitud de arco. Demuestre que
f” (s) es ortogonal al vector f’ (s) para todo s € I.

t
r(t) = (1 + sen t,cost,2sen (5))

Demuestre que es una curva esférica y determine su radio.

(d) Dada la curva paramétrica
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Solucion:

(a) En este tipo de problemas en los cuales se involucra la derivacion de norma, siempre resulta
pertinente recordar la definiciéon de norma en términos del producto punto, i.e.

Entonces,
d d

1
T Ilr (t)|| = m& [ (t) r(t)]

Sin mayor dificultad, observando la primera componente, podemos notar que:

% [a(t)- b ()] =a'(t)-b(t) +a(t)-b(t)
Entonces,

d / /

o (&) -r(t)] = '(t)-v(t)+r(t)- ')

= 2r(t)-r'(¢)

Con lo cual concluimos que:

es un vector unitario. De esta forma,

r(t)-r'(t) = [[r'(t)] cosa

[ (2]

donde « es el dngulo entre r y r’. En efecto, el producto punto de un vector v con uno n unitario
mide cuanto vale la proyeccion de v sobre n. Se sigue entonces que

Alfe(®)]l = [I'(t)] cos o At

Este resultado es completamente razonable: la variacion en la medida de un vector viene dada por la
proyeccion de la tangente (hacia donde estd apuntando) sobre el mismo vector posicién, ya que esta
proyeccion indica la disminucion instantanea del vector.

(b) Siguiendo la interpretacion geométrica: si r'(t) es ortogonal a r(t) en todo punto entonces la
proyeccién de r'(t) sobre r (¢) es nula, de modo que esperamos que ||r (¢)|| no aumente ni disminuya
en el tiempo.
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En efecto, de la férmula anterior, si r'(¢) - r(¢) = 0 dada la ortogonalidad, entonces:

d el

S0 e () = c

donde ¢ € R fijo. Conocido r (¢y) con ¢, cualquiera, entonces:

¢ = [lr (to)]]

En efecto, la curva describe una coleccién de puntos cuya distancia al origen (la norma de vector)
es constante. Por lo tanto la curva es esférica con radio ¢ ya determinado y centro en el origen,
demostrando asi lo pedido. B

(c) Siguiendo lo anterior, queremos demostrar que:
f(s) - f'(s) =0
Pero, de forma analoga, a lo que hicimos anteriormente, es facil notar que:

£(5) F'(5) = 5 o IF(5)°

En otras palabras, observe que si demostramos que ||f'(s)||” es constante, entonces habremos demos-
trado lo pedido. Pero,

o

Por regla de la cadena,

£ Cldfde?

S|t ds
dada una parametrizacién diferenciable cualquiera de f tal que f'(t) # 0 para todo t. Luego, observe
que:

df dt 1
= f(t -
TR R T

donde la segunda igualdad se deriva directamente de aplicar derivacion por Teorema Fundamental
del Calculo a la definicién de arcopardametro s(t). Luego,

af  f'(t)

ds  [[E@)]

el cual es un vector unitario, por lo cual ||f'(s)||* = 1 para todo s. Esto implica que

1d 2
7 / e _
() £/(5) = 5o I1F(5)]
demostrando asi lo pedido. B

(d) Partamos comprendiendo el concepto de curva esférica: una curva es esférica si todos los puntos
de ella equidistan de uno llamado centro. Entonces, una curva r(t) es esférica si existe un ry € R3
fijo tal que:

[r(t) —rol| = ¢
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con ¢ constante. Si contamos con una parametrizacion de la curva diferenciable, podemos demostrar
entonces que:

d 2
—||r(t) —rof|" =0
= [l (t) — xol
Observe entonces que el problema no es tan sencillo como demostrar que

d|r(t)]

a0

pues los puntos pueden equidistar de cualquier otro punto ry, no necesariamente del origen. Tenemos
adicionalmente que:

d 9 d
S le(®) —xoll? = (x(t) = xo) - (x(t) — x0)

= 2(r(t) —x0) - (x(t) — o)
= /(1) (x(t) — 7o)

Entonces, si demostramos que existe rq tal que r'(¢) - (r(f) —ry) = 0 habremos demostrado asi lo
pedido. Pero demostrar esto es equivalente a demostrar que:

v'(t)-r(t) —1'(t) - rg=0

Calculemos en primer lugar r/(?):
cost
r'(t)= | —sent
cos (%)
Luego, calculando el producto punto con r'(t):

r(t)-r'(t) = cost + sen ¢

Necesitamos encontrar un ry tal que r'(t) - ro = cost + sen t. De esta forma, ambos términos se
cancelarian y habriamos demostrado lo pedido. En efecto, se puede demostrar por simple inspeccién
que si existe uno y es ro = (1,—1,0).

Luego, hemos demostrado que el ry encontrado cumple que:
d 2
—|r(t) = ro["=0 N
= [(t) — xo]

Por lo tanto, la curva es esférica de centro (1, —1,0). Determinar su radio es sencillo, pues en efecto
sabemos cualquier punto de la curva. En particular,

r(0) = (1,1,0)

De modo que: r (0) —ry = (0,2,0) — ||r (0) — ro|| = 2. Por lo tanto, el radio de dicha esfera es 2.
Graficando la situacion, se observa como todo se cumple a cabalidad:
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Problema 4.7: Demuestre que la curva parametrizada como:
r(t) = (sen’t,sentcost, cost)

con t € [0, 27| esta contenida en una esfera y que todos los planos normales a dicha curva contienen
al origen.

Solucioén:
Derivando una vez:
r' (t) = (2sent cost,cos®t — sen”t, — sent)
Luego, r (t) - ' (t) = 2sen®t cost + sent cos®t — sen®t cost — sent cost. Reordenando un poco los

términos,

r(t)-r'(t) = sen®t cost+sent cos®t —sent cost
= sent cost (sen2 t + cos® t) —sent cost
= 0

Por lo tanto, usando el problema anterior concluimos que estd contenida en una esfera.

Para la segunda parte recordamos que una posible parametrizacion vectorial del plano tangente en
t =ty es:
' (to) - (x =1 (o) =0 =1 (to) - x=1"(ty) - T (to)

Para que pase por el origen, entonces la distancia del origen al plano debe ser nula. A partir de la
formula distancia punto—plano podemos notar entonces que basta entonces probar que:

I', (to) - r (to) =0
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que ya lo demostramos para la parte anterior para cualquier ¢, del a curva. Por lo tanto, quedan
demostradas ambas condiciones. Il

Problema 4.8:

(a) Reparametrice la curva 7 (t) = (e' cos (t), e sen (t), e") con —oo < t < 0o tomando como nuevo
parametro la longitud de arco. ;Cual es su longitud de la curva de —oo a 07

(b) Sea o : R — R? la curva resultante al proyectar esta curva sobre el plano XY. Demuestre que
el dngulo entre d (t) y & (t) es constante.

Solucion:
(a) Debemos entonces determinar el arcopardametro, tomando como punto inicial —oo. Calculando,

el cos (t) — e’ sen (1)
7(t) = | e'sen (t) + e cos (t)

et

— 7 @) = e2cos? (t) — 2e2tsen () cos (t) + e2sen?(t) + e2tsen? (t) + - - -
-+« + 2e? sen (t) cos (t) + €% cos? (t) + e?

Simplificando:

I70)1 = V3e = Ve
Integrando,

t

E——00

¢
s(t) = / V3eTdr =3 lim €7
V3e

t

En efecto, el largo de la curva de —oo a 0 es finito y se tiene que viene dado por:

0=5(0)=3

Finalmente,

S
t=1In—

V3

Reemplazando, obtenemos la arcoparametrizacion deseada:

V(s) = (%cos (111%)7%3611 (ln%>7%>
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(b) Queremos demostrar que el dangulo entre @ (t) y a’(t) es constante para todo t. Por lo visto
en un problema anterior sabemos que esto no es equivalente a demostrar que su producto punto es
constante. Por demostrar que:

at)-at)

EOIEGI

donde ¢ no depende de t. Partamos por determinar @(t). Al proyectar sobre el plano XY, lo tinico
que debemos hacer es igualar la componente z de la curva a cero. De esta forma,

C

a@(t) = (e'cos(t),e sen(t),0)

curva que evidentemente representa un espiral plano. Es facil derivar la curva pues basta tomar las
primeras componentes de a’(t):

e’ cos (t) — e’ sen (t)
a'(t) = | e'sen (t) + €' cos (t)

0

Entonces,

la@) = ¢

l& @) = vae
y

a(t)-a'(t) = e*cos®(t) —e*sen (t)cos (t) + e* sen? (t) + e* sen (t) cos (t)
.
Con ello,
a(t)-a'(t) e?t 1

laonaml - vzer V2

constante, no dependiente de ¢, para todo t. B

Problema 4.9: Determine el punto de interseccién de las curvas vy (t) = (t,1 —t,3 + %) y ra () =
(3 —t,t —2,t?) y el dngulo formado por sus tangentes en dicho punto.

Solucion:

Para resolver esto tenemos que resolver el sistema:

t = 3—s
1—-t = s—2
3412 = 42

poniendo parametros distintos pues cada curva tiene su parametrizacién independiente.

Observe que si sumamos las primeras dos ecuaciones obtenemos que 1 = 1, lo cual indica que la
primera y la segunda ecuacién son redundantes. Por lo tanto, el sistema o tiene solucién unica o no
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tiene soluciéon (en dicho caso las trazas de la curva no se cortan). Reemplazando con ¢ en la segunda
ecuacion:
34(3-5)°=6>234+9-6s5+5=5>—>5=2

Luego, t = 1 y se validan las tres ecuaciones. Finalmente, el punto de interseccién es p = (1,0,4).
Calculando las rectas tangentes y tomando el producto punto obtenemos el dngulo:

(1)1 (2) =(1,-1,2) - (—=1,1,4) =6

Es decir,

6
cos o = —>6\/§cosoz:6

Despejando,

)

. = arc cos (

Problema 4.10: [Propuesto] Demuestre que el camino mds corto entre dos puntos p y q cuales-
quiera en R3 es la curvar : [0,1] — R3 tal que r (t) = tq+ (1 — t) p (es decir, la linea recta que une
los puntos). Sea f : [a,b] — R3 un camino de clase C* tal que f (a) =p y £ (b) = q.

(a) Sea v un vector unitario en R®. Considere la funcién ¢ : [a,b] — R dada por ¢ (t) = r/(t) - v.
Demuestre que:

/ p(t)dt=(a—p)-v

(b) Demuestre, utilizando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, que:

[ewar< [ wia

q—p
la — p||

la—pl < £(f)

(c) Considere el vector unitario v = para demostrar que

(d) Concluya que la distancia més corta de q a p es la linea recta que une los puntos.

4.2. Propiedades geométricas de curvas

En esta seccion estudiaremos las diversas propiedades geométricas diferenciales de las curvas. Segui-
remos una estructura logica guiada segun los ejercicios.

Ya descubrimos que para una curva con parametrizaciéon r(t) diferenciable tal que r'(¢f) # 0 la
direccién de su recta tangente viene dada por r/(t). Luego, r'(t) define una direccién tangente que
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para nuestros propoésitos de estudio interesa definir en su forma unitaria. Es por esta razén que se
define el vector tangente a r (¢) en ¢ como:

/
T() = S0
kol
pero, por definiciéon de derivada:
dr dt
T(t) = ——
(®) dt ds

Es decir, conocido el arcoparametro, el vector tangente se obtiene de forma directa a través de la
derivacion, sin necesidad de dividir por la norma, la cual es unitaria:

dr
T(s) =—
(5) =35
Dado que T es un vector siempre unitario, entonces por lo visto anteriormente sabemos que:
d||T)> 4T
dITIE _odT p g
ds ds

Es decir, dT/ds y T son vectores ortogonales’. Ahora bien, la norma del vector dT/ds es una medida
de qué tan rapido cambia la direccion del vector T versus el parametro s. Si la norma de este vector es
mas grande, T cambia de una forma muy rapida, por lo cual la curva se ve “mas curvada”. Dado que
el arcoparametro es Unico, es pertinente definir la curvatura de una curva dos veces diferenciable
como:

dT
0= |5

pues de esta forma podemos comparar la curvatura de dos curvas a partir de un pardmetro tinico. Si
dejaramos la curvatura en funcién de una parametrizacién cualquiera podemos obtener una curvatura
mayor que versus la arcoparametrizacién. La parametrizacion por longitud de arco en efecto nos
permite efectivamente comparar de forma correcta la traza de dos curvas sin generar distorsiones por
la forma en que son parametrizadas.

Sabemos que dT/ds y T son ortogonales. De la misma forma, para una parametrizaciéon diferenciable
cualquiera dT'/dt y T también son ortogonales. Luego, dT/dt genera una nueva direccién ortogonal
a T que genera la direccién instantanea en la cual T esta cambiando. Es decir, fisicamente se puede
entender como la direccion en la cual instantdneamente T esta acelerando.

Nuevamente, bajo la légica de que nos interesa generar direcciones unitarias, definimos el vector
normal para una parametrizacién cualquiera dos veces diferenciable (incluido el arcoparametro)
como:

T
N = T

Para una posicién r(t) cualquiera hemos obtenido dos vectores ortogonales y normales. Para com-
pletar una base ortonormal con estos dos vectores, T y N, podemos tomar el producto cruz entre
ambos, obteniendo un vector ortogonal ambos y unitario. Se define el vector binormal como:

B(t) = T(t) x N (1)

9Esta es una propiedad ampliamente utilizada en Cinemética: la derivada de todo vector unitario es ortogonal al
vector.
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A partir de la base, se puede obtener la ecuacién de planos que aproximan diferencialmente a la curva
en un punto dado. Se define el plano normal a la curva como aquel plano que la curva atraviesa
perpendicularmente en un instante ¢ cualquiera. Es evidente entonces que la normal a este plano es
el vector tangente, de modo que:

IIr (t) = {x € R’ : T(t)-[x—r(t)] =0}

Asimismo, se define el plano osculador!® como aquel plano que localmente contiene a la curva. Es
decir, este plano contiene a la direccién tangente y a la direcciéon normal. Por lo tanto, la normal de
este plano es el vector binormal. Luego,

Ip(t)={x€eR® : B(t)- x—r(t)] =0}

Para completar los planos que es posible generar, se define el plano tangente o plano rectificante
como:

In(t)={xeR’: N(t)-[x—r(t)] =0}

A partir de estas definiciones bésicas trabajaremos en los problemas a continuacion.

Problema 4.11: Determine los vectores T, N y B para la curva

r(t) = (t2, ;t?’,t)

2
en el punto (1, 3’ 1).

Solucion:

Practicamente por inspeccién, el punto deseado en funcién del parametro corresponde a t = 1. Luego,
determinar estos vectores no es mas que aplicar directamente la férmula.

Calculamos la primera y la segunda derivadas, las cuales son las requeridas para nuestros calculos:
v (t) = (2t,2t*,1) =1’ (1) = (2,2, 1)

v (t) = (2,4t,0) — 1" (1) = (2,4,0)

Es decir,

(1) 1

O

Calculamos el producto cruz entre los vectores:

T (1) 2,2,1)

5(77

r' (1) xr” (1) = (—4,2,4) = 2(-2,1,2)

Luego,

Y1) < (1)
B = o< (]

1073 palabra osculador viene del latin osculum, que significa “beso”. Es decir, el plano osculador es un plano que
“besa” a la curva en dicho punto.

(—2,1,2)

W
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Finalmente, sabemos que:

Problema 4.12:

(a) Encuentre las ecuaciones del plano normal y osculador para la curva de interseccién de los
cilindros parabdlicos z = 4* y z = 22 en el punto (1,1, 1).

(b) ¢En qué punto de la curvar (t) = (¢, 3t, t*) el plano normal es paralelo al plano 6z+6y—8z = 17

(c) Muestre que el plano osculador en cada punto de la curva r () = (t + 2,1 — ¢,¢*/2) es el mismo
plano. ;Qué puede concluir sobre el comportamiento de la curva?

Solucion:

(a) Partimos parametrizando la curva notando que debe satisfacerse simultaneamente el sistema:

Entonces, una parametrizacion posible es
r(t) = (£*,t,t

De esta forma, se obtiene el punto (1,1,1) evaluando en ¢ = 1. Calculando el vector tangente para
obtener el plano normal, derivamos:

v (t) = (2t,1,48%) — ||r' ()]| = V1 + 412 + 16t

Entonces,

2t,1, 4¢3

T (t) = (24,1,48) — T
V1 + 412 + 16t6

Con lo cual la ecuacion del plano normal es:

(2,1,4) (2,1,4)
V21 V21

‘HT : 2x—|—y—|—4z:7‘

=(1,1,1)-

Ahora bien, para calcular el vector binormal requerimos primero calcular el vector normal. Entonces,
aplicando la definicién:
T (¢
N (t) = #

1T ()]
Podemos obtener por célculo directo que:

v101 - 21

N =5

(=31, —26,22)
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Entonces,

1
B(l) = —(6,—8,—-1
(1) = o (6.-8,1)
con lo cual,
‘HB : 6$—8y—z+3:0‘
Graficando:

(F il

s
77,
J,/

& 15

(b) Para calcular el plano normal basta obtener 1’ (t), paralelo al vector normal. Es decir,
' (t) = (3t%,3,4¢%)
Luego, buscamos ¢ para el cual existe a € R tal que
r'(t) = an

siendo n la normal del plano. En este caso, por simple inspeccién n = (6,6, —8). Con lo cual, debemos
resolver el sistema:

32 = 6o
3 = 6«
42 = —8a

De la segunda ecuacién se sigue que « = 1/2. Por lo tanto, basta notar que para que queden
satisfechas todas las ecuaciones. En efecto, graficando:
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A

(c) Calculamos paso a paso el plano osculador en cada punto de la curva. Se tiene que:

r' (t) = (1,-1,2t)

Entonces,
I (DI = v2 + 4t?
Es decir,
T (t) — (17 _17 2t>
V2 + 4t?
Derivamos para obtener N (¢):
T (t) = (d;) (1,-1 21t)+M
dt /2 442 T 2 + 42
4t (0,0,2)
= —(1,-1,2t) + ——=
(2+4t2)3/2( ) V2 A
(448,224 4%) — 8t2)
(2 + 42)%/?
(4, 4t,4)
(2 4 4¢2)*
Entonces,
1 4
T ()| = ———5 V16 + 3212 = ————V 1+ 212

(2 + 412)/* (2 + 412)/?

Por lo tanto,
V1 + 2t
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Con ello,

] i j k
B(t) = TO)xN({t)=——1|1 —1 2
V2(+2) |, ]
—1 -2t
= v —1 —92¢2 :ﬂ

V2(1+2e) \ V2

Por lo tanto, nuestra primera observacién es que el vector binormal en todo punto es constante. Es
decir, la normal del plano osculador no varia. La ecuacién del plano osculador viene dada por:

Mg () : B-(x—r(t) =0

Solo nos falta demostrar que independiente del vector posicién los planos son los mismos. ;Cémo
demostrabamos que dos planos eran coincidentes? Graficamente se podia determinar que bastaba
probar que:

= n; Xny = 0. Es decir, que las normales eran paralelas. Esto en este caso lo tenemos garantizado.

» (p; — p2) -n; = 0. Es decir, que p; — ps fuera una direccién contenida dentro del plano. Sean
t1 y to puntos de la curva cualesquiera tales que t; # t5. Entonces,

t1 — to
I'(tl)—r(tg): to — 11 —>B[r(t1)—r(t2)]:O
(t — ) /2

Se sigue entonces que los planos son coincidentes. Esto prueba que la curva es plana. Es decir, que
todo punto de la curva esté contenido en un mismo plano.

En efecto, el plano que contiene a la curva es el plano osculador en cualquier punto y esto puede
comprobarse de forma sencilla con el camino gréafico considerando que el plano osculador en este caso
puede representarse para t = 0 (y por lo tanto para todo punto en la curva) como:

—r—y=-3—|llg : x—l—y:?)‘

Graficando:
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Problema 4.13:

(a) Demuestre que para una curva parametrizada por r(¢) dos veces diferenciable la curvatura

puede expresarse como:
_ " () x e (@]

e ()11

K (1)

(b) Demuestre que para una curva cualquiera:

dT

— = kN.
ds &

(c) Demuestre que para una curva paramétrica plana en R? la curvatura puede expresarse como

_ 0y — v (02 ()
(02 + v 07

y con esto calcule la curvatura de la circunferencia v (t) = (r cos (t),r sen (t)).

K (t)

Solucion:

(a) Para todas las propiedades geométricas de las curvas existen expresiones de este estilo. En este
problema determinaremos unas de las mas sencillas, que es la curvatura. Partamos de lo basico que
es la definicién de curvatura:

dT dT dt
rls) = Hd_ = ‘ it ds
por regla de la cadena. Luego,
/-i(t) - ; d_T
[e ()1 1] dt

Dado que en la expresion final si aparece la norma del vector derivada, entonces solo debemos
concentrar nuestros esfuerzos en determinar una expresion para la norma de la derivada del vector
tangente.

Partamos de la definicién de vector tangente:

RO

Derivando:

() = WT () + I 0] T (1)
———

(*)
Observe que (x) lo calculamos en un problema anterior, por lo cual se aplicé directamente. Ahora
bien, observe que si multiplicamos vectorialmente por r' (¢) = ||r’ (¢)|| T (¢) tenemos que:

v (1) xx’ (1) =t/ (1) () T (8) x T (1) + X' ()] T' () x T (1)
= ¥'®)° T (t) x T (¢)
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Tomando la norma conseguimos la norma de T’ (), que es precisamente lo que requerimos calcular.
De esta forma,

I (&) < " (O] = I’ ()]

Pero T’ (t) es perpendicular a T pues T’ () = ||'T' (¢)|| N por definicién de vector normal, y los vec-
tores tangente y normal son perpendiculares. Luego, sen @ = 1 y se puede despejar inmediatamente
lo que buscamos:

' H [x () x =" (2)]]

|r’ t)||”

Reemplazando en la definicién de curvatura concluimos:

dT
_tH |'T|| sen «

SOOI
- 3

[ @)
(b) Observaremos que esto es més directo de lo que parece. Partamos considerando que como

{B, T, N}forman una base ortonormal para todo s, entonces existen constante «, (3,7 reales tales
que

T
— =aB+ T + 9N
ds

Pero dT'/ds y T son perpendiculares pues T es unitario. Luego, tomando producto punto con T a
ambos lados de la ecuacién, se tiene que:

T
(ji = aB-T+3T - T+yN-T

s

- 8

Entonces, § = 0. Adicionalmente,
dT dT dT
-B = T x N T. (N x —

ds ds A )= ( s )

Aqui es donde realizamos la observacién importante de la demostracién: N x dT'/ds = 0 pues de la
definicién de vector normal:

T’ (s)
1T (s)I

pues son vectores paralelos. Entonces, & = 0 y por lo tanto:

N_

dT

- AN
ds "

Por simple inspeccién de la pentltima ecuacion presentada, notamos que:
dT
ds

= k (s), demostrando asi lo pedido. B

ds

y por definicién
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(c) Uno de los problemas de utilizar la férmula deducida en (a) es que esta solo funciona en R?® pues
el producto cruz no estd definido en R?. Sin embargo, una curva en R? puede entenderse como una
curva cuya componente z es nula o constante. De esta forma, podemos decir que:

x T x" (t)
rt)=y@®) | =rO=|y@O) ] =>1"O) =y 1
0 0 0

Con lo cual, o
i j k 0
v () x2"(t)=|2" ¢y 0]= 0
0 x’y” . x”y’

Luego, es directo que:
[ (t) x x" ()] = 2" (£) y" (t) — 2" () ¥ ()]

I @O = [ )% +y 14

Reemplazando en la definiciéon de curvatura, finalmente se tiene que:

00—y 00| g
(e +y/ (07"

R (1) =

Utilizando esto para (rcost,r sen t) derivamos:
' (t) = (—rsen t,rcost)
— 1" (t) = (—rcost,—r sen t)

Reemplazando,
|72 sen? t + r? cos? t|
[r2sen? ¢ + 12 cos? t]*/?

1
r

k(t) =

— |k (t) =

Acabamos de determinar que para una circunferencia plana de radio r la curvatura viene dada por:

1 1
K=——r=—
r K
Esto precisamente motiva la definicién de radio de curvatura: para una curva v se define el radio de

curvatura como:

N 1

K(s)
Observe que es facil determinar que para una recta cualquiera la curvatura es cero, con lo cual el
radio de curvatura es infinito. Efectivamente, una recta puede entenderse como una circunferencia
de radio infinito. Por lo cual, sin importa si la veamos localmente o de forma lejana, siempre el radio
es tan grande que vemos la circunferencia como una recta en el lugar donde la grafiquemos.

r(s)

De la misma forma, dado que una curva define localmente una circunferencia de radio 1/x, definimos
el circulo osculador (o circunferencia osculatriz) como la circunferencia que localmente aproxima
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a la curva en ¢. Su radio es 1/k y su centro se ubica a 1/x unidades en la direccién N. Es decir, el
centro viene dado por:

c:r(t)—i—%N(t)

Y por lo tanto la circunferencia osculatriz puede expresarse como:

<o ]| - o

(Xw:{xeR3:

Problema 4.14: Determine la ecuacién de una parabola contenida en el plano zy que tenga
curvatura igual a 4 en el origen.

Solucion:

Supongamos que la pardbola es de la forma (¢, at? 4+ bt + ¢,0) para cumplir con todas las especifica-
ciones. Como la parabola debe pasar por el origen, inmediatamente ¢ = 0.

Haciendo uso de la féormula anterior se puede determinar facilmente la curvatura:

[ ()y"(6) o/ (02" (1)
(07 +y 0

R (1) =

Calculamos la primera y segunda derivada:

v’ (t) = (1,2at +b,0) y r"(t)=(1,2a,0)

Es decir,
2a —0
K (0) = |“—3l2
1+ 2]
Luego, a y b deben ser tales que:
2|a
k(0)=———=5 =
0=

Esta ecuacién tiene infinitas soluciones. Centrando la parabola en el origen, hacemos b = 0 y por lo
tanto a = 4+2. Luego, estas son dos de infinitas soluciones posibles.

Problema 4.15: Calcule la curvatura de la cicloide x (t) = ¢t —sen(t), y(t) = 1 — cos(t) con
t € [0, 27]. Determine el punto en que la curvatura de esta curva es minima y calcule su valor.

Solucion:
Derivamos la curva dos veces:

r'(t) = (1—cos(t),sen(t)) y r"(t)=(sen(t),cos(t))
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Si aplicamos la misma férmula anterior obtenemos que:

(1) = |cos (t) — cos? (t) — sen? ()| _ 1
[1—2cos (t) + cos? (t) + sen? ()2 23/2|1 — cos (t)]

Luego, la curvatura es minima cuando el denominador de esta expresién es maximo. Es decir, cuando

cos (t) = —1. Entonces en el intervalo [0, 27| esto se logra en |t = 37/2|. Evaluando,

37r_1
T ) =

Problema 4.16:

(a) Demuestre que dB/ds es perpendicular a B y a T.
(b) Deduzca que existe 7 (s) € R tal que:

dB

E——T(S)N

que se conoce como torsion de la curva. Encuentre una expresién explicita para 7.

(c) Demuestre que si la curva es plana entonces 7 (s) = 0 para todo s.

Solucion:

(a) Esto es equivalente a demostrar que:

Para la primera igualdad observe que como los vectores son unitarios, entonces para todo s € [0, ¢]:
2
IB(s)|” =1

Por lo tanto,

d , _dB
—|IB@)||"=2—-B=0
SIB@IF =27

Para la segunda igualdad, notemos que:

dB d dT dN
— = —(TxN)=— xN+T x —
ds ds< x N) dSX + de

Haciendo producto punto,

dB dT dN
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dT
Pero <d— X N) = (kN x N) = 0 donde se aplicé la definicién de vector normal.
s

Por definicién de producto cruz se tiene que:

dN
( Xd) 0

dB
con lo cual e T = 0, demostrando asi lo pedido. B
s

(b) Como {B(s), T (s),N(s)} forma un conjunto ortonormal para todo s, entonces es condicién
necesaria que exista « (s) € R (pudiendo ser el vector nulo) tal que

dB
= _ N
)
Basta definir « (s) = —7 (s) para llegar a lo pedido. B Para encontrar la expresién explicita basta

notar que N es unitario, de modo que al tomar el producto punto a ambos lados de la ecuacion:

dB dB
E = —T(S)N—>N E = —T(S>
Finalmente,
dB
— N - —
7($) =

(c) Por definicién, si la curva es plana, entonces existe n, p € R? fijos (con n evidentemente no nulo)
tales que para todo s € [0, ¢] se cumple que

Entonces,

Como n es constante, al derivar:

n-r(s)=0—-n-T=0
Derivando nuevamente,

dT

4
Aplicando la definicién de curvatura se tiene que n - kN = 0. Si suponemos que xk = 0 para todo
s, entonces el radio de curvatura es cero y por lo tanto la curva es una recta, razéon por la cual
evidentemente estd contenida en un plano (de hecho, en infinitos). Por el contrario, si la curva si
tiene curvatura, entonces necesariamente por ser curva plana n - N = 0.

n 0

No es pertinente seguir derivando por ahora. Observe que como n es no nulo y ortogonal a T y N,
entonces existe f (s) € R tal que

n=_/(s)B
Pero B es unitario, de modo que § (s) = % ||n|| (constante) para todo s. De esta forma, se sigue que
dB
B=+"1 -9
[nf]— ds
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Por lo tanto, concluimos inmediatamente que 7 (s) = 0. B

Cabe rescatar del problema anterior, que se definié la torsién 7 (s) como el escalar tal que

dB
g = —T (S)N

Entonces, haciendo producto punto a ambos lados con N (recuerde que el vector normal es unitario)
se tiene que:

7(s) =~ N(s)

Demostramos que para una curva plana (que se encuentra contenida en un plano) se cumple que
7 (s) = 0 para todo s. Para una parametrizacion tres veces diferenciable se puede demostrar mediante
un ejercicio similar al anterior que:

'), r" (1), " (1)]
I (2) > x"(2)]”

Se puede demostrar que la expresion reciproca también se cumple del problema anterior, que es lo
que haremos en el siguiente problema.

T(t) =

Problema 4.17: Demuestre la expresion reciproca a la parte (c¢) del problema anterior. Es decir,
demuestre que si la torsion de una curva es cero, entonces esta esta contenida en un plano.

Solucion:

Por definicién la torsién es:

dB
7(s) = -N
ds
Luego, si esta es cero, como N es siempre unitario para una curva suave, tendra que cumplirse que
dB
= _0
ds

Integrando, concluimos que B (s) = By. Es decir, el vector binormal es constante y con valor By.

Dado que,
r' (t) = [l ()| T (t)

entonces como T y B son siempre ortogonales se tendra que:
r'(t)-B=|[r'(t)[|T(t)-B=0

pero como B (t) = By, entonces para todo ¢ tendremos que 1’ (t) - By = 0. Aprovechando la linealidad
de la integral integramos esta 1ltima ecuacion:

t
I'/(t)'B():O—> I‘l(t)dtB(]:

to
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Haciendo r (¢y) = r¢ concluimos que:

(I’(t) —I'()) 'B() =0+ IHB'

Es decir, la curva esta contenida en un plano de posicion ry y posicion By, el que no es mas que su
plano osculador como acabamos de comprobar.

Luego, para demostrar que una curva es plana dada una parametrizacion cualquiera basta probar
que el producto mixto del numerador es cero, i.e. los vectores r/ (¢), r”’(t) y r"(¢) son coplanares. En
los ultimos problemas trabajaremos en base a esto.

Problema 4.18:

14+t 1—1¢2
t b

(a) Demuestre que la curva r (t) = (t, ) es plana.

(b) ;Cémo debe ser la funcién f (t) para que la curva r (t) = (acos (t),a sen (t), f (t)) sea plana?
Dé algunos ejemplos de f (t) que cumplan estas condiciones.

Propuesto: Determine las condiciones para ro (t) = (acosh (t),a senh (t), f (t)).

Solucion:

(a) Demostraremos que para todo t:
I:r/7 I'//7 r///] — O

Calculemos entonces, primero simplificando:

Luego,

Por lo tanto,

() x"(t)=[0 2/t 2/t |=(0,0,0)
0 —6/t* —6/t!

Con lo cual inmediatamente [r', r” "] = 0, demostrando asi lo pedido. B Comprobamos gréaficamen-
te:
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(b) Para que la curva sea plana entonces necesariamente su torsién debe ser cero. Entonces, basta
imponer para f (t) que:
[r/’ I‘//’ I‘///] — O

Derivando:

r'(t) = (—asent acost, f'(t))

" (t) = (—acost,—a sen t, f"(t))
" (t) = (asent,—acost, f"(t))
Haciendo el producto cruz:
i j k —a sen tf"(t) + acostf’(t)
" (t) xr"(t) = |—acost —asent f'(t)|=| asentf’(t)+ acostf”(t)
asent —acost f"(t) a’ cos®t + a®sen’
Entonces,
[ 1" v = a’sen’tf"”(t) — a® sen tcostf”(t) + a® sen tcostf”(t) + a®cos® tf”(t) + o f'(t)
2P0 + a2 (1)

Como a es un escalar cualquiera (no necesariamente nulo), entonces para que la curva sea plana
necesariamente debe cumplirse que para todo ¢:

S+ (5 =0)

Mediante los conocimientos de Ecuaciones Diferenciales se puede demostrar que la solucién de esta
ecuacion diferencial lineal homogénea de tercer orden es:

f(t) = a+ Bcos (t) + v sen (t)
con «, (3, v reales cualesquiera.

Graficando para f (t) =sen (t) y a = 1:
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A partir de estos problemas podemos resumir todas las férmulas geométricas de curvas para una
parametrizacién arbitraria:

a0
lr (@)
v (t) x ' (t)
)

v () x x” ()]
Vector normal: N =B x T.
I () x " (1))
I (8)]°
[x'(),x" (), r"(t)]

e/ (t) < e ()]”

Vector tangente: T =

Vector binormal: B =

Curvatura: k =

s Torsion: 7 =

Problema 4.19: Considere la curva r : [0,27] — R? definida por

4 3
r(t) = -cost,1 —sent,—— cost
3 )

(a) Calcule la curvatura « (t) y la torsién 7 (¢) de r.

(b) Determine los vectores tangente T, normal N y binormal B de la curva r.

Solucion:

(a) Estas preguntas las calculamos a partir de las férmulas ya deducidas para curvatura y torsién a
partir de un parametro arbitrario:
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@ <)l
v @I
(= EOT 0.0

@) = ()]

Requerimos entonces calcular hasta la tercera derivada de r (¢):

k(1)

L4 3
r'(t) = | —=sent,—cost,—sent
) 3

4 3
' (t) = (—g cost,sent, £ 08 t)

4 3
" (t) = <Ssent,cost,—gsent)

Reemplazamos en la curvatura: el denominador es 1 pues ||t/ (¢)|| = 1. Haciendo la expansién de
términos podemos notar que:

¥ (1) x r () = (—g,o, —g) S @) < (@) = 1

En otras palabras,

k(t)=1

para todo t. Ahora calculamos la torsién. Ya sabemos que el denominador es 1. El numerador de la
expresion es:

3 4 4 3
/ " " _ [ _° I R _Z —
[t (t) x " (t)] - 2" (t) = ( 5,O, 5> (5 sent, cost, 7 sen t> 0

Es decir, |7 (t) = 0|. Por lo tanto, la curva es una circunferencia contenida en algin plano (las cir-

cunferencias en R? tienen curvatura constante y torsién nula).

Comentario: Observe que solo se requiere calcular un producto cruz para obtener tanto la curvatura
y la torsion, razon por la cual en esta tipologia de problemas es conveniente y recomendable calcular
tanto las tres derivadas como el producto cruz de la primera y la segunda. El resto del procedimiento
es reemplazar en las féormulas.

(b) Dado que la norma de r’ (¢) es unitaria, entonces,

4 3
T=r'(t) = <—5 sent, — cost, gsent)

Asimismo, como ||r’ () x " (¢)|| = 1 entonces

B=r v - (-Lo-))

Finalmente, podemos calcular N ya sea haciendo el producto cruz entre B y T:

N=BxT= (—30,—1—1)
575
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Problema 4.20:

(a) Para la curva r(t) = (3t — 3,3t 3t +t3) calcule su curvatura y su torsién. Encuentre la
ecuacion del plano osculador en cualquier punto de ella.

(b) Dada la curva paramétrica r (t) = (e, cos (e') ,sen (e')) con 0 < ¢t < oo, parametrice en longitud
de arco y demuestre que 7 + k = 0 para todo t.

Solucion:

(a) Partamos calculando la curvatura y la torsién. Partamos por la curvatura, a través de la definicion:

[ (£) < =" ()]

k(1) =
e (£)]°
Derivando,
' (t) = (3—3¢t%6t,3+3t%)
r’ (t) = (—6t,6,6t)
Luego,
i ik 3612 — 18 — 18¢2
r'(t) xr’(t) = [3-3t2 6t 3+3t2| = [ —18t— 18¢> — 18t + 18¢*
—6t 6 6t 18 — 18t% + 362
2 —1
= 18| -2t
2 4+1
I (&) x " ()] = 18y/(2 — 1) + 465 + (22 + 1)
= 18Vt — 22 4 1+ 42 + 14 4212 + 1
= 18V2t4 + 412 + 2
18v2 (2 + 1)
Asimismo,

’ 3 2 2y 2]/
I @) = [(3 312)° + 362 + (3 + 3t )}
9 9\ 2 3/2
|(3-362)" + 3662 + (3+36%)°]

[0 — 187 + 9¢* + 36> + 9 + 18¢> + 9¢*] 2
— [18+36¢> + 18t4]*/”
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Entonces, ||t/ (¢)||* = 18v/18 (2 + 1)*. Con ello,

(1) = 18vV2(t2+1) 1
P TRV r 1 32+ 1)
1
—| = 3(2+1)°

Ahora calculamos la torsién mediante la férmula

(1) = [e'(8), x"(2), v (2)]

I (2) % x"(8)]*

Nos falta calcular:
" (t) = (—6,0,6)

Observe que esto no es tan tedioso como parece, pues muchas de las cosas ya las tenemos calculadas:

['(t), x"(t),x"()] = [x"(t),x'(),x"(t)]
_ N

= 216

Luego,
1218 1
T(t): 2 (42 2~ 2 2
2182 (12 +1) 3(t2+1)

1
3(t24+1)

—|7(t) =

Para calcular el plano osculador requerimos determinar el vector binormal. Este puede determinarse
a partir de la relacion:

By =~

= | -2t
V22 +1) \ 2y

Como r (t) = (3 — 3t2,6t,3 + 3t%), el plano en cualquier punto viene dado por:

2 —1 x 1—¢2
-2t | - y| -3 2t =0
2 +1 z 1+t

Entonces,
(=1 a—2ty+ (B +1)z=3]— (2= 1) + 20+ (1+)°]
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= P -1a—2y+ (P +1)z=3t"+22+1—t"+ 26> — 1+ 2¢]
— (P —1)z—2y+ (£ +1) 2= 3[4 + 2t

Finalmente,

g (t) : (2 —1)z—2ty+ (* +1) z = 3 [4t* 4 21]

(b) Partamos realizando la parametrizacién en arcoparametro. Se tiene que:

' (t) = (e, —sen (¢") €', cos (') €')

Entonces,
I’ (£)|| = e'y/1 + sen? (et) + cos? (et)
= [It’ ()] = v2¢!
Integrando,
s(t) = \/§/t67d7'—> s(t)=v2 (e 1)
0
Despejando, t = In (% — 1). Luego,

Entonces, por simple derivacion,

w00~ (- () (-7

(ot (1) o)

Calculamos directamente la curvatura,

dT| 1 (s L (s

Hg = Z__LCOS (E—l)_FZseII (E—l)
1
2

Luego,

Para la torsion calculamos

A CICR T EeS)

[t (s),x" (s) , x"(5)]

I (s) > v (s)]

Luego,

T(s) =
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Calculando las expresiones vectoriales (esto se deja propuesto al lector), se obtiene que

T(S)Z—%—) k(s)+7(s)=0

demostrando asi lo pedido. B

Finalizamos con un problema de parametros:

Problema 4.21: Sea la curva 7, . parametrizada por:

r(t) = (a+t+¢+ bt t + ct®)

(a) Determine condiciones sobre a, b 'y ¢ de modo que 7,., sea una curva plana.

(b) Para 7, . encontrada, encuentre la ecuacién normal del plano que la contiene.

Solucion:

(a) Para que la curva sea plana requerimos que la torsién sea cero, o bien:
[ (2),x"(t), x" ()] = 0

Calculamos,

r'(t) = (1+2t,2t+ 3bt* 1+ 3ct?)
r'(t) = (2,24 6bt,6ct)
r”(t) = (0,6b,6¢)

Se tiene que:

~

i ] k 12¢ + 36bct — 36bct
r(t) x () = |2 2+6bt 6ct| = —12¢

0 6b 6¢ 120

12¢
= —12¢
120
Entonces,
v’ (t) - [t (t) x " (t)] = 12c+ 24ct — 24ct — 36bct® + 12b + 36bct?
= 12(c+0b)

Luego, debe cumplirse que:
12(c+b)=0—

y a puede tomar cualquier valor.
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(b) De esta forma, la curva se puede parametrizar como:
r(t) = (a+t+,¢+bt° ¢t — bt*)

Es sabido ya que el plano que contiene a una curva plana es el plano osculador, por lo cual requerimos
calcularlo en un punto cualquiera. Para eso, necesitamos el vector B (o un vector proporcional a
él). En este caso, el plano mas conveniente es obviamente el obtenido en ¢ = 0.

r(0) = (a,0,0)

v (0) = (1,0,1)
(0) = (2,2,0)

Luego,
/ /!
B (0) - r’ (0) x " (0)
[ (0) x = (0)]]
Calculando, o
i j k -2
r(0)xr"(0)=11 0 1/=|{ 2
2 20 2

Entonces, una normal del plano osculador es n = (1, —1, —1). Con lo cual,
Im: (1,-1,-1)(z,y,2) =(1,-1,-1) - (a,0,0)

Finalmente,

Im: 1,-1,-1)(z,y,2) =a

Que es una posible ecuacion normal buscada.

Problema 4.22: [Propuesto] Encuentre condiciones sobre a y b de modo que la curva
r (t) = (acosh (t),bcosh (t), bt)

tenga curvatura y torsion iguales en todos sus puntos.

4.3. El Teorema Fundamental de Curvas

Ya hemos demostrado en problemas anteriores las siguientes identidades:

dT
—— — kN
ds "
dB
— - _N
ds 4
Junto a la siguiente identidad:
dN
— =—-xrT+7B
ds
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conforman el Teorema Fundamental de Curvas. Se define el conjunto {T,IN, B}, una base ortonormal
de R3, como el Triedro de Frenét-Serret.

Asimismo, este teorema puede ser compactado en la notacién:

d T 0 k 0 T
1 =|-x 0 7| [N
*\B 0 -7 0| \B

Observe que la matriz presentada es antisimétrica, i.e. AT+ A = 0.

A continuacién demostraremos la identidad faltante del teorema en cuestion y revisaremos diversas
aplicaciones practicas de este teorema.

Problema 4.23: Demuestre las identidades:

dN dN
(a)a——/{TqLTB. (C)B-E—T.
dT dB dN
Solucion:

(a) Dado que el Triedro de Frenét-Serret forma una base ortonormal, entonces existen «, (3, 7y reales
tales que:

dN
— =aT+ SN ++B
ds

dN
Pero N es un vector unitario, de modo que e N = 0. Entonces, § = 0. Por determinar o y 7.
s

Si queremos determinar el valor de 7, hacemos producto punto con B y consideramos que este es

unitario. Es decir,
dN
——.B
7 ds
La pregunta es entonces como determinamos el valor de este producto punto. Observe que esa ex-

presion es muy sencilla obtenerla a partir de la derivada del producto punto entre N y B:

d dN dB
—(N-B)=— -B+— -N=0 N-B=0
ds ( ) ds * ds - pues
Por definicién de torsion:
B dB
= ds
Es decir,
dN dN
T . B-7=0 —— .B=
ds ’ -7 ds T
Para calcular o razonamos andlogamente, multiplicando la combinacion lineal por T:
dN
T =
ds “
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Para calcular este producto punto, hacemos:

d dN dT

—N-T)=— T+ —-N=
ds ( ) ds + ds 0
Recordemos la primera ecuacion:
dT dT
— =kN—>— -N=
ds " ds "
dN
Luego, e T+ k=0 — a = —k. Finalmente,
s
dN =—-rkT+7B| R
ds

(b) Para los problemas siguientes no basta més que aplicar las identidades anteriormente obtenidas:

dT dB
LN - B=—x7 H
ey T KT
(c) Reemplazando dN/ds con —kT + 7B:
dN
— _xB-T+7B-B
=7 N

(d) Nuevamente haciendo el reemplazo:

AN

T. — —
ds

T -(—kT+7B)=-x N

Problema 4.24: Determine x € R? tal que:
dB dT dN
B=— T=— ; N=—
X X % 0 X X o 0 X X P
Ayuda: {B, T,N} forman una base ortonormal en R3. Luego, existen «, 3,7 € R tales que

x =aB + T +~yN

Solucion:

Sigamos la indicacién de la ayuda. Entonces, reemplazando en la primera ecuacion:

dB

S
Tendremos que calcular diversos productos cruz. Para ellos, podemos ayudarnos de la regla de la
mano derecha y de la ubicacién en el plano del Triedro de Frenét-Serret en un punto cualquiera de

una curva:

Regla de la mano derecha:
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Triedro de Frenét-Serret:

Se sigue que:

dB
aBxB+TxB+yNxB=—
W—/_N H/—/T ds

Entonces, aplicando el Teorema Fundamental de Curvas:
—ON4+~+yT=—TN—=>p8=7 y v=0
Anélogamente,

(aB+ AT +9N) x T = =
S

kN

Luego,
aBxT+8TxT+yN xT =xrN
N B

Se sigue que o = K y v = 0. Finalmente, reemplazamos en la ltima ecuacion:

XXNZd—N:—IiT—I—TB
ds

de donde se confirma que a = kK y = 7. Finalmente,

’X:KJB—FTT‘
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Problema 4.25: Si r representa una curva dos veces diferenciable, pruebe que:

d2T 2 s
ds2 =RKR'VK*+ T

Solucion:

A partir del Teorema Fundamental de Curvas sabemos que:
dT
ds

Esta identidad es en extremo 1util en este problema pues hace la conexion entre vector tangente y

curvatura. Luego, derivando para obtener el segundo término:

d*T dN
PR /'i/N—l-Hg =K'N+ k(—kT + 7B)

Es decir, expandiendo en términos de estos vectores:
dT d°T
ds  ds?

= kNN

= sN<%wN - >N x T+x’r N x B
— —
B T
= K¥B+kx*rT

Como ambos son vectores unitarios, al tomar el modulo de este vector, la norma serd la suma de
ambos ponderadores al cuadrado. Es decir,

dT d°T 5 )
H_Sx_d82 |KB 1 w2 T
= VKb + K412
Finalmente,

d2T )
= K°VK2+ 72,

demostrando asi lo pedido. B

Problema 4.26: Sea 7 la curva definida por 7 (t) = (¢, v2In (sect),tant — t) con t € [0,7/3].

(a) Reparametrice la curva en longitud de arco.
(b) Sabiendo que:
(1, V2 tan t, tan? t)

sec? (t) ;

(—\/itan t,1— tan? t, \/§tan t)

sec? t

T () = N (t) =

(tan2 t, —+v/2tan t, 1)

sec? t

B(t) =

Determine & (s) y 7 (s) para todo s € [0, £].
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Solucion:

(a) Calculamos s(t) en primer lugar, para ello partimos derivando la curva:

tant - sect
vy (t) = (1,V§—ig——%3131-+tan2t——1)

sec

= <1, V2 tan t, tan? t)

Entonces,
17(®)] = V1+2tan?t + tan*t
= /(14 tan®t)
= 1+tan®t pues 1 +tan’t >0
Finalmente,

t
s(t) = /1+tan27'd7'
0

= tan(t) 0<t<

wl =

Se sigue que t = arctan (s). Reemplazando en la parametrizacién de la curva concluimos que:
7 (s) = (arctan (s),Vv21In (secarctan s) , s — arctan (s))

Tenemos que:
1 + tan? arctan s = sec? arctan s — sec arctan s = V1 + s2

Es decir,

7 (s) = (arctan (s), \/75 In (1 + 52) ,S§ — arctan (5))

(b) Dado que por definicién « (s) = , es evidente entonces que nos conviene reparametrizar T

‘ ds

en el arcoparametro y a continuacién derivar y tomar la norma.
2

(1, \/53, S )

Derivando,

T (s) = o (1,\/§s,sz> + M

(1+ s2)° (1+5)
B (—23, \/§ + \/582 — 2\/532, 25 + 253 — 253)
- (1+s%)°
o (25,v2(1 - %), 25)
- (1+s2)°
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Entonces,

\/452+2(1—32)2+432 | VAT 12— 457 1 257 1 487

(1+52)° (1+5%)°
B V24/(1 + s2)°
(148

V2

— m(s):m

Ahora calculemos la torsion, también a partir de la definicién, lo cual nos entrega inmediatamente el
resultado en términos del arcoparametro:

dB

T(S):—N(S)-E

Reparametrizamos N (¢) y B (¢) en términos del arcopardmetro. Se tiene entonces que:

(—v2s,1— 5%,1/25)
1+ 52

(5%, —V/2s,1)
1+ 52

Observe que las componentes de B (s) son las mismas que las de T (s), salvo que se alterna el orden
y un signo. De esta forma,

N (s) =

B(s) =

B (5) = (2s, V2(s? 1), —25)

(1+5)°
Entonces,
2v/25% + /2 (5% — 1)2 + 2v/252 V2 5 4 9
T(s) = 3 = - (45 +s* =25 +1)
1+ 1+
2
_ \/5(52 +1)
(1+ s2)°
Finalmente,

Problema 4.27: Sea 7 : [0,¢] — R3 una curva parametrizada por arco y sea N su vector normal
unitario.

(a) Pruebe que si
Yx N =0

para todo s € [0, /], entonces la curvatura es constante.
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(b) Demuestre que si existe € € R? unitario tal que 7 - & = 0 para todo s € [0, £] entonces
kK(s)=0 6 7(s)=0

para todo s.

Solucion:

(a) Partamos interpretando geométricamente el enunciado: el vector posicién (jno el tangente!)
es paralelo al vector normal en todo punto. Un ejemplo tipico de este caso es en una circunferencia
centrada en el origen, en la cual la normal siempre apunta al centro del circulo osculador, el origen.
Por lo tanto, es esperable que la curvatura sea constante.

Ahora bien, que v x N = 0 para todo s implica que los vectores son paralelos. La forma de conectar
esta ecuacién con la curvatura es a través de la represnetacion ponderada. Como N es unitario,
entonces:

T(s)=£[7(s)[IN

Derivando,
dN
T(s) =o' (s)N+a(s) —
ds
donde a(s) = ||5(s)]| para no complicarnos derivando por ahora. Aplicando el Teorema Fundamental

de Curvas y notando que T = 7/(s), entonces

T(s) =

()N (s) + () (=r(s)T (s) + 7 (s) B (s))
(s) N (s) —a(s)r (s) T (s) + a(s) 7 (s) B (s)

Oél
a/
Reordenando términos,

[1+a(s)r(s)]T(s)—a'(s)N(s) +a(s)7(s)B(s) =0

El Triedro de Frenét-Serret forma una base ortonormal. Luego, para que esta combinacién lineal
entregue cero como resultado las componentes de cada vector deben ser nulas.

1+a(s)5(s)=0—>n(s):—&<8)

lo cual parece a priori contradictorio pues queremos demostrar que & (s) es constante. Sin embargo,
notemos que de la segunda contiene se puede observar que:

a' (s) =0— a(s) = cte.
Es decir, k(s) = 1/cte. y por lo tanto la curvatura es constante. l

(b) Como é es un vector fijo, seguimos la misma lgica anterior: si derivamos obtenemos la ecuacion:

¥ (s)-é=0—T(s)-€=0
Derivando nuevamente,

T 0 kN(s)-6=0

—.e= kN (s) - e =

ds
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Como el vector normal es siempre unitario y € no nulo (pues también es unitario), entonces si los
vectores no son normales entonces se sigue necesariamente que k(s) = 0. Si k(s) # 0, entonces
podemos derivar nuevamente:

K (s)N(s)+k(s)—|-€=0

Pero N (s) - € = 0 bajo la suposicién de que « (s) # 0. Luego, aplicando el Teorema Fundamental de
Curvas se llega a que:

K(s)(—r(s)T(s)+7(s)B(s))-e=0

Como £ (s) # 0 entonces
K(s)T(s)-e=71(s)B(s)-é

Pero ya demostramos que T (s) - € = 0 al hacer la primera derivacién. Luego,
7(s)B(s)-e=0

Esto implica que o 7 (s) = 0 6 B (s)-€ = 0. Sin embargo, ya vimos que T (s)-€é =0y que N (s)-é =0
bajo el supuesto de que & (s) # 0. Por lo tanto, como € es unitario entonces necesariamente B (s) =
+é. Luego, no queda més opcién que 7 (s) = 0.

Por lo tanto, 7 (s) =0 6 bien x (s) = 0. B

Problema 4.28:

(a) Demuestre que para una curva r(t) con derivadas continuas de segundo orden se cumple que:

d?s ds)?
I _
r(t) = <_dt2) T'+r (_dt) N

donde s es el arcoparametro. Interprete este resultado.

(b) Considere la curva r (t) = (cost,sen t,e'). Sea v (t) = r'(t) la velocidad de la curva, v(t) =
||v(t)|| su rapidez y a (t) = r”(t) su aceleracién. Pruebe que:

2 dv)? 2 4
la@l? = (57) +wv

y use esta ecuacién para determinar la curvatura s de la curva.

Solucion:

(a) Tomemos entonces la curva y realicemos la derivacién. Para ello, recordamos que:

|
=
<
—~
~
=
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Entonces,

v () = | ()] T (1)

Observe que la expresion final involucra ds/dt, por lo cual es pertinente hacerla aparecer en esta
ecuacion. Recordamos que:

iy ds /
sty = [ I lldr = 5 = I )]
to
Es decir,
ds
"t)= —T(t
v (1) = ST (1)

Esto es un resultado mas que razonable desde el punto de vista fisico: la velocidad en cualquier
instante se compone de la ponderacién del vector tangente unitario por su rapidez (el médulo de la

velocidad).
Ahora bien, derivando nuevamente,

d23T dsdT

") = =2 ¢ asar
) =m@TO+ g

Debemos manipular el segundo término para llegar a la expresion pedida. La forma méas conveniente
de hacerlo es recordar el Triedro de Frenet-Serret:

dT
T _ kN
ds "

Sin embargo, esta expresién involucra una derivada de s, y la expresién que tenemos involucra una
derivada de t segtin la parametrizacién. ;Como solucionamos esto? jUsando regla de la cadena!

dT B dT ds B ds

At dsdt T at

Es decir,

v (t) = %T(t) + (%) N | o

Esta formula debiese resultar para el lector muchisimo mas conocida de lo que se puede imaginar.
Lo que dice esta formula es que la aceleracion de la curva es la suma de una aceleracion tangencial
(d%s/dt?) en la direccién del vector tangente unitario y una aceleracién en el sentido de la normal
dada por:

rapidez? v?

radio de curvatura =~ 7

Es decir, la componente normal representa una aceleracién centripeta apuntando al centro de curvatu-
ra, o bien, se puede entender como la aceleracion de la circunferencia a la cual localmente se asemeja.
De esta forma, este resultado es mas que razonable de acuerdo a lo que sabemos de cinematica:

acelera’CIOH - atangencialT + a/centrl'petaN

(b) Observe que basta tomar la ecuacién anterior y en primer lugar reemplazar con lo visto:

wF%WWMWWW@
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Entonces, dado que T y N forma un conjunto ortonormal, entonces tomar la norma de la aceleracion
al cuadrado es equivalente a sumar cada un a de las componentes al cuadrado.

Es decir )
d
la (8)]1? = (d—:) +r2t

Observe que es muchisimo mas sencillo manejar esta expresién, pues derivar la curva dos veces no es
complicado:

r' (t) = (—sen t,cost,e’) = v(t) = V1 + e
() = (—cost,—sent,e') = |a(@®)|]’ =1+ €*

Entonces,

dv et

E '/1+€2t

4t

Por lo tanto se cumple que:

1+ e

=t (1+¢%)?

Despejando k:

(1 + th)2 _ et ) ) 1+ 2e2t 4 4t — it 1 4+ 2¢%
(1 + e2) (1+e2) (1+ e2t)

Finalmente, como todos los términos son positivos y el denominador nunca se anula:

V14 2e2t

(1+ th)3/2

K(t) =

Problema 4.29: Un mévil sigue la trayectoria dada por la curva r (t) = (¢3,¢* — at, ¢*). Determine
el valor de a de modo que en ¢t = 1 la posicién de la particula tenga su direcciéon normal a la
trayectoria.

Solucion:

Sabemos del problema anterior que:

r(t) = %T (t) + (%) N (t)

Para que la aceleracion tenga direccion exclusivamente normal requerimos que:

d’s d
@—&HT(W—O

Por lo tanto, derivamos:

r'(t) = (2t,2t — «, 3t%) — [|P'()]| = V42 + 412 — dat + o2 + 9t

Es decir,
d*>s (36t + 16t — 4a)

A2 2/91% + 82 — 4at + a?
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Luego, en t = 1 el numerador toma valor 54 — 4. Para que se anule la componente tangencial,
imponemos que el numerador debe anularse en dicho punto, i.e:

4o = 52 — o = 13]

Problema 4.30: En este problema parametrizaremos vectorialmente una circunferencia plana C
en R3. Toda circunferencia plana en R? puede entenderse como la interseccién de un plano con una
esfera, i.e. C = €2 N 1I donde €2 es una esfera de radio r y centro ¢ y II un plano de vector posicién

pP= (plaanp?)) y normal n = (a/, b, C).

(a) Determine condiciones para r, p y n de modo que C # &.
Para los siguientes problemas, asuma que se cumplen estas condiciones sobre 7, p y n:

(b) Explique por qué la torsién de C es cero y demuestre que la curvatura de C es constante.

(¢) Demuestre que para Xy € C cualquiera su circunferencia osculatriz coincide con la curva C.

(d)
)

d

Parametrice vectorialmente la curva C.

(e) Escriba una ecuacion cartesiana para la interseccion de la esfera (z — 1)°+(y 4+ 1)°+(z — 2)* = 4
con el plano x + y + z = 2. Grafique su resultado en Maple o MATLAB para comprobar.

Solucion:

(a) Como la posicién no tiene por qué estar contenida necesariamente en la esfera, no es tan directo
como podria pensarse. Al trazar el plano con una circunferencia, lo que realmente se necesita es que
la distancia del centro de la circunferencia al plano sea menor al radio, i.e.

d(c,II) <r
Reemplazando,
d(e,my =2 P9,
Il

(b) Sea r(s) la parametrizacién en arcoparametro de C. Entonces, r (s) C II pues r(s) = Q N 1L
Como existe un plano en el cual la curva esta contenida, entonces la curva es plana, y tal como
demostramos en un problema anterior, su torsion es cero.

Demostrar que la curvatura es constante es un trabajo mas sofisticado. Para comprender esta de-
mostracion requeriremos mucha intuicién geométrica. Observe que lo que esperamos es que se genere
una circunferencia. Digamos por ahora que o es el centro de esta circunferencia. Se puede notar

facilmente de forma geométrica que
r(s)—o || N(s)
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en todo punto puesto que la simetria radial asi lo cumple. Esto es lo que tenemos entonces que
demostrar. La pregunta subsecuente es, ;qué es o? El centro de la circunferencia se puede determinar
tomando ¢ y desplazandonos d (c, IT) n unidades. Es decir,

ct+d(c,lln=o0
Se puede observar adicionalmente de forma geométrica que:
|Ir (s) — of| = cte.

., Cémo podemos demostrar esto? Observe que graficando la interseccion de un plano cualquiera con
una esfera, se pude notar que se cumple el Teorema de Pitdgoras entre r (s) —o, d (2, I)ny r(s)—c.
Es decir,

e (s) = of* = @ (,10) + [|r (s) — pI

Luego, como tanto d? (2,11) y ||r (s) — p|| son constantes, entonces necesariamente ||r (s) — ol| lo es.
Se sigue que:

=0— —(r(s)—0)-(r(s)—0)=0

Es decir,

' (s)-(r(s)—0)=0—|T(s)-(r(s)—0)=0

Ya sabemos que r(s) € II, pero adicionalmente observe el lector que o € II pues es en efecto el
centro de la circunferencia tiene que estar en el plano. Esto no es convincente del todo, por lo que
es necesario probarlo. En efecto, basta probar que n - (o — p) = 0 para demostrar la pertenencia al
plano, lo cual se hace directamente:

n-(c+d(c,Il)m—p)=(c—p) n+d(c,I)|n]

Pero (¢ — p) -n = —d (,1I) ||n|| a partir de la definicién que hicimos de distancia entre el centro de
la circunferencia y el plano. Es decir,

n-(o-p)=0
y por lo tanto o € II. ;Qué implica todo esto? Pues que como r (s) y o pertenecen al plano, entonces

r (s) — o es una direccién contenida en el plano y por lo tanto (r (s) — o) -n = 0.

Pero es evidente que como la curva es plana esta contenida en un plano, luego el vector normal es
proporcional al vector binormal de la curva en todo plano, y por lo tanto:

(r(s)—o)-B=0

Se sigue entonces que r (s) — o es perpendicular a T y a B. En particular, demostramos que:

nr(s) eQ—T(s) (r(s)—o)=0.
mr(s)ell = N(s)-(r(s) —o)=0.

Como este es un vector que evidentemente es no nulo, entonces se cumple que:

r(s)—o=a(s)N(s)
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con « (s) real. Es evidente entonces que:
[r(s)—o] xN(s)=0
para todo s. En un problema anterior demostramos que si para todo s en una curva vy se cumple que:
7xN(s)=0

entonces la curvatura era constante. En efecto, este caso es similar (se puede notar ficilmente que res-

tar o no afecta en nada al resultado). Utilizando este lema, concluimos que la curvatura es constante.
[ |

(c) Sear (s) un punto cualquiera de C. Recordemos que el centro de la circunferencia osculatriz viene

dado por:
1

c(s)=r(s)+—-N
K
y su radio viene dado por 1/k. Observe que k es constante por el problema anterior, por lo cual lo
unico que debemos demostrar para probar que la circunferencia osculatriz en cada punto es la misma
es demostrando que el centro es el mismo en todo punto (dos circunferencias son iguales si sus radios
y centros lo son). Esto se puede demostrar por simple derivacion:

c (s)=T(s)+ % (—kT +7B)

como la curva es plana, entonces 7 = 0 y por lo tanto ¢’ (s) = 0. Se concluye entonces que el centro de
curvatura es siempre el mismo y asi se demuestra lo pedido: la circunferencia osculatriz es la misma
en todo punto, y por lo tanto corresponde exactamente a la circunferencia. B

(d) Ya vimos anteriormente que el centro de la circunferencia viene dado por o = ¢ + d(c,II) n.
Finalmente, r (s) = (z,y,2) (con z = x(s), y = y(s) y 2 = 2(s)) es la curva tal que:

e (s) —ol* = 15
(r(s)—o)-n = 0

En otras palabras,

Restando,

(r(s) —0) - (r(s) —o+mn) = [r(so) — o]’

con r (sg) un punto cualquiera de la interseccién, facil de determinar asignando un valor a una de
las tres coordenadas y despejando del sistema. A partir del reemplazo con r (s) = (x,y, 2) y con el
adecuado reemplazo se determina facilmente una parametrizacion.

(e) Este ejercicio no es més que directamente reemplazar en la férmula anterior. Se deja el grafico
resultante para efectos de comprobacién:
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Problema 4.31: Cortamos la esfera 2% + y? + 2% = 4 con el plano = + y + z = 1. Determine la
curvatura y la torsion de la curva de corte.

Solucion:

Si el problema anterior fue comprendido a cabalidad, este problema debiese resultar muy sencillo.
En efecto, sabemos que esta interseccién genera como resultado una circunferencia, que por lo tanto
tiene curvatura constante.

Luego, si d es la distancia del plano al origen, en una deduccion similar al problema anterior basta
armar un triangulo entre el centro de la circunferencia, un punto cualquiera donde la circunferencia
corta al plano y el origen.

Por el teorema de Pitagoras se cumplira que:
> +rt=4

donde 4 es el cuadrado de la distancia del origen al punto cualquiera donde esfera y plano se cortan
(como estd en la esfera, estd a distancia 4 del origen).

Aplicando la férmula cartesiana de la distancia punto—plano, tenemos que:
1

RV
Es decir,
/11
TV
: : . 1 3
Como es una circunferencia, por definiciéon |k = - =4/ 1q|comoya demostramos.

Anélogamente, la curva debe estar contenida en el plano, como debe ser plana, inmediatamente
tal como demostramos en el problema anterior.

Problema 4.32: [Propuesto] Para una curva 7 se define el centro de curvatura en t como el centro
de su circulo osculador en t y la evoluta de 7 como la curva traza por los centros de curvatura.
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(a) Sea 4 una curva con parametrizacion r (t) y sea 1) su evoluta. Escriba una parametrizacion
para ¢ en términos de r (?).

(b) Demuestre que para todo ¢ los vectores tangentes de 7 y z; son perpendiculares.

(c) Determine la evoluta de (t,t%), (¢,t%) y (acost,b sent).
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