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Introduccién

El presente texto nace como resultado de la compilacién de las soluciones a las ayudantias realizadas
durante el Primer Semestre de 2014 del curso Calculo III. Posteriormente estas fueron revisadas,
corregidas y se agregaron los conceptos importantes del curso asi como algunos problemas resueltos
adicionales. Todo esto resulta en un texto de mas de 400 paginas que trata de abordar todas las
tipologias de problemas disponibles en el curso.

En el curso de Célculo III se realiza una extensién de los conceptos desarrollados durante Calculo I
a funciones cuyo dominio es R" en vez de R, es decir, funciones con dominio en varias variables. Por
esta razon es que, al igual que en dicho curso, debe realizarse un trabajo importante desarrollando
y comprendiendo los conceptos, un esfuerzo que en este curso sera atin mas necesario pues si bien la
dificultad de evaluacion de las preguntas no es alta, si requieren un adecuado dominio conceptual para
resolverlas, tarea que no es del todo sencillo. Por esta razon se pone especial énfasis en comprender
diversos conceptos a lo largo del trabajo, tanto en un enfoque teérico como en un enfoque practico:
he aqui la razén de la extensiéon de este libro.

El libro cuenta con problemas recopilados de diversas fuentes —cada uno resuelto y explicado inte-
gramente por el autor de este trabajo—, entre ellas:

= Evaluaciones histéricas del curso desde 2005.
= El texto guia del curso: J. Stewart, Calculus: Early Trascendentals, 7a edicion.
s Kl texto de referencia complementaria: C. Pita Ruiz, Cdlculo Vectorial, 1a edicién.

= Ayudantias historicas del curso, entre ellas destacan el notable trabajo realizado por mi buen
amigo Sebastian Urrutia y Matias Lopez.

» Problemas disponibles en las evaluaciones y material de los cursos de Célculo de MIT, todos
disponibles en la plata forma MIT OpenCourseWare.

= Problemas de elaboracién propia, principalmente aquellos de caracter conceptual.

Este texto tiene como tnica finalidad ser un complemento al estudio del curso y en ningin caso
reemplaza al estudio conceptual que debe realizarse sisteméaticamente en las catedras y los textos
guias.

El libro se encuentra en permanente revision y correccion de detalles, razén por la cual cualquier
observacién, comentario y/o sugerencia se muy bien recibida en mi correo personal, spsoto@uc.cl. Fi-
nalmente, me gustaria agradecer a todos aquellos quienes revisaron el trabajo, en particular mientras
las ayudantias fueron elaboradas a lo largo el semestre, mencién especial merecen: Enrique Marin,
Altamiro Pina, Consuelo Valencia y Alessandro Valentini.

Si eres alumno de Célculo III actualmente y estas leyendo esto, te deseo el mejor de los éxitos
del curso, y espero que este texto pueda serte de gran utilidad en tu estudio y desempeno en las
evaluaciones.

Sebastian Soto R.
Febrero de 2015


http://http//web.ing.puc.cl/~sgurruti
http://ocw.mit.edu
mailto:spsoto@uc.cl

1. Calculo diferencial de funciones R" — R

El primer objetivo del curso es desarrollar los conceptos de célculo para funciones R” — R. Para
cumplir con estos propositos seguiremos una légica similar a la ya seguida en Célculo I: primero
el concepto de limite, con ello el concepto de continuidad, seguido por el concepto de derivada y
diferenciabilidad, para recién abordar el concepto de integracion y los teoremas fundamentales del
calculo cuando estos primeros conceptos estén desarrollados.

1.1. Nociones topolégicas en R"

Antes de comenzar a definir los conceptos de célculo diferencial e integral en R™, debemos definir
los conceptos geométricos inherentes a la definicién de limite (el primer gran concepto en célculo):
el concepto de distancia. Para ello, realizaremos un pequeno repaso de los conceptos de topologia en
R" revisados en clases y en la bibliografia.

Definicién: Conceptos topoldgicos basicos.

» Sea X9 € R" y r > 0. La bola abierta de centro en xq y radio r, denotada por B(zg,r), es
el conjunto de puntos en R" que distan de xy en menos que r. Es decir:

B(xg,7) ={x € R" : ||x — 0| <7} (1.1)

= Se dice que el conjunto U C R" es un conjunto abierto de R™ si para cada xy € U existe
un r > 0 tal que B(xg,r) C U.

Observacién: R" y @ son ejemplos de conjuntos abiertos.
Proposicién: Toda bola B(x,r) C R™ es un conjunto abierto.

Demostracion: Sea xg € B(x,r), existe € > 0 tal que B(xg,¢) C B(x,r). De hecho, basta ¢ = r —
||x — xo|| v se verifica que € > 0, pues al pertenecer x¢ a B(x, ), entonces por definicién ||x — xo|| < 7.
Para cualquier y € B(xq, €) se verifica que:

[x =0l <r = [ly =0 <e¢
= Iy = %ol <7 = lx =0
= Iy = ol + %o = x| <r
=y =x| <lly = xoll + [lxo —x[| <r

desigualdaa, triangular
= ye€Bx,r)A

Definicién: Sea U C R™ un subconjunto de R™:



= Se dice que el punto xy € R™ es un punto frontera de U si toda bola abierta con centro en xg

y radio > 0 contiene puntos dentro y fuera de U.
= La frontera de U es el conjunto de puntos frontera de U y se nota oU.

= Un conjunto U C R” se dice cerrado si 0U C U.
Observaciones:

» Sea U = B(Xq,r), entonces OU = {x € R" : ||x — x| = €}.

= Si U es abierto xq es punto frontera de U, entonces xy no puede pertenecer a U: Si suponemos
que pertenece a U, entonces existe un rq tal que B(xg,79) C U. Ademds, B(xp,70) € UY ya
que U NU® = {(@}. Esto es una contradiccién, pues en tal caso ry no serfa un punto de la

frontera.

Definicién: Se define el interior de A como:
Int(A) = A—-0A
Observacion: A es un conjunto abierto < A = Int(A).

Hecho este repaso, revisemos algunos de los problemas mas relevantes en esta breve seccién.

(1.2)

(a) Demuestre que el conjunto vacio @ es un conjunto abierto en R™.

(Problema l'lj Ayuda: ;Qué pasaria si @ no fuera un conjunto abierto?

(b) Demuestre que R™ es un conjunto abierto y cerrado a la vez. (Moraleja:
ser abierto no es lo contrario a ser cerrado)

Solucioén:

(a) Realicemos la demostracién por contradiccién. Un conjunto que no es abierto contiene al
menos un elemento que no se encuentra en el interior del conjunto. El conjunto vacio no tiene
elementos, razén por la cual no puede satisfacer la condiciéon de no ser abierto. Luego, necesa-
riamente debe ser abierto. l

(b) Un conjunto A es cerrado si U\ A es abierto. En el caso de R™, tenemos que R"\R"™ = & es
abierto debido a la parte anterior. Luego, R" es cerrado.

Por otra parte, un conjunto A es abierto si U\A es cerrado. Recordemos que un conjunto es
cerrado si cada sucesiéon f : N — A converge a un valor dentro de A. El vacio cumple dicha
propiedad ya que todas las sucesiones f : N — & estan contenidas en @. Luego, se tiene que &
es cerrado y por lo tanto R™ es abierto.

Con esto concluimos que R" es tanto abierto como cerrado a la vez, y sirve para notar que las




definiciones de abierto y cerrado no son excluyentes: un conjunto puede ser cerrado y abierto a
la vez. B

(Problema 1_2j Sea 13 C R™ un conjunto cualquiera. Demuestre que dA es un conjunto
cerrado.

Solucién:

Recordemos conceptos:

= Un conjunto es cerrado si: (1) su complemento es abierto, (2) si contiene a su frontera o
(3) si cada sucesién de términos en el conjunto converge a un valor dentro del conjunto.

= Un punto x pertenece a la frontera 0A si Vrr > 0 B (xq,7) posee puntos en U y U.

Podemos utilizar la definicién (2) de conjunto cerrado, razén por la cual nos interesaria demostrar
que 0 (0A) C 0A < x¢ € 0(0A) = x¢ € 0A.

Un punto pertenece a 9 (9A) si Vr > 0 B (xo,7) posee puntos en JA y (9A). Suponiendo lo
anterior verdadero debemos demostrar que Vr > 0 B (xg, ) posee puntos en A y A.

Observe que si B (Xo,r) posee puntos en JA = Int(A) U A, entonces se cumple que B (xq, 1)
tiene puntos en A (pues tiene puntos en Int(A) C A) y tiene puntos en A. Como 7 es arbitrario,
entonces concluimos que zy € 0A. Con lo anterior hemos demostrado que 0 (0A) C 9A, por lo

cual concluimos que 0A es cerrado. B

[Problema 1_3] Para A, B C R" conjuntos abiertos. Muestre que AU B y AN B también
son conjuntos abiertos en R".

Propuesto:  Generalice su resultado para los conjuntos abiertos
A, ..., A, CR”, ie. demuestre que los siguientes conjuntos son abiertos:

Solucién:

Demostraremos la primera afirmacién. Por demostrar que si A y B son abiertos, entonces AU B
es abierto. Como A es abierto, entonces para todo xo € A existe r > 0 tal que: B (xq,7) C A.
Analogamente para todo x; € B existe r > 0 tal que B (x;,7) C B.




Pero AC AUBy B C AUB, por lo cual B (xq,7) C AUB. De esta forma, para todo x € AUB
se cumple que x € AV x € B. Por lo tanto, existe r > 0 tal que B (x,7) C Aé B(x,r) C By
en cualquiera de los dos casos B (x,7) C AU B. Con ello concluimos que AU B es abierto. B

Ahora demostramos la segunda afirmaciéon. Si x € A U B, entonces se cumple que x € Ay
x € B. Como A es abierto, entonces para dicho x arbitrario existe r; > 0 tal que B (x,r;) C A.
Andlogamente se concluye para B: existe ro > 0 tal que B (x,r2) C B.

La idea clave de la demostracién es notar que existen bolas abiertos al interior de la interseccién
de los conjuntos, por lo cual debemos escoger un radio r lo suficientemente pequeno de modo
que permita concluir que B (x,7) C AU B.

Sir, < rp, es evidente que B (x,7,) C B (x,75). Digamos entonces que r = min {7y, 75}, de modo
que B(x,7) C B(x,m) C Ay B(x,7) C B(x,13) C B. Observe que se cumple entonces que
B (x,r) C Ay B(x,r) C B, se puede demostrar mediante teoria de conjuntos (se deja propuesto
al lector, y es muy sencillo observarlo por diagrama de Venn) que entonces B (x,r) C AN B.

Por lo tanto, como x € AN B es arbitrario y demostramos que existe un » > 0 que cumple la
condicion, hemos demostrado que A N B es abierto. W

(Problema 1_4) Para A, B C R" se define

A+B={x+y|xe€A ye B}

Pruebe que si A es abierto, entonces A + B es abierto.

Solucién:

Dado que A es abierto, sabemos entonces que para todo x € A existe r > 0 tal que B (x,7) C A.
Buscamos demostrar que para todo x +y € A+ B existe 7 > 0 tal que B (x+y,7) C A+ B.
Si determinamos dicho 7 el problema queda demostrado.

Como existe r > 0 tal que B (x,7) C A. Entonces,
B(x,r)+BCA+B
A + B representa sumar un elemento que traslada el centro de la bola solamente. Es decir,

B(x,7)+ B(y,r) = B(x+y,r)cony € By x € A de la definicién de suma. Luego, 7 = ry
de esta forma B (x+y,7) C A+ B. Con ello, A+ B es abierto. B




(Problema 1_5j getermine justificadamente si los siguientes conjuntos son abiertos o cerra-
08:

Soluciodn:

(a) Lo mejor para comprender la situacién es graficar. Para ello, analizamos el médulo segiin
corresponda a los cuadrantes (en ellos cambia el comportamiento del médulo).

Primer cuadrante (z >0,y >0):z+y<1l—-y<1l—uzx.

Segundo cuadrante (r <0,y >0): —x+y<1—y<z+ 1.

Tercer cuadrante (x <0,y <0): —z —y<1—y>—x— 1.

Cuarto cuadrante (z >0,y <0):z—y<1—y>x— 1.

Se genera un grafico como el que se presenta a continuacién:

10




El interior de la figura corresponde a la regién descrita por A. Como todos los bordes de la
regién estan descritos por desigualdades estrictas, para todo punto al interior siempre encontra-
remos una circunferencia de radio lo suficientemente pequeno que se encuentre al interior de A.
Concluimos que A es abierto en este caso.

(b) El conjunto se puede entender como todas las circunferencias con radio mayor o igual a cero.
M4s atin, por axiomdtica en R se cumple que 22 + y? > 0 para todo ntimero real. Por lo tanto,
A =1R?, el cudl como vimos en problemas anteriores es cerrado y abierto.

(c) Observe que la primera igualdad describe una circunferencia (no un circulo, ya que es una
igualdad, no una desigualdad). Por otra parte la segunda condicién impone que las coordenadas
x de esta circunferencia deben ser menores a 1.

Graficando ambos elementos y la figura resultante:

11




0.4

0.2 1

Concluimos que el segmento en verde es una semicircunferencia. Como corresponde a un conjunto
unidimensional, concluimos que el conjunto es cerrado, ya que A es claramente un conjunto

abierto.

(d) Graficamos todos los elementos descritos:

0.5

1

\)




Observe que hay una desigualdad estricta y otra no estricta. La ultima garantiza que el conjunto
no puede ser abierto, ya que elementos de A también pertenencen a A, i.e. ANIJA # @ —

A # Int (A).

El conjunto tampoco puede ser cerrado, ya que basta tomar una sucesién de elementos en el
interior que converja a un elemento en la desigualdad estricta.

Por lo tanto, el conjunto no es abierto ni cerrado.

Sea B ={(r,s) :rs€Q,0<r<1,0<s<1}. Si A C R? es un conjunto

cerrado tal que B C A, decida justificadamente si [0, 1] x [0, 1] C A.

Propuesto Demuestre que las siguientes operaciones R" x R™ — R corresponden a normas:

(a) Norma de la suma: [|x||; = |z1| + |@a| + - -+ + |2n].

n
E p

Xy,
k=1

(¢) Norma del méximo: [|x[|,, = lm [[x]],.
pP—00

(b) Norma p: [|x]|, =

1.2. Limites de funciones R" — R

Antes de comenzar a trabajar los problemas, repasemos la definicion de limite de este tipo de funciones
asi como las proposiciones basicas con las que trabajaremos.

13



Definicién: Sea f : U C R" — R una funcién definida en el conjunto abierto U de R™. Sea
Xo un punto de U o bien un punto frontera de U. Se dice que el limite de f cuando z tiende a
Xg es L si podemos acercanos a L acercandonos cuanto queramos a Xq seleccionando un valor
de x adecuado.

En otras palabras, si dado cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que:

X € B(x0,0) NU(z # x9) = f(x) € B(L,€) (1.3)
o equivalentemente:

~O<|x—x0| <d=|f(x) - L| <e

En tal caso, utilizamos la notacion:
lim f(x)=1L

X—X0

Teorema: Sean f,g : U C R” — R dos funciones definidas en el abierto U y sea X, un punto de
UuoU. Si

lim f(x)=L 'y lim g(x) =M

X—X0 X—X0

Entonces:

(a) lim (f +g)(x) =L+ M.

X—X0

(b) lim (f - g)(x) = LM.

X—X0

L
(¢) lim =(x) = i si y solo si M # 0.

Observaciones:

= Una condicién necesaria, pero no suficiente para que lim  f(x,y) exista y sea L es que si
(z,y)—(z0,y0)

lim f(z,0(x)) i f(z, o(x))

(@,y)=(20,y0) (@,y)=(20,y0)

los limites

existen, entonces deben valer L (en caso contrario el limite no existe).

» Para limites de R? — R se puede hacer la conversién a coordenadas polares. Podemos tomar
x =rcos ey = rsenf y evaluar el limite cuando r — 0. Si se logra demostrar que V6 el
limite se va a cero, entonces el limite si es cero. Si se logra probar que existen #; y 0, para los
cuales el limite es distinto, entonces el limite no existe. En caso contrario esta sustitucion no
garantizada nada.

= Se pueden aplicar teoremas como el teorema del sandwich para la demostraciéon de limites en
varias variables.

14



(Problema 1.8] Conjeture el valor de )
%y

lim —2—
(z,9)—+(0,0) 2 + 32

y luego demuestre formalmente que la funcién converge a dicho limite.

Solucién:

Dado que x?y es una expresion de orden 3, comparado a una expresiéon de orden 2 (22 + y?),
podemos conjeturar que el limite tiende a 0. Demostremos este resultado.

En este caso, debemos demostrar que para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que:

%y

I2+y2

0 <|l(z,y) = (0,0)]| <6 =

—O‘<e

Como ||(x,y) — (0,0)|| = v/22 + y?, la idea es lograr manipular la expresién de la derecha para
que se parezca a esta expresion. Notemos que:

z? [y|

:x2+y2

-y
x? 492

2 ‘

Podemos eliminar el denominador sumando 3? al numerador, generando asi una desigualdad:

= |y

2y | < 2Tl
a? + 1 - 2T

Por axiomaética real, |y| = \/y? < v/y? + 2. Es decir,

2

Ty O‘S\/x2+y2

2242

que es la expresién que buscabamos conseguir. Si hacemos § = € se tendra que:

Vat+y?<e—lyl <e— ﬂ—o
$2+y2

lo cual demuestra la implicancia. Como € es arbitrario, hemos demostrado que para todo € existe
un ¢ que cumple la expresiéon (y de hecho encontramos este §). B

<€

15




(Problema 1.9) Seca f : ACR" — R tal que lim f(x) existe y g : B CR" = R.

X—X0

Demuestre que lim f(x)g(x) existe si y solo si lim g(x) existe.
X—X0 X—X0

Solucién:

Dado que tenemos que demostrar una equivalencia, tenemos que demostrar ambos lados de ella.
(«—) Es equivalente a demostrar que si

lim ¢(x) existe — lim f(x)g(x) existe

X—X0 X—X0

Pero lim f (x) existe, por lo que esto no es mas que aplicar las propiedades de dlgebra de limites
X—X0

vista en clases. [

(—) Tenemos que:
lim f(x)g(x) existe

X—X0

Luego, por algebra de limites e hipdtesis

I f(x) g (x)

X—X0

ist
i 7 () existe
X—X0
pero el limite anterior es igual a lim [(x)g(x) = lim g (x). Entonces,
X—X0 f (X) X—X0

lim ¢ (x) existe O
X—X0

Finalmente, concluimos asi lo pedido. B

16




(Problema 1.10) Calcule (si existen) el valor de los siguientes limites:

2 pR—
() lim (y? — ) (¢) lim senr —seny
()00 72+ 132 (z,y)—(0,0) x—y
22yz
et -1 (h)  lim ,
b 1i — 5 2,y,2)—(0,0,0) T4 + y2x2 4+ 24
(b) n)o(00) 22+ 2 (@2:2)(0,00) Yy
23 4y
— 2 i lim —F—.
(z,9)—(0,0) A +y
6 Y
3+ P ) (z)—(00) T —1Y
(@ (z y)lg%o 0) x2 + y?
) H 3
K lm  LSn@)
(e) , In ($4 -yt + 1) (z,y)—(0,0) z* + y?
e im _
(,y)—(0,0) 22 + 9?2 2yt g
(1)  lim )
Yy (@.9)—(0,0) 22 + 2y2 4 322

lim ———.
(z.y)—(0,0) /22 4 y*

Solucién:

(a) En extension al concepto de limites laterales en funciones de una variable, probemos traba-
jando con limites direccionales, lo cual es una suposicién bastante razonable: independiente
de la curva que tomemos para acercarnos al origen ((z,y) — (0,0)), el limite de existir debe
ser el mismo. Si esto no se cumple, el limite no existe. Esto no es mas que una extension del
concepto de limites laterales en una variable: o nos acercamos por la izquierda o nos acercamos
por la derecha®.

Probemos acercandonos con la curva ¢ (t) = (¢,0). Con ello, tenemos el limite:

t2
lim— =1
t—0 12

Con la curva ¢ (t) = (0,t), tenemos el limite:

Luego, como hay dos formas de aproximarse en las cuales el limite arroja distinto valor, conclui-
mos que el limite no existe.

Comprobamos esto graficamente desplegando ambas curvas en R?, la superficie involucrada,

2= (7 - 2)'/ (o +9?)
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y la proyeccién de las curvas sobre la superficie (lo cual nos entrega el valor del limite):

El lector puede quedar con dudas respecto a qué se hizo: tomamos una curva en R%* ¢(t) y
la evaluamos en la funcién, i.e. obtuvimos f (¢(t)). Esto a su vez genera una curva, ahora en
R3 dada por ¢(t) = (z(t),y(t), f(x(t),y(t))). Evidentemente, estard contenida en la superficie
z=(y* — )" / (2* + y*) pues para un mismo (z,y) sus coordenadas z evidentemente coinciden.

Luego, simplemente estamos estudiando el limite de la coordenada z cuando x e y tienden a
cero. Si para curvas distintas, el manto nos devuelve un valor distinto, concluimos entonces que
el limite en efecto no existe.

(b) Dado que aparece la expresion x2 + y*, probamos con la sustitucién polar:

r = rcost
= rcosf
Con esto el limite se convierte a:
7,2
e =1
lim
r—0 7’2

Note inmediatamente que mediante la sustitucién la funcion deja de ser una funcién de 6, razén
por la cual el limite siempre sera el mismo independiente de este valor. El limite anterior es
conocido y se puede calcular ya sea mediante la sustitucién u = 72 o bien mediante la regla de
L’Hopital, obteniendo asi,

e =1
lim
r—0 7"2

De modo que,

er v — 1
fim — =1
(@y)—=(00) 2+ y?

(c) Las curvas ¢ (t) = (¢,0) y ¢ (t) = (0,t) dan inmediatamente cero como resultado. Dado que
la participacién de y es el doble en grado que la de x, podemos tratar de probar con la curva
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@ (t) = (t*,t), obteniendo el limite:

1 — cos (2t* 1 1
im —(2) =—.-£0
t—0 9 (2t4) 2 2
Luego, contrario a la intuicién por el hecho de que el limite es similar al limite trigonométrico
conocido: .
— cos (z
lfm 1 72 @)
z—0 I2

el limite no existe. Se grafica la situacion:

(d) Hagamos la sustitucion polar, obteniendo asi que:

/.

3+ 3 r3cos® 0 + r3sen® 0
— =1 = I cos® @ + sen®
(m,y)lir%0,0) x? + y? r(@l)HO r2cos?0 + r2sen? f r(el)rgo g ( ! )

Observe que —2 < cos® 0 + sen® 0 < 2 donde se asumieron las cotas (no siendo necesariamente
los supremos) al ser coseno y seno menores o iguales que 1 y mayores o iguales que 1. Luego, se

tiene que:
—2r<r (0053 0 + sen® 9) < 2r

Como ambos limites extremos tienden a cero, concluimos por Teorema del Sdndwich que:

lim r (cos.3 0 + sen® 9) =0

r—0

independientemente del valor de 6. Por lo tanto, concluimos que:

) $3+y3
1m 5 =

=0
(z,9)—(0,0) 2 4 y2

Se grafica la situacién:
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Observe como en comparaciéon a los limites que no existen aqui el manto claramente tiende en
todas las direcciones al mismo lugar, sin una suerte de comportamientos oscilatorios que ocurren
cerca del origen en los casos anteriores.

(e) Si probamos con las curvas convencionales, el limite tenderd claramente a cero. Por lo tanto,
podemos intentar calcularlo mediante élgebra de limites. Para ello, recordamos que el siguiente

limite es conocido:
, In(z+1) 1
lim ———~ = lim
70 T z—0x + 1

Luego, “hacemos aparecer” esta expresion:

In(z* —y* +1) In(z* —y* +1)2* —¢*

lim = lim
(2,5)—(0,0) x? 4+ y? (z,9)—+(0,0) zt—yt 22 4y2
1 4 1 4 4
— g 20 .
(=, - xt —yt (2,y)—(0,0) T2 + 12

2
x
= lim b 2:)32 —y?
(z,y)=(0,0) 27 + Y

lm In(z* —y* +1)
(zy)=(00) @+ y?

Es decir,

=0

(f) Nuevamente la misma idea: suponiendo que el limite tiende a cero por efecto del comporta-
miento del numerador versus el denominador, demostramos que:

m  |—d |~

(@y)=(0,0) | /22 4 y*

Partamos notando que ab > — |ab|. Por lo tanto,

(a+b)*>0—a?+2ab+b*> 0 — a® — 2|ab| + 1> > 0
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Con lo cual a® + b* > 2|ab|. Como esta es una propiedad axiomdtica en R, en particular se
cumple que
2|ey?| <2+ ot

. Para qué necesitamos esto? jPara establecer una cotal

zy |lzy| L |zyl 1
0< - - |z
_‘ NG E4

< — 4 =
Va2t T V2l V2]l

Como los extremos tienden a cero, entonces el limite del modulo también como consecuencia del
teorema del sandwich. Finalmente,

lim LA

(@900 /22 + yb

(g) Recordando la identidad de prostaféresis:

(2) = ()
senx—seny:2sen T sen 5

Es decir,
(=)
sen
, senr — seny , T+y 2
llm ——= = lim 2sen ( )
(2,y)—(0,0) r—y (2,y)—(0,0) 2 r—y
r—Y
sen
(x + y) 2
= lim cos o
(z,y)—(0,0) 2 =7
1-1
=1
Es decir,
T senz —seny 1
(2,y)—(0,0) r—y

(h) Observemos qué ocurre al introducir curvas. Es evidente que las curvas (¢,0,0), (0,t,0)
y (0,0,t) producen todas cero como resultado del limite ya que se anula inmediatamente el
denominador.

Sin embargo, con la curva ¢ (t) = (t,t,t) se tiene que:

R A |
lim —
t—0 3t4 3

Por lo tanto, el limite no existe.
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(i) El hecho de probar las curvas en todas las direcciones bésicas (se deja esto propuesto al lector)
sugiere que el limite tiende a cero. Ya sabemos como proceder en este caso: por demostrar que:

‘ x3—|—y3
(@y)—0 | 22 + y2 + y*
Se tiene que:

P4y | P+
x2+y2+y4 x2+y2+y4
_ Pl
— I2+y2+y4

3 3

_ 2P+l

= 2 2

2]+ ly|

3,3
x
Ya vimos que  lim +Y

worto0) 22 1 = 0 por lo cual es facil concluir bajo los mismos argumentos que
z,y)—(0,0) T2 4y

3 3
PR L e o8 L M
(@,9)—(00) 22+ y?

Finalmente, por teorema del sandwich concluimos que el limite es cero. Es decir,

x3+y3
x? +y? +yt

i
(z,y)—0

(j) Observe que el aporte de z* e y3 en el numerador es el mismo en cuanto a grados del
polinomio. Lo mismo ocurre para el denominador. Por esta razén, y ya que sabemos que probar
los limites direccionales no garantizan convergencia, es que se puede probar realizar una
sustitucion a coordenadas polares, donde:

x =rcosf

y =rsenf
Tenemos garantizado el hecho de que en este caso el limite se expresa como uno que tiende a
r — 0. Del valor de 6 no necesariamente se puede afirmar lo mismo. De hecho, ya sabemos que

tenemos que aproximarnos en cualquier direccion posible al mismo limite, razén por la cual el
valor del limite debe ser el mismo independiente del valor de 6.

Si bajo esta sustitucion encontramos dos valores distintos para distintos valores de 6, el limite
no existe. Si para todos los valores de 6 encontramos el mismo valor del limite debido al compor-
tamiento de r, entonces concluimos que la funciéon converge a dicho limite. Para la garantizacion
del resultado seria prudente, si el ejercicio lo requiere (no en este caso), hacer una demostracién
formal.

22




Haciendo la sustitucion,

G T . r3cos® O+ r3sen
lim ——— = lim
(z,y)—0 T — Y r—0 rcosf — rsenf
. 5c08° 0+ sen® 6
= llmrf——m™

r—0  cosf —sen®

Observe que independientemente del valor de 6, el valor del limite es claramente cero. Sin embar-
go, esto no ocurre para un valor de 6, § = 7/4. Es claro que 6§ = 6 (r). Si 6 (r) llega a aproximarse
a /4 més rapido de lo que r? se aproxima a cero, entonces el limite podria eventualmente no
existir. ;Cémo solucionamos esto? Escogiendo una curva que se aproxime al origen de forma
ctibica. Si probemos con ¢ (t) = (t3,1), el limite se convierte a:

104
lim =

t—0 3 — ¢t 0

Por lo tanto, para evitar la simplificacion por ¢t por efecto de la resta de t en el denominador,
podemos probar con ¢ (t) = (3 + ¢, t). El limite se convierte a:

(Bt 8 a3
i - ey
= 2

Como consecuencia de esto, concluimos que el limite no existe. Graficamos la situacién:
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(k) Es evidente que el limite tiende a cero al probar con las curvas ¢ (t) = (¢,0) y ¢ (t) = (0, )
ya que el numerador se anula. ;Qué ocurre con la curva ¢ (t) = (t,£)? Se tiene el limite:

t3
o £sen (t) iy 5B (1) -
t—0 14 4 12 t—0 12 4+ 1

Tampoco se generan problemas, lo cual nos hace sospechar que el limite efectivamente es cero.
Verificamos esto bajo la misma idea que el problema anterior. Demostaremos que:

y3sen (z)

lim =0
(@y)—(0,0) | T4+ y?
Observe que:
3 3 3
y” sen (z) ™yl _ ]
x4+y2 _$4+y2_ yQ

donde la primera desigualdad se genero pues 0 < [sen (z)| < 1 y la segunda por axiomética real,
pues z* + % > y? al ser 2* > 0. Como |y| — 0 cuando y — 0, entonces concluimos que:

y®sen ()

3
o) y”sen (z)
Ty

=0
(z,y)—(0,0) x4+ 12

lim
(2,9)—(0,0)

Graficamos la segunda situacion, con ambas cotas superiores y la inferior, probando que la
funcién tiende a cero en el origen:

%
5
0%
%
2 f
%
%
X
?"
%

;’
%
%
%%,
%%
X
,’¢
W
\\QQ

AN
RN
SRR

S

S\
qrf AN
ﬂ‘
24
£y

S

W
R

SARN

e

-

G/
NN = I\

i

=
2227 R

s

(1) Observe que el numerador es de orden polinomial 3, en cambio el denominador es de orden
2, razon por la cual podemos conjeturar que el limite en cuestion tiende a cero. Tal que como
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en el problema anterior, nos conviene entonces demostrar que:

.732y + y2z
%+ 2y% 4 322

x? Y2z
=0— lim vty

I -
- (2,9,2)=(0,0) T2 + 2y* + 322

(2,9,2)—=(0,0)

Trabajemos entonces con el primer limite. Tenemos que establecer una cota superior que tienda
a cero para el modulo, lo cual solo se puede lograr aplicando todas las propiedades conocidas
para el modulo, en este caso la desigualdad triangular:

2 2

2’y +y*e 2’|yl + 712 _ » el y
2?2 + 2y? + 322 224+ 2y% + 322 7 a2+ 2y + 322 2?2 + 2y? + 322
x’ y? ||
< Jyl = A l

Como el extremo derecho tiende evidentemente a cero, entonces concluimos finalmente que:

) 2y + Yz
11m —
(2,y,2)—(0,0) T2 + 2% + 322

“Nota: esta metodologia solo sirve para probar que los limites no existen. No es tutil para probar que un
limite toma tal valor ya que habria que demostrarlo para las infinitas formas de aproximarse al origen.

k
(Problema 1.11) Determine si existe £ > 0 tal que el limite  lim Y

ista.
o0 7 — 2 exista

Solucioén:

Si nos acercamos por la curva (0,%), el limite es cero.

Al igual que en problemas anterior, el hecho de que aparezca una resta en el denominador
sugiere que el limite puede no existir. Por ensayo y error tenemos que encontrar una curva
que nos permita probar esto. En efecto, si nos acercamos por la curva (t2 + tht2, t) ocurre lo
siguiente:
) xy” ()
lIm ———=Ilm—-———-"—

= —1im (1 +t") = -1

Por lo tanto, el limite para ningin valor de k& > 0 puede existir pues la curvas por las que nos
aproximamos al origen generan limites distintos.

1.3. Continuidad de funciones R" — R

Para estos problemas debemos tener claro el concepto de continuidad, que no es mas que una extension
del concepto de continuidad del célculo en una variable. Repasemos su definicién formal:
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Definicién: Una funcion f : R™ — R se dice continua en xq si

lim f (x) = f (xo) (1.4)
X—X0

Analogamente, f se dice continua en el abierto A si para todo xy € A se satisface la propiedad

anterior.

Tal como podria imaginarse por la analogia a las funciones de una sola variable, las suma, resta,
multiplicacién, ponderaciéon por escalar y divisién (con denominador distinto a cero) de funciones
continuas genera funciones continuas. La misma suerte corre la composicién con funciones continuas.
Este es un argumento que utilizaremos fuertemente al momento de estudiar la continuidad de la
funcién en su dominio.

Por lo tanto, la tonica de estos problemas es clara: determinar el valor del limite en cada punto de
interés y compararlo con el valor de la funcién en dicho punto.

(Problema 1_12) Estudie la continuidad de la siguiente funcién en todo su dominio:

I (&) i (2,9) # (0,0)

:E2+y2 x2+y2
fla,y) =

0 si (2,9) = (0,0)

Solucion:

Es evidente con solo mirar el problema que la principal dificultad del problema se centrar en
estudiar qué ocurre en el origen. En efecto, partamos estudiando la continuidad de la funcion

para (z,y) # (0,0).

;Cémo hacemos esto? jAprovechandonos del dlgebra de funciones continuas! Tenemos que %y
y 22 + 2 son funciones polinomiales y por lo tanto continuas. En particular z? + y? es distinta
de cero pues estamos en el caso (z,y) # (0,0). Luego, por teorema visto en clases z2y/ (z* + y?)
es continua. Se sigue que como seno es una funciéon continua entonces

qu .
sen [ ——— | es continua
x* 4y

Bajo los mismos argumentos tenemos que zy/ (z* + y*) es continua, por lo cual por simple
algebra de limites f(z,y) es continua para todo (z,y) # (0,0). Nos queda estudiar la continuidad
en el origen. En este caso ya no corremos la misma suerte, lamentablemente. Dada la definicién
de continuidad, tendremos que:

2
f(z,y) es continua en (0,0) «+—  lim ~ Y gen (L) = £(0,0) =0
B ’ (2.5)—(0,0) 22 + 3 z? + y? o
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Calculemos entonces el limite. Observe que en un problema anterior demostramos que

) zy
lm ——— =
(z,9)—(0,0) 27 + Yy
Esto quiere decir que en cualquier direccion que nos aproximemos por esa funcion, el limite dara
cero. Por esta misma razén, es facil notar que:

—1
lim ﬁ sen x2y =1
(2,y)—(0,0) \ 22 + 32 2 + 92

dada la similitud con el limite estudiado en calculo. Un argumento mas contundente es notar
que cualquier curva que tomemos ¢ (t) que se aproxime al origen generard la misma velocidad de
aproximacion en el seno y en el denominador, por lo cual en efecto el limite es 1. Luego, notemos
que:

lim . sen %y = lim Y %y
()00 22 +y2 \a? +y? @w)=00) 72+ y2 2% + 12
i 1.3y2
= lim

(0)=00) (22 + 12)°

Para calcular el dltimo limite es evidente el requerimiento de una sustitucién polar, dada la
aparicién de 22 + y? en el denominador. En efecto,

23y?
lim — = lim r cos® # sen? 6
(zy)=(00) (22 4 y2)" =0

Como:
—r <rcos®fsen’f <r

concluimos por teorema del sandwich que el limite es cero indistintamente del valor de 6. Fi-
nalmente, concluimos que la funcién es continua en (0,0) y por lo tanto es continua en todo
R2.

Se puede observar graficamente cémo todo el manto es continuo:
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(Problema 1.13) Analice la continuidad en (0,0) de las siguientes funciones:

(senx?y®
e S @) # 00
(a) f(z,y)= :
10 si (z,y) = (0,0)
(1 + 2 — cos (22 + y?) — arctan (x .
L 9 w0 # 0.0)
(b) f(z,y) = .
10 st (z,y) = (0,0)
.. x—arctan(x) 1
Ayuda: QIE%T =3

202 (y +1) +¢°
21.2 _|_ y2

si (z,y) # (0,0)
(C) f(x,y) = .

1 si (z,y) = (0,0)

Solucién:
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(a) Tenemos que calcular
sen 2270

’

1m —_—
(z,y)—(0,0) x* + b

determinar si existe y si es o no cero. Observe que mediante algebra de limites podemos hacer
tender el seno a 1 y eliminarlo:

’ sen x2y5 y sen z2° x%y°

1m —_— = 1m

() —+(0,0) &1 + 0 (e)00) A2YS a4y
l‘2y6

= lim ———
(@y)—(0,0) 4 + F
Bajo la idea de los problemas de limites, podemos conjeturar que este limite efectivamente es
cero. Demostramos por teorema del sandwich:
2290 Ty

O< < :,j[;z
_$4+y6_ y6

y como ambas funciones tienden a cero en el origen, tenemos que:

sen z2y5
lim ———2 = £(0,0) =0
(z,y)—(0,0) x* 4 yb f(0,0)

por lo tanto la funcion si es continua.

(b) Por calcular:
1+ 2 — cos (2 + y*) — arctan ()

lim
(2,9)—(0,0) r? 4 y?
Sabemos que:
, 1 —cos(t 1
i L2005 (®) _ 1
t—0 t2 2
por lo cual reagrupamos inteligentemente los términos:
i 14z — cos (22 + y?) — arctan (z) ) 1—cos (2?4 y*) 1— arctan(z)
1m = 1m
(@y)—(0,0) z? +y? @y)—=00 % +y? a2 4y
1 —cos (22 +y? 1 —arctan (z
= im ( 211/) (2* +y%) + 2 2( )
(@y)=00,0) (22 +y?) =ty
1—
~ 04+ lim azrctaré (x)
(x,y)—(0,0) 2 +y
1 — arct z?
— 04+ lim arcgan () 2x i
(z,y)—(0,0) x =ty
1 3

I —_—
3 (24)>(0.0) 72 + 112

donde se utilizo la ayuda para establecer la tltima igualdad. Como
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entonces  lim % = 0. Con ello,
(zy)—(0,0) T° + Y

142 —cos (2* +y?) — arctan (z) 0

lim
(2,4)—(0,0) x? + y?

con lo cual concluimos que la funcién es continua.

(c) Calculamos el limite:
222 (y +1) +y*
()00 222+ 2

Acerquémonos al origen por (¢,0), teniendo asi el limite:

212 +0
1m =
t—0 2t2 + 1

Acercéndonos por (0,1):

i +17 .
iS00+ 2
Acercandonos por (t,t):
2t% 4 3t (2t +3
lim il = lim (2t + ): 1
t—0 32 t—0 3t2

Esto da para pensar que el limite si existe y es 1. No podemos en este caso trabajar con el
modulo ya que el candidato del limite no es cero, si no 1. Probamos con coordenadas polares:

2 cos? 0+ 1 20
‘m cos® 0 (rsenf +1) + sen =1lim1+2rcos’fsenf =1
r—0 2 cos? 0 + sen? 0 r—0

independiente del valor de 6. Luego,

222 (y + 1) + 32
i 2y Dy

1
(2,5)—(0,0) 222 4 y?

y la funcién es continua.

Una solucién elegante: Veamos la figura de la funcion para la cual se esta estudiando el limite:
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Es facil notar que si se puede establecer una cota superior y una inferior para aplicar teorema
del séndwich. La cota superior puede tener forma aproximadamente de una funcién tipo |z|+1 6
ly|+ 1. Busquemos esta funcién inteligentemente a partir de lo que nos sugiere el grafico haciendo
una traslacién en una unidad hacia abajo, de modo que si podremos aplicar lo que sabemos sobre
los médulos.

Observe que si el limite es 1, entonces debe cumplirse que:

22% (y+1) +y*
(2,)—(0,0) 212 + 12

1=0

Pero:

20 (y+1) +y* 20* (y+1) +y* — (22 + 9%

lim 1 = lim
(@y)—(00) 222+ y? (@,9)—(0,0) 222 + 2
) 222y
= lim

(z,y)—(0,0) 222 + 12

Tomamos modulo:

2 2 2
2x% + y? 2x? + y? 212
Luego, por teorema del sandwich se tiene que:
222 1 2
fm WD
(.9)>(00) 2% +y?
Con lo cual,
222 1 2
T Ul |
(2,y)—(0,0) 222 + 12
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Sea f : R? — R la funcién escalar definida como

|zy[* .
= . . Sl (z,y) # (0,0),
fag)=q " Y

0, si (z,y) = (0,0).

Determine o de modo que f(z,y) sea continua en (0,0).

1.4. Derivadas parciales, diferenciabilidad y derivadas direccionales

Trabajaremos ahora con el concepto de diferenciabilidad, el cual partiremos definiendo:

Definicién: Una funcion f : U C R™ — R se dice diferenciable en xq € U si nos desplazamos
h en la funcién desde x; se obtiene una expresion

Flroth) = £ (x0) + 30

=1

(p) hi + O (h) (1.5)

. Of(h)
tal que 11111)1(1) W =0.

En otras palabras, una funcién es diferenciable en un punto si al desplazarnos una pequena cantidad
de dicho punto, el valor de la funciéon puede obtenerse mediante una aproximacion de primer orden
de sus derivadas parciales.

"9
La notacion E (p) h; es homologable a un producto punto y puede compactarse como:
T
i=1

O
n 8 .
af. (x0) hi = Vf(x0) - h (1.6)
=1 O
— af 8f . z 13
donde V f (x¢) = Er (x0),---, Er (x0) | se conoce como vector gradiente, y sera utilizado poste-
€T Tn

riormente.
Observacién importante: Despejando O (h) de la definicién tenemos que:
O (h) = f(xo+h) — f(x0) = V/ (x0) - b

Luego, una funcién se dice diferenciable si:

. O() f(X0+h)—f(Xo)—6f(X0)'h7
W ThI Ll = o
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Usaremos esta definiciéon para nuestros andlisis de diferenciabilidad en funciones a tramos. Adicio-
nalmente, podemos utilizar los siguientes teoremas:

Teorema: Sea f : U CR"” — R. f es diferenciable en xy € U si todas sus derivadas parciales
son continuas en Xg, i.e.

es continua en xg Vi = 1,2,...,n

8xi

iOjo! No se verifica necesariamente la expresion reciproca, i.e. f puede ser diferenciable sin que
sus derivadas parciales sean continuas.

Y en analogia a lo estudiado para el calculo de funciones de una variable, tenemos que:

= Si f es diferenciable en xg, f es continua en dicho punto. Esta demostraciéon se deja propuesta
al lector.

= El algebra de funciones deferenciables es similar: la suma, resta, multiplicacién, ponderacién
por escalar y composicién de funciones diferenciables genera como resultado funciones diferen-
ciables.

2,3

(Problema 1.15) ﬁ, si (z,y) # (0,0),
Sea f(x,y) = Y

0, si (z,y) = (0,0).
Determine f,(z,y) v fy(z,y) en todo punto (z,y) y estudie la diferenciabi-
lidad de f(z,y) en todo su dominio.

Solucién:

Partiremos calculando las derivadas parciales para todo (z,y) # (0,0). Aplicamos simples reglas
de derivacion:

of o a2y

ox

O (22 + 2)°

(z,y)#(0,0)

Derivamos por simples reglas de derivacién, asumiendo y constante en este caso:

of  2xy?(a®+ y2)? = 2 (22 + y?) 2z - 223
2 (a2 +y?)’
o 2xP (2 + Yt — 22°)
- (a2 + y2)°
3 (2 2
Nepron @Y
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Ahora derivamos con respecto a y, asumiendo que x es una constante:

of o s
oy 0y (22 + u2)?
Y @ar00) Y (22 +y?)
3% (2 ) -2 (2% +y?) 2y - 2P
(22 + y2)"*
2%y (327 4 3y° — 4y?)
(22 +y2)°
Es decir,
of z?y? (32% — y?)
BN - 2 1 ,2)3
Y @a00) (@ +y7)

Ahora calculamos las derivadas parciales para (z,y) = (0,0). Para ello, aplicamos la definicion:

h203
of o f(h0) = £(0,0) (h2402)°
%(0’0) N flng%] h —}lg% -
of B
— a—x (0,0) 0
Anélogamente,
of B
oy (0,0)=0

Para todo (z,y) # 0 la funcién es diferenciable como consecuencia de que es un cuociente de
funciones diferenciables tales que el denominador nunca se anula. También es posible notar y
argumentar que para (x,y) # (0,0) ambas derivadas parciales son continuas y por lo tanto
aplicar el teorema antes mencionado. Para (x,y) = (0,0) requerimos un anédlisis més sofisticado.

Usaremos la definiciéon presentada para nuestros andlisis de diferenciabilidad en funciones a
tramos. Decantando estas ideas en este ejercicio, tenemos que: xo = (0,0), h = (h, k) (con h y
k cualesquiera) y f la funcién dada de la definicién.

Luego,

e = (S0.0.5 00)

- (070)

|h|| = V2 + k2
h2k3

(h? + k2)*

f(x0) =0

f(X0+h):
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Es decir, la funcién es diferenciable si se cumple que:

h2k3
(p2 4 12)2 12)3
lim M:()H lim Iir:
(h.k)=0 (2 + lg2)1/2 (hk)=0 (B2 + k.z)x)/Q

Notar que entonces la diferenciabilidad de la funcién en (0, 0) se reduce a probar que este limite
es cero. Si no es cero, la funcién no es diferenciable en el punto en cuestién.

Si nos acercamos por (¢,0) 6 (0,t) el limite vale inmediatamente cero. Sin embargo, si nos
acercamos con (t,t) se tiene el siguiente limite:

P 1
lin =75 = 173

por lo cual el limite no existe y por lo tanto la funcién no es diferenciable en (0, 0). Concluimos
entonces que la funcién es diferenciable para todo (z,y) # (0,0).

Si f es diferenciable, se tiene de la definicion que:

o £ 0+ B) = F (x0) =V (x0) ‘b _,
h—0 | k|

Si consideramos que h = tv con v una direcciéon unitaria y t — 0, entonces en la ecuacién anterior
se obtiene que:

f(xo+1tv) — f(x0) — ﬁf (xo) - tv

lim =0
t—0 ‘t’
Entonces,
tv) — —V ot tv) — -
h’mf(XO+ v) — f(x0) = Vf (x0) V0 lim f (%0 +tv) f(XO)—Vf(XO)-V —0
t—0 t t—0 t

Luego, como v f (x0) - v no depende de ¢ y aparece la definicién de derivada direccional, concluimos
la siguiente proposicion:

Proposicion: Si f es diferenciable en xy con v unitario, entonces se tiene que:

of >
Jv (x0) =V f(x0) Vv (1.8)

Cabe notar que esto solo se cumple si la funcién es diferenciable en x.
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Problema 1.16 x (1 —cosy) /a2 +y?
( ) V

2 4
Sea f(z,y) = vy

, si(z,y) #(0,0),

a, si (z,y) = (0,0).
(a) Determine a de modo que la funcién sea continua en el origen.
(b) (Es la funcién diferenciable en el origen? Justifique sus resultados.

0
(c) Calcule —f(O, 0) para v unitario cualquiera.

ov

Solucién:

(a) Debemos escoger a de modo que:

1 — cos 2 2
lim x( cos y) /22 +y .

(,9)—(0,0) 22 494

Tenemos que:

x(1—cos y) a2 +y?

{ (L= cos y) wy*y/a? + y?
lim = lim
(,y)—(0,0) 2?2 + yt (2,9)—(0,0) Y2 22 + ¢

El primer limite es conocido y vale 1/2. El segundo lo calculamos mediante sustitucién polar:

i 7 cos Or? sen® 0 |r| . 1|r|cosfsen?0
fm =
r—072cos?0 4+ risentf  r—0cos?f 4 r2sentd

Debido a que el denominador no se anula para ningun valor de 6 (incluso en § = 7/2) ya que
solo aparecen términos positivos. Concluimos que para cualquier valor de r el limite es cero.

Realicemos esta demostracion de una forma mas elegante tomando el médulo. Para ello notamos
que:

ry?\/a? + y?
g

A partir de la axiomatica real tenemos que (|a| — |b])* > 0. Expandiendo el cuadrado se deduce
que a® + b? > 2]ab|. Haciendo a = x y b = y? tenemos que:

41:2—1—2/422\3;]3/2
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Con lo cual,

2 2 2
<xy e+

_ Vet Vet
2yt

2 |z|y? 2

Como ambos extremos tienden a cero cuando (z,y) — (0,0) concluimos entonces que:

_ 2 .2
lim (1l —cosy)\/a2+y _[a=0

(a,y)—(0,0) x? +yt

(b) Calculamos las derivadas parciales en el origen:

o (00 = Jim T =
i

Luego, aplicando la observacion que hicimos antes de comenzar los problemas de diferenciabi-
lidad, reemplazamos con los valores de f, h y x¢ y por lo tanto la funcion es diferenciable si y

solo si:
) h (1 — cos k) Vh? + k?
lim =0

(hk)=(0,0)  /hZ + k2 (h? + k%)

Tenemos que:

lm h(l—cos k)Vh2+k? ltm (1 —cos k) hk?
(hk)=00) V2 EZ(h2+ k) (k00 k2 W24k
hk?

1
N T e
2 (h,k)lg%o,o) h? + k4

Con (t,0) y (0,t) el limite vale cero. Con (¢,t) tenemos el limite:

t3

=lim——=0
t—0 1 + t2

lim ———
30 2 + 14
Dado que el aporte de h es la mitad en grado que el de k, dejamos la expresion simétrica con la

curva (t2,t), obteniendo asf el limite:
1

lim —
t—0 2t4 2
Luego, el limite no existe y por lo tanto la funcién no es diferenciable en el origen.

(c) Dado que la funcién no es diferenciable, no podemos aplicar la propiedad de que:

of

v (x0) = Vf(x0) - v

Entonces, para calcular las derivadas direccionales en el origen hagamoslo por definicién y para
ello tomamos la direccién unitaria en funcion del angulo:

v cos b
~ \send
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Con esto calculamos la derivada direccional en el origen:

g{,w) : h,mf(tcose,tseHQ)—f(Oﬁ)

t—0 t
LtcosO[1 — cos(tsend)]|t|
= lim-

=0t  t?2cos?f + ttsentd
tcosf[1 — cos (tsen@)] [t|

-
T (cos? ) + 12 sen’ 0)
, cos 0 , 1 —cos(tsend)|t|
= lim m
t—=0 (cos? 0 + t? sen* f) t—0 2
1 ., 1—cos(tsend) ,
— cos b 11‘1_I>% +2sen2 @ ‘t’ sen® @
1 1 ,
N 5 sen” ¢
COS@XQXOXben
Es decir,
of
R A—
ov
en todo punto.
(Problema 1.17) Dada la funcién
k
Ty '
x2+y2’ 51 (xay) 7£ (0,0),
f(ZE, y) -
0, si (2,9) = (0,0).

(a) Determine & de modo que f sea continua en (0, 0).

(b) Determine k£ de modo que f sea diferenciable en (0,0).

Solucioén:

(a) Asumamos que la funcién es efectivamente continua. Entonces, debe cumplirse que:

k
lim —Y —
(z,y)—(0,0) 22 + y?

Este problema no lo podemos hacer tomando el médulo, ya que si este no da cero, esto no nos
garantiza que efectivamente el limite en cuestion no sea cero (que el limite del médulo sea cero es
una condicién suficiente, no necesaria). La mejor forma, y la més simple de trabajar es mediante
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la sustitucién a coordenadas polares, i.e.
x =rcosf
y =rsenf
De modo que el limite se convierte en:
xy . rcosf-rFsen* 0

lim ———— im
(z,9)—+(0,0) 2 + 32 r—0 72 cos2 0 + r?2 sen? 0

= lim7* 'sen*Hcosd
r—0

Entonces, tenemos que lograr que:

lim 7" ' sen® # cosf = 0
r—0

Observe que para lograr el término 7*~! tiene que tender a cero para anular los distintos valores
que pueden tomar el seno y el coseno. Por lo tanto, notamos que:

= Si k < 1 el limite diverge, por lo cual este subconjunto no sirve.

= Si k=1, entonces la funciéon pasa a ser solamente una funciéon de 6, por lo cual el limite
no existe.

= Si k> 1 el limite converge a 0 indistintamente del valor de 6. Este intervalo nos sirve.

Luego, el conjunto de k para los cuales f (z,y) es continua es:

Slz{kERk>1}

(b) Partimos haciendo una importante observacion para validar los resultados. Observe que el
conjunto Sy de los k para los cuales f (x,y) es diferenciable en el origen:

5 CS
Pues una condicién necesaria para que la funcién sea diferenciable es que sea continua.

Recordamos la definicion de diferenciabilidad para aplicarla y obtener condiciones en k. Para
ello requerimos calcular el diferencial de f en el origen, lo cual a su vez requiere calcular las
derivadas parciales. Tenemos que:

Of (0.0) = 1m £ 0 =1 (0.0

ox h—0 h

Como k > 1, siempre se cumplird que f (h,0) = 0 como consecuencia de que y = 0. Es decir,
f (0,0) = 0. Por otra parte,
0 0,h) — (0,0

dy h—0 h -
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Luego, la funcién es diferenciable si

oo F(R) = £(0,0) + V£ (0,0) - (h, k)
(h,k)—(0,0) \/W

Reemplazando, si la funcion es diferenciable debera cumplir que:

=0

k
lm  —— =0
(u2)+(0.0) (42 + v2)*

Se reemplazo6 el (h, k) convencional por (u,v) para evitar conflictos con la letra involucrada.
Haciendo nuevamente la sustitucion trigonométrica tenemos que:

i uvk _ rcosf-rksen* 0
lim ————5 = lim o
(w0)=(00) (u2 + v2)* =0 r

= limr* 2 cosfsen” 0
r—0

Luego, bajo el mismo razonamiento que el problema anterior, concluimos inmediatamente que:

SQZ{kERk‘>2}

(Problema 1_18] Sea f : R? — R definida por
2?(y —1)
22+ (y—1)*

, st (z,y) #(0,1),
fx,y) =

0, si (z,y) =(0,1).

(a) Calcule f, y f, en todo punto R2.

(b) Pruebe que f es diferenciable en todo punto en R?.

Solucién:

(a) Procedemos de forma andloga, a como ya hemos hecho. Aplicando reglas de derivacién
llegamos a que:

of _x(y—l)[x2+2(y_1)2]
or (2,9)#(0,1) [22 + (y — 1)2]3/2
o1 L
Y (z,9)#(0,1) [:p? + (y — 1)2}3/2
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El desarrollo detallado solo requiere el dominio y practica de las reglas de diferenciacion, co-
nocidas ya desde el calculo de una variable. Se dejan propuestos los célculos al lector. Luego,
aplicando la definicién se puede obtener de forma inmediata que:

af R Y f(hvl)_f(()?l) _
e O = Jin 2R o
af f(ovh)_f(()?l)zo

gy (01 = Jim h

(b) El problema se separa en demostrar que la funcién es diferenciable en todo punto distinto a
(0,1) y en (0,1).

Para todo punto distinto a (0, 1) conocemos las derivadas parciales, y podemos afirmar sin mayor
dificultad que estas son continuas por ser una composicién de funciones polinomiales, de acuerdo
a las proposiciones vistas en clases. Luego, como ambas derivadas parciales son continuas para
todo x # (0, 1), concluimos que f es diferenciable en dichos puntos.

Nos queda el caso (z,y) = (0,1). f es diferenciable por definicién en (0, 1) si y solo si

(h,k)—(0,0) Vh? 4+ k2

Reemplazando, el problema es equivalente a demostrar que el siguiente limite es cero:

=0

h%k

_r _0
(h,k)lg%o,()) h? + k?

En efecto, como la expresion de arriba es de orden 3 y la de abajo de orden 2, el limite efecti-
vamente debe ser cero. Podemos usar la sustitucion polar, o bien como ya hemos hecho muchas
veces, notar que:

h2k h2k
h? + k? h?
Como ambos extremos tienden a cero, concluimos entonces por teorema del sandwich que el
limite es cero y por lo tanto la funcién si es diferenciable en (0, 1).

0<

< = |K]

De esta forma concluimos que f es diferenciable en todo R2.
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(Problema 1.19) Sea 9

72 +y2 51 (I,y) 7é (070)

f(2,y) =
0 si (z,y) = (0,0)

(a) (Es la funcién diferenciable en el origen? Justifique sus resultados.

(b) Calcule la derivada direccional de f (z,y) en el origen para una direc-
cion unitaria cualquiera.

(c¢) Determine la direccién en que la derivada direccional es maxima.

Solucioén:

(a) Dada la definicién de diferenciabilidad que vimos en el problema anterior, requerimos calcular
el vector gradiente para obtener nuestros resultados. Calculamos cada una de las derivadas
parciales en el origen mediante la definiciéon:

gr (00 = Jim n =0
g, (00 = lm h -0

Es decir, Vf (0,0) = (0,0). Luego, de acuerdo a la definicién, la funcién es diferenciable si se
cumple que:

o Sk -f00-0_ . Mk
(h,k)—5(0,0) VhZ + k2 (hk)=(0,0) (h2 + k2)3/2

Este limite no existe ya que para las curvas (¢,0) y (0,¢) el resultado es cero. En cambio, para
la curva (t,t) da como resultado un nimero distinto de cero. Por lo tanto, la funcién no es
diferenciable en el punto.

(b) Tenemos que calcular la derivada direccional en el origen. Como a priori no sabemos si la
funcién es diferenciable o no en el origen, aplicamos la definicion de derivada direccional:

P _
a;lj (x0) = %g% f (%0 + tVt) f (%0)

con f dado que x¢ = (0,0). Como estamos trabajando en R?, una direccién cualquiera también
puede ser representada en coordenadas polares, de modo que:

v cosf
~ \send
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con @ arbitrario. Si resolvemos este problema para 6 cualquiera, lo habremos resulto para cual-
quier direccion. Luego,

af . f(tcos@,tsenf) — f(0,0)
— = lim
ov t—0 t
. t?cos?6 - tsenf
= lim
t—0 t- 2

= cos’f-send

= U%Ug

donde 6 representa el angulo de inclinacién con respecto al eje x en sentido antihorario.

(c) Es sabido que si f es diferenciable, entonces la derivada direccional corresponde a:

of =
%—Vf A%

y la direcciéon de maximo crecimiento corresponde al gradiente. Como todavia no hemos garan-
tizado la diferenciabilidad de la funcién, debemos recurrir a otros métodos. Observe que:

af of
5=6—V(9>=s&(9)

Luego, podemos derivar con respecto a # e igualar a cero para encontrar donde la derivada
direccional es maxima, obteniendo asi,

¢’ (0) = —2cosfsen’®f + cos® f
[gualando a cero:
cos® 0 — 2cosfsen’ = 0 — cosf (00320 — 2sen29) =0

Un caso probable es que cosf = 0, lo cual inmediatamente anula la derivada direccional, por lo
cual no puede corresponder a un maximo. El otro caso probable es:

1
C0829—2sen29:OHtan29:§

Solo consideramos la rama positiva, ya que en caso contrario obtendriamos un angulo negativo

por la imparidad de la tangente, y como consecuencia una direccién de crecimiento negativa, la
cual no puede corresponder a un maximo. Por lo tanto, la solucion es

oo = arctan (1)
= arctan | —
) V2
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(Problema 1_20] Sea f : R? — R definida por

(x—y)y

—, si0<y<uw,
x

[z, y) =

0, en otro caso.

Determine los valores de f tales que f sea continua en todo R2.

Solucién:

Observe que la funcién vale (z — y) y/z® para todo punto (x,y) cuya coordenada y esta bajo la
recta y = x y se encuentra en el primer cuadrante (pues z,y > 0). Se propone al lector graficar
este resultado.

Luego, no tenemos que garantizar la continuidad de la funcién solo en el origen, sino que también
tenemos que hacerlo en todo punto donde ocurre cambio de tramos. Estos son:

= La linea diagonal.
= El origen.

s [a linea horizonal.

Partamos notando que (z — y) y y £* son funciones continuas para todo (z,y) tal que 0 < y < z,
y para cualquier valor de «, puesto que x > 0 en este tramo. Luego, como z% # (0 entonces
tenemos que

xr — .

# es continua para todo 0 < y < x

x
En otro caso tenemos la funcion constante 0 que es evidentemente continua. Con esto se garantiza
la continuidad en los tramos por separado de la funciéon. Ahora observemos qué ocurre en los
casos limite. Partamos estudiando el cambio de tramo en la linea y = x. En particular, tenemos
que estudiar qué ocurre en los puntos de la forma (a,a) con a > 0. f serd continua en estos
puntos si:

lim  f(z,y) = f(a,a) = 0

(z,y)—=(a,a)
Si tomamos cualquier curva p(t) tal que x(t) > y(t) tendremos inmediatamente por la definicién
de la funcién que el limite en efecto es cero. Por lo tanto, solo resta probar que:

lim E=yly = f(a,a) =0

(z,y)—(a,a) x
Pero ya vimos que (z — y) y/x® es continua para todo x,y # 0. Luego,

lim (x—wy:(a—wazo
()= (aa) T ac
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Hasta ahora todo valor de « es posible. Probemos ahora sobre la linea horizontal, es decir, en el
caso en que y = 0. « debe ser tal que el limite en cualquier punto de la linea (a,0) con a > 0
sea:

1fm Ei:ﬂﬁ{zj{mO)zO

@)@ 2°
Pero,
T o) )
@)=00)

la cual no se indetermina nunca salvo en el caso a = 0. Por lo tanto, analizar la continuidad en
esta linea tampoco es concluyente sobre el valor de a.

Deberemos imponer restricciones a partir del caso final. Queda estudiar la continuidad en (0, 0).
En particular, f serd continua en el origen si:

lim )f(a:,y) = f(0,0) =0

(z,y)—(0,0

Nuevamente, si tomamos la curva ¢(t) que se aproxima al origen con x(t) > y(t) o bien desde
cualquier cuadrante que no sea el primero el resultado del limite sera inmediatamente cero pues
la funcion vale cero para = > y.

Solo nos queda encontrar estudiar la continuidad de la funcién al acercarnos por el cono:

lfm (z—y)y
(2,9)—(0,0) e
O<y<zx

En particular, o debe cumplir que el limite anterior sea cero para garantizar la continuidad de
la funcion. Por simple inspeccion notamos que si a < 0 esto se garantiza inmediatamente pues
en dicho caso tendriamos una funcién polinomial.

Si a < 1 tenemos que

2]

ly| < R ly| = [z |y|

(I + [y])
|

(r—y)y

<

Luego, como la funcién de la derecha siempre tiende a cero para « € [0, 1], concluimos que en
dicho caso

lim —(x_y)y‘:o% m E9Y_
(z,y)—(0,0) x (zy)—(0,0) X
O<y<z O<y<zx
Para a > 1 hagamos la sustitucién polar conocida:
i ETWY gy ealosfosenb
(x&;;((;,o) x 02;3% cos® 0
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Este limite solo converge para todo valor de ¢ en el cono 0 < 6 < 7 si y solo si 2—a >0 con lo
cual a < 2. Finalmente, concluimos que la condicion pedida es

a <2

Para cerrar el estudio de diferenciabilidad de funciones y adquirir un adecuado dominio de los con-
ceptos de diferenciabilidad, se recomienda encarecidamente revisar este problemas:

(Problema 1_21) Considere la funciéon f : R®™ — R definida por:

1

(z* + y*) sen (ﬁ) si (x,y) # (0,0)

0 si (,y) = (0,0)

flzy) =

(a) Calcule f, (z,y) y f, (x,y) para todo (z,y) € R

(b) Estudie la continuidad en el origen de cada una de las derivadas par-
ciales.

(c) Demuestre que f (x,y) es diferenciable en el origen.

(d) ;Invalida este resultado el teorema que continuidad en las derivadas
parciales? Explique.

Solucién:

(a) Siguiendo la idea de un ejercicio anterior, derivamos para cada tramo por separado. Primero,
para (z,y) # (0,0) lo hacemos por reglas de derivacion:

0 1 x 1
—f:2xsen — ’ cos | ———
aflf 1/x2+y2 ,/x2_~_y2 /$2+y2

Por simetria de la funcion,

of 1 1 1
of = 2y sen - = | — ‘y = COS | —F———
ay /2 +yz /2 +yz /2 + yz

Calculamos las derivadas en el origen:

af ERT f(h/o)_f<00)7 ’ 2, 1
35 (0:0) =l 2 = Jimy h7sen |
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Es facil notar aplicando el teorema del sandwich que

Luego, nuevamente bajo el argumento de simetria se tiene que

af _of B

Finalmente,

( 1 x 1 :
o 2x sen (\/W) - \/mcos (\/ﬁ) si (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

(2 sen ! — Y cos B si (z,y) # (0,0)

0 si (I>y) - (070)

(b) De acuerdo a lo estudiado de continuidad, es necesario calcular

fy (I7y) -

1 x 1
lim 2xsen — CoS
(x,y)—>(0,0) (\ / fL’2 + yQ) A /xz _|_ /y2 ( /I2 + y2>

y determinar si su valor es igual a f (0,0). Observe que si nos acercamos por (0,t) el limite es
inmediatamente cero. Al acercanos por (t,0) tenemos el limite:

, 1 t 1
lim2tsen | — | — —cos [ —
& i) "\

Observe que este limite no existe por efecto del segundo término: ¢/ |t| no existe por los limites
laterales e incluso oscila sin tender a cero como consecuencia del coseno.

Concluimos entonces que f, no es continua en el origen. Dada la simetria de la funciéon, podemos
concluir exactamente lo mismo de f,,. Luego, ninguna de las derivadas parciales es continua
en el origen.

(c) f es diferenciable en el origen si y solo si

LK) = £(0,0) —VF(0,0)

=0
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
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Expandiendo el limite:
SR = f0.0) V(0,00 L s ( 1 )
lim = lim h? + k?sen | ——
(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (h,k)—(0,0) Vh? + k2

Es evidente, dada la apariciéon del seno, que podemos utilizar el truco habitual del teorema del
sandwich ya visto en cédlculo de una variable. Notando que:

1
N 2 2
h2+k2> <Vh?+k

y como por continuidad se tiene que lim x)—(0,0) Vh? + k? = 0, concluimos que

—Vh2+ k2 < \/h2+kQSen(

lim Vh2+ Ek%sen ( =
(h,k)—(0,0)

1
Vh?+ k2>
con lo cual la funcion si es diferenciable en el origen.

(d) Este resultado no invalida en lo absoluto el teorema de las derivadas parciales continuas. Este
enuncia que si todas las derivadas parciales de f son continuas en xXq, entonces f es diferenciable
en Xop.

Sin embargo, acabamos de ver con un ejemplo que f sea diferenciable en xy, no garantiza la
continuidad de sus derivadas parciales. Es decir, perfectamente las derivadas parciales pueden ser
discontinuas. Esto prueba que la relacién entre ambas afirmaciones del teorema corresponden
a una implicancia y no a una equivalencia. En resumen,

derivadas parciales continuas en x, = f diferenciable en x,

(Problema 1.22) Decida jusltiﬁcadamente si la siguiente funcion es continua, diferenciable y/o
de clase C*:

2

Ty )
212 si (z,y) # (0,0),
Fay=4"""

0, si (z,y) = (0,0).

Solucién:

Respondémonos la pregunta sobre si la funcién es de clase C!, pues si lo es serd diferenciable y
continua. Eso aliviana la carga de trabajo significativamente.

Por dlgebra de funciones diferenciables, sabemos que la funcion sera diferenciable para todo
(x,y) # (0,0) pues se trata de una composicién de funciones sabidamente diferenciables.
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Ahora bien, solo nos resta analizar la diferenciabilidad en (0,0). Para ello, partamos calculando
las derivadas parciales en el origen:

f<h70) o f (070)

£:(0,0) = lim : =0
fy (0,0) — lim f(0> h) o f (07 0) —0

h—0 h

Aplicando ahora la definicién de diferenciabilidad, f es diferenciable si:

f(hk)—f(0,0) = f.(0,0)h — £, (0,0)k

lim =0

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2

Pero, el limite de arriba es igual a:

, hk?
hHl ——
(hk)=>(00) (h2 + k2)>/?

Ahora bien, si tomamos (¢,0) y (0,¢) el limite es cero, pero si tomamos (¢,t) el limite no se anula.
Por lo tanto, la funcién no es C! ni diferenciable en el origen.

Luego, nos queda determinar solamente si la funcién es continua en el origen. Para ello, evalua-

mos: 9

x
lin s
(z,y)—(0,0) = + ¥y
Pero,
X 2 x 2
0= ’ 2| = % < |z|
e+ Yy Y

Luego, por teorema del sandwich el limite es cero, y por lo tanto la funcién si es continua en el
origen.

Ejercitemos un poco las reglas de derivacion en derivadas parciales con el siguiente problema:

(Problema 1.23) Se define la funcién f (z,y,2) = <x;—y+z) :
T+y—2z
Determine el valor de

D00
Ox yay 0z a

Solucioén:
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Calculamos las derivadas parciales respectivas mediante reglas de derivacion:

g _ <:1:—y—|—z>"1 (x+y—2)—(r—y+2)
Ox \z+y—2z (x4+y—2)°

(.rerz)nl 2(y —2)
= n _— _—_—
r+y—=z (x 41y —2)°

of n<avy+2>"l(ﬂf+y»2)(xy+2)
0y r+y—z (r+y—2)°

<:1;—y—|—z>"1 2
= —n|——— —_—
Ty —z (z+y—2)°

of n(a;_erZ)”1(g;+;g_z)+(a;_;g+z)
0z \Nz+y—=z (x 4y —2)°

<J:y+z>nl 2
= n|——— —
vry=2) @ry-2)

0 of of T — "Lor(y = 2) — 20y + 22
; f+yf+zf:n<l y+z) v (y — 2) 1y2+ vz
) T+y—z (x+y—2)

Luego,

or oy 0z

Con lo cual,

rﬁ+ya—f zg:()

1.4.1. Regla de la cadena

Antes de partir este problema enunciaremos la Regla de la Cadena para funciones R” — R:

Teorema: Si f es una funcién diferenciable en R™ tal que f = f (x1,x2,...,x,) donde cada x;
es una funcién diferenciable en R™ tal que z; = ; (y1, Y2, - - -, Ym) . Entonces,
Of (070w  Of0zy OO oy n (1.9)
Oyp ~ Ox1 0y, Oxy Oy Oz, Oyy,

La demostracion de este teorema suele dejarse pendiente hasta que se estudien las funciones R* — R™
donde este resultado aparece de forma natural. Lo importante ahora es la adecuada comprension de
este teorema. Recuerde la regla de la cadena en una sola variable:

df _dfdy
de  dydx
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donde agregamos “un término entre medio”. Al hacerlo en varias variables siempre conservamos la
variable en el segundo término, solo agregamos entre medio todas las variables sobre las cuales f es
directamente funcién.

Consideramos adicionalmente el Lema de Schwarz, el cual plantea que una funcién de clase C? cumple

que:
of _ of
oxdy  Oydx

Este lema sera til para realizar simplificaciones en las expresiones que puedan aparecer.

(1.10)

(Problema 1.24) Sea f (u,v, w) una funcién con derivadas parciales continuas de orden 1y 2y
sea g (z,y) = f (v +y,z — y,zy). Calcule g, + g,y en términos de derivadas
de f(u,v,w).

Solucién:

Estamos calculando entonces la regla de la cadena para f (u,v,w), donde u(x,y) = = + v,
v(z,y) =z —yy w(zr,y) = xry. Empleamos la regla de la cadena, primero en su expresién
general. Digamos xg = (z + y,x — y, zy) con el inico propdsito de compactar notacién, de modo
que:

9o (2,y) = fu (X0) us (2, 9) + fo (X0) vz (2, y) + fu (%X0) W (2,Y)

Luego, calculamos las derivadas parciales:

ug (x,y) = 1
v (x,y) = 1
wy (T,y) =y

Con lo cual,
9z (2, y) = [u (X0) + fo (%0) + yfw (o)

Debemos derivar nuevamente, y esto es lo que genera cierta dificultad en la comprension de
los problemas. Observe, a modo de ejemplo, que f, = f, (u,v,w) (sigue dependiendo de las
tres variables originales). A su vez, como u, v y w son funciones de z, y y z, debemos aplicar
nuevamente de forma pertinente la regla de la cadena en cada caso. De esta forma se tiene que:

9oz (T, Y) = fuutly + fuoVe + fuwWs + foutlz + forve + fowwe + Y (fuutle + fure + fuws)
Reemplazando con los valores de las derivadas parciales y reagrupando:

9oz (T,Y) = (Fuu + Fou) + (fuv + foo) T Y (fwu + Fuoo + Juw + fow) + Y fuow

Ahora hacemos lo mismo para gy, (z,y), teniendo las mismas ideas en mente:

Iy (:I:’ y) - fuuy + fvvy + fw’ll)y
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Donde:
u=1 , v,=-1 wy,=x

Con lo cual,
Gy (ian> = fu—fotzfu

— gyy (ua U) — fuuuy + fzwvy + fuwwy _ (fvuuy + fv’uvy + fvwwy) +x (fwuuy + fwv/Uy + fww/wy)
fuu - fuv + xfuw - fvu + fvv - mfvw + xfwu - xfwv + foww
Reordenando,
gyy (U,”U) - (fuu - fvu) _ (fuv - fvv) + X (fuw - fvw + fwu - fwv) + foww

Considerando el Lema de Schwarz, y el hecho de que la funcién es de clase C? tenemos entonces

que fuv - fvuv fvw - fwv: fuw - fwu:

Jex — fuu+2fuv+fvv+2y(fuw+fvw)+y2fww
gyy - fuu*Q.fuv‘I’fvv‘I’Qx(fuw*fvw)+x2fww

Finalmente, sumando:

gxx +gyy - 2fuu + 2fvv + 2 (T +y) fuw - 2 (T _ y) fvw + ('7;2 +y2) fww

3

2 _ _
(Problema 1.25) Sea g (1,y,2) = f Y22 7%) con f (u,v) de clase C2.
xy? | oxzd

% A
(a) Demuestre que z%g, + S+ 30 = 0.
(b) Suponga que f (u,v) satisface fuy + 2fuw + foo = 0.

Exprese ¢,, en términos de z, y, z y de las derivadas parciales de f.

Soluciodn:

(a) Nuevamente, aplicamos regla de la cadena para efectuar correctamente la derivacion. Sea

2z 23—z

y v(z,y,2)=

u(r,y,z) =

xy? xz3

Luego,
Gz = fuux + fvvx

52




Calculamos u, y v,:

dy -z  —wy’— (¥ —2)y’

Yo = B ry? x2yt
Yty o)
o x2y4
1

T2
Con ello,

—x3 -2 (B —-x) -2(r+2—2x)

Yo = 220 B 226
B 1
a2
Es decir,
1
Gz = T2 (fu+ fo)
Anélogamente,
9y = Jully + fovy
Derivando,
2y (zy?) — 2yx (y* — ) vy -yt
Uy = 2,4 =2 2,4
Y =y
2
Y3
vy = 0 <= no es funcién de y
Con ello,
2
9y = _fu
v

El mismo procedimiento para z:
9z = fuuz + fvvz

Obteniendo las derivadas parciales:

1, = 0 < no es funcién de z

322 (x23) — 32%x (22 — 2 B -2+
va = = 26 ( >:3Z2xT
x2z x2z
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Es decir,

3 24

Y
51529,75 + Egy + ggz - (f'u, + f71> + fu + fv

demostrando asi lo pedido. B

(b) Sabemos ya que:
1
Con ello,

2 1
[ ﬁ (fu + fv) - P (fuuu:r + fuvvx + fvuux + fvvvx)

Ya sabemos el valor de las derivadas parciales, en particular sabemos por el Lema de Schwarz
que fuw = fou v que u, = v,, de modo que:
2 1

donde se cancel6 el segundo término por la informacién del enunciado. Con ello concluimos que:

Gex = =5 (fut £

(Problema 1.26) Sea f R? — R una funcién de clase C? y definimos g (u,v) = f (z,y) donde
r =u+ v, y = uv?. Suponiendo que

g_2 *f  *f _<92f_1
oy 7 0x2  0xdy Oy

en (z,y) = (2,1). Calcule V2¢ (1,1) = guu(1,1) + guo(1,1).

Soluciodn:

Dado que es explicito lo que se esta pidiendo calcular, no tenemos mas opciéon que hacerlo.
Partiendo por la variable u:

Gu = facxu + fyyu

2

pero x, = 1 e y, = v°, con lo cual

Gu = fa: + U2fy — Guu = fxacru + f:tyyu + UQ (fya:xu + fyyyu>

Es decir
Guu (U, V) = [ (u,v) + v2fxy (u,v) + v2fyx (u,v) + v4fyy (u,v)
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El lector puede sentir muchas dudas respecto a por qué se expresaron las derivadas parciales de
f en funcion de v y v y no de de x e y como podria pensarse. Observe que en la definicién de
la funcién en el enunciado se dice que x e y pueden escribirse como funciones de u y v (estas de
hecho salen explicitas), razén por la cual si bien es correcto afirmar que las derivadas parciales
dependen de x e y, también es correcto afirmar que dependen de u y v por esta definicion, lo
cual nos es en efecto practico para calcular lo que efectivamente se pide.

Pues bien, haciendo u = v =1 — = 2 e y = 1. Luego, basta reemplazar con la informacion
del enunciado:
G (L) =14+14+1+1=14

Anélogamente,
gv = fmxv + fyyv
con r, = 1 e y, = 2uv. Entonces,

Gv = fr + QUUfy — Guv = facacxv + fxyyv + 2ufy + 2uv (fy.rxv + fyyyv)

Es decir,
Guv = fa:a: + 2Ufoy + 2Ufy + 2U1)fyx + 4U2U2fyy

Reemplazando con © = v = 1, concluimos que:
G (1L,1)=1+2+4+2+4=13

y finalmente

V2g(1,1) =4+ 13 =17

[Problema 1_27] Considere una funcién w (u, v). Se realiza la sustitucién u = x+y?, v = x /.

(a) Escriba las derivadas w, y w, en términos de w,, wy,, T € y.

1
(b) Escriba zw, + §ywy en términos de w, vy w,. Escriba los coeficientes

como funciones de u y v.

Solucién:

(a) Al igual que en los problemas anteriores, estos ejercicios no requieren nada ademads de ser
ordenado y tener claridad en el uso de la regla de la cadena. Como w = w (u,v), u = u(z,y) y
v =0 (z,y), entonces aplicamos la regla de la cadena:

Wy = Wyully + Wyly

Wy Wy Uy + Wyly
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Calculamos las derivadas parciales:

1
Uy, = 1 Uy = —
Yy

2x

Uy = 2y Uy = —y—g

Es decir,

1
Wy ('/L)v y) = Wy (U (:I;7 y) U ('/I;a U)) + y2w

o (u(z,y),v(x,y))

2z
wy (2,y) = 2yw, (u(z,y),v(z,y)) — 373/“‘}” (u(z,y),v(x,y))

(b) Reemplazamos:
T

) T 2
TWy + Wy = TWy, + — Wy + Yy w, — — Wy
2 Y y

Escribiendo como funciones de u y v:

1
TWy + %wy = (L + ;1/2) Wy, = Uy,

Trabajaremos ahora la regla de la cadena con expresiones de orden 2. En particular, con un operador
conocido como Laplaciano, el cual se expresa haciendo abuso de notaciéon como:

. L 82 82 82
2 — . = —_— _ RS
Ve=V-V 922 + B + 922 (1.11)
Con lo cual: 9 o o
Vif=Af= f+ f+ / (1.12)

ox?  0y*> 022

Es perfectamente expandible (pero poco usado en la préctica) a R™. Muchas leyes fisicas quedan
descritas como ecuaciones diferenciales parciales en términos del laplaciano de una funcién. Ejemplos

de ellas son:

» La ecuacién de onda: (dptica, electricidad y magnetismo, sonido, fisica cudntica)

2 0%f

Vi =

» La ecuacién de calor: (ondas, calor, termodindmica)

- af
Vif=k—=;
/ ot
» La ecuacién de Laplace: (electromagnetismo)
Vi =0
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» La ecuacién de Poisson: (electromagnetismo)

Vi (2,y,2) = p(2,y,2)

Hay que realizar un importante comentario: este es un operador espacial, no temporal, por lo cual
en problemas fisicos de la forma f (z,y, z,t) el laplaciano de f solo considera las variables z, y y z.

(Problema 1.28) Sea f : R? — R tal que V2f = 0 para todo (u,v) € Q. Sea ¢ : R - R la
funcién dada por ¢ (z,y) = f (x — y,x + y). Calcule V3.

Solucién:

Tenemos que:
o2, v Oy
or?  0Oy?

Calculamos cada una de las derivadas parciales aplicando la regla de la cadena:

Ve = fully + fovy
Py = fuuervay

Calculamos las derivadas parciales de u y v:

uy,=—-1 v,=1
Con ello,

Pz = fu + fv

Py = 7fu + fv

Derivando nuevamente,

Pz = fuuux + fuvvm + fvuua: + fm)vm
Oyy = — (fuutly + fuvVy) + foully + footy

A la luz del Lema de Schwarz (implicitamente estamos trabajando con funciones de clase C?) se
tiene que fu, = fuou, ¥ reemplazando con las derivadas parciales de u y v se tiene que:

997/1/ — f/Ufll/ + 2f’ll/l) + f’l/”l/'
Pyy — Juuw = 2fuww + foo
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Sumando,
VQ(‘ID = Pra + Pyy = 2 (fuu + fm;) — 2V2f

—

Como V2f = 0, entonces | VZp = 0| Concluimos entonces que las transformaciones lineales
conservan una ley fisica.

(Problema 1.29) Sea f R? — R una funcién de clase C? tal que

92 f

9% f
@(

x7y)+_(£7y):03 V($,y)€R2,

Af=Vf= 7

y considere
z(u,v) =e"cosv+ f(u+v,u—0v)
2 0z

0
Determine el valor de a_uz (u,v) + 90 (u,v), V(u,v) € R?.

Solucién:

Es claro que en f estamos haciendo x = u+ v, y = u—v. Luego, utilizando la regla de la cadena
se tendra que:

0z : : :
% = e"cosv + fpr, + fyyu =e"cosv + fo+ fy
02z .
— % = € COsU+ f.r;r:xu + f.ryyu + f.ryl'u + fyyyu
= €"cosV + for + 2fuy + fuy
Anélogamente,
0z ,
% = —e"senv + fmxv + f’yyv =e “senv + fL - fy
02z .
— w = —€ CosU + fmcxv + fy.ryv - fyxxv - fyyyv

= —€"cosV+ for — 2fya + fyy
Sumando, y notando que como f es C? entonces f, = fy. por el lema de Schwarz. Entonces,

0%z 0%z
o2 + o0 2 (fox + fyy)

Como por hipédtesis estos términos son cero, concluimos que:

0%z 0%z

T |
ou? N o0v?

Finalizamos esta seccién con un problema de elevada dificultad dada la comprensién que se requiere
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del enunciado:

(Problema 1.30) Suponga que f(x,y,z) es una funcién tal que ﬁf (7,-8,1) = (2,3,1) y
que 2 = z(z,y) es la raiz de la ecuacién ctibica 2® + zz + y = 0. Existe
una unica raiz para r > 0 en (x,y) = (7,—8), de modo que z = 1. Si
g(z,y) = f(z,y,2 (z,y)), encuentre ﬁg en (7,—8).

Solucién:

Tenemos que ﬁg = (9z, gy)- Calculamos cada una de las derivadas parciales, considerando que
f=fu,v,w)donde u=u(z),v=v(y)yw=z2=z2(x,y):

Gz = fuua: + fvva: + fwwx - fu + fww;rr
Gy = fuuy + f,UUy + fwwy = f, + fwwy

Por otra parte,
PBhrz+y=0—=uw+wr=0

Derivando implicitamente en funcién de x:
3wtw, + wer +w =0 — w, (3w2+x) +w=0
Es decir,

w

Wy = ————
w2 +x

Por otra parte, de forma analoga:

1
Bty oy +1=0 2wy = g
Evaluando en (z,y,z2) = (7,—8,1):
1 1
[ €T 7, _8 — _——-— = —_—
e ( ) 3+7 10
1
7,-8) = ——
wy< ) ) 10
Y con ello,
1
x 7,_8 — 2_7
9 (7,=8) 0
1
gy(77*8) - 3*170

-

1
Es decir, | Vg (7,-8) = 0 (19,29) |.
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Una onda unidimensional consiste en una perturbacién que se transmite a
través de un medio con una velocidad c¢. Puede modelarse matematicamente co-
mo una funcién f (z,t) que depende tanto de la posicién (z) como del tiempo (t).

El fenémeno fisico caracteristico de una perturbaciéon que se transmite en
el tiempo consiste en que después de un instante ¢, la perturbacién se desplaza
en el espacio ct. Es decir,

[l t)=f(z—ct0)
A partir de este fenémeno fisico demuestre que f satisface la ecuacion de onda:
Pf 0
ox2  Ot?

Y luego generalice su resultado para una funciéon n + 1 dimensional f (x,t)
(x e R™):
= 02 f
20 2
\V4 f =C W

Sea f : R? — R una funcién de clase C! que satisface la identidad

20f

3$22—£ (z,y) +2y o (z,y) = 3f%(z,y)
Considere el cambio de variables:
w(r,y)=x
1 1
v(z,y) = 3 Z

Definimos la funcion ¢ (u,v) = f [z (u,v),y (u,v)].
(a) Pruebe que g satisface la ecuacién
w2 (u,0) = g (u,0)

(b) Muestre que si h : R — R es una funcién de clase C!, entonces la funcién

u

Q(UW):HU—W

satisface la ecuacion anterior.
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Sea f : R? — R de clase C2. Considere la ecuacién de onda unidimensional:

f 1

a2 02 O

Resolveremos esta problema mediante el Método de d’'Alembert:

(a) Sea ¢ : R? — R? el cambio de variables definido por
T u=x+ vt
— .
t w=zx— vt
Interprete geométricamente el cambio de variables propuesto y luego mues-

tre que la funcién g : R? — R definida por g(u, w) = f(p(u,w)) estd bien
definida y es de clase C.

(b) Usando el cambio de variable anterior, demuestre que el problema anterior
se convierte en la ecuacion diferencial parcial:

Ty =0 v R?
m(u,w)—o (u,w) €
(c¢) Determine la solucién general de la ecuacién anterior y luego deduzca
una solucién general para f (z,t) a partir de la primera ecuacién escrita.
Encuentre una soluciéon particular para f que no sea la funcién nula ni un
polinomio.

1.5. Interpretacion geométrica del gradiente

Recuerde el lector que ya demostramos anteriormente que si f es diferenciable en xq, entonces:

0 -
2 ) =V ) 9

Ahora bien, el lector puede recordar facilmente de sus conocimientos de algebra lineal que el producto
punto es la medida de la proyeccion de un vector en el otro en cuanto que:

Vf(x) v = Hﬁf(xo)H ||| cos a (1.13)

donde « es el angulo entre ambos vectores. Es evidente entonces que el producto punto se maximiza
cuando cosa = 1 lo cual implica que @ = 0 (o redundantemente un multiplo entero de 27), por
lo cual el producto punto se maximiza cuando el vector y el gradiente son colineales. Es decir, la
direccién de maximo crecimiento es la direccién y sentido del gradiente.

Anélogamente, el resultado se minimiza cuando cosa = —1 — « = 7, con lo que la direccion de
maximo decrecimiento es la direccién del gradiente y el sentido contrario. Demads esta
insistir que este resultado es sélo valido si f es diferenciable en dicho punto.
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Anéalogamente, observe que si cosa = 0, entonces la funcién no tiene crecimiento ni decrecimiento,
i.e. permanece constante. Por lo tanto, cualquier direcciéon ortogonal al gradiente no cambia alterara
el valor de la funcion.

Recuerde el lector la definicién de conjunto de nivel: Un conjunto de nivel C de f es un conjunto de
puntos tal que f (x) = c con ¢ € R fijo. Luego, se sigue que el gradiente de f es ortogonal al conjunto
de nivel en x.

En resumen, para una funcién diferenciable:

» La direccién de méximo crecimiento es V f.
» La direccién de méximo decrecimiento es —V f.
= Kl gradiente en un punto dado es siempre ortogonal al conjunto de nivel que lo contiene.

Usaremos estos importantes desarrollos en los préximos problemas para interpretar correctamente el
concepto de gradiente.

(Problema 1_34) Sea f : R®™ — R una funcién de clase C!' y sea ¢ : R — R" una curva
continuamente diferenciable. Si g (t) = f (¢ (t)), entonces demuestre que:

dg

i Vi(e®) ¢ @) (1.14)

Interprete este resultado.

Solucién:

Esta pregunta propiamente tal se puede entender como una demostracién sencilla de regla de la
cadena. Tenemos que si:

entonces

Derivando por regla de la cadena,

dg - of O0xy of Oz,

= L .
dt  Oxy Ot ’ ox, Ot
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o7 _ 0 _Ou1_Op_ do

pero or. Do y TR T ya que la funcion es de una sola variable. Es decir,
dg _ Ofden , Ofdon
dt Jpy dt on dt
_ zn: of ) de;
i1 8% dt

Algebraicamente este es un problema de regla de la cadena. Sin embargo, tiene una interpretacién
geométrica profunda. Lo que estamos haciendo es tomar una curva en R" y recorrer una funcién
escalar con esta curva. Es decir, obtenemos el valor de la funcién escalar en el punto de la curva,
lo cual efectivamente convierte a g en una funcién exclusiva del tiempo.

Lo que nos estamos preguntando es, ;jcomo varia la funciéon escalar con respecto al tiempo?
Ejemplifiquémoslo con la temperatura en un instante dado en un sélido, la cual es evidentemente
una funcién dependiente del espacio, i.e. T = T (z,y, z). La direccién de maximo crecimiento
de la temperatura se encuentra en VT. Asumiendo que la funcion es diferenciable, tenemos que
¢’ (t) es un vector que nos indica hacia dénde estd cambiando la direccién de la curva. Por lo
tanto, es razonable pensar que el cambio de la temperatura en la direccién ¢’ (t) viene dado por:

dT

i VT - ¢ (t)

lo cual es un resultado perfectamente entendible a partir de la diferenciabilidad de la funcién,
pues no estamos tratando ante nada mas que un caso especial de la derivada direccional.

Observe que si Vf (¢ (1)) L ¢ (t), entonces dg/dt = 0. Es decir, la funcién escalar no varia si
es que nos movemos en direccion perpendicular a la direccién de méaximo crecimiento, lo cual
también es un resultado perfectamente imaginable en R?. En el contexto de la temperatura: si la
temperatura aumenta en una direcciéon dada en una posicién (z,y, z) y seguimos una direccién
perpendicular a la direcciéon de aumento, la temperatura permanecera constante.

Es por esta razon que aquellas curvas tales que

Vi®) ¢ (t)=0

determinan una funcién g (t) constante (pues dg/dt = 0) que se denomina curva de nivel, y cuya
principal caracteristica es que el gradiente es perpendicular a la curva en todo punto. Este es un
resultado interesante en cuanto nos permite encontrar una ecuaciéon para determinar curvas de
nivel en la funcién.
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(Problema 1.35) Sean [ (v,y) = 2* +y* y g (z,y) = €. Determine los puntos (z,y) donde
la derivada direccional de f en la direccion de méaximo crecimiento de g es

igual a la derivada direccional de g en la direcciéon de maximo crecimiento

de f.

Solucién:

De partida, tenemos garantizado el uso de la expresion rapida para la derivada direccional gracias
a la diferenciabilidad de la funcién, por tratarse de funciones sabidamente diferenciables (una
polinomial en el caso f y una exponencial en el caso de g).

Primero determinamos las direcciones de méaximo crecimiento de f y de g, que son respectiva-

mente los gradientes:
- 2x - ye™y
Vf(zy) = (Qy) y Vg(z,y)= ( >

rery

Es decir, las direcciones de maximo crecimiento son:

1 x 1 Y
V= —— y V= ——
T/ + 92 <y> RV <~”C>

Lo que se estd pidiendo en el enunciado es encontrar los puntos (x,y) tales que:

of of
aivg (ZE,y) - aivf(xmy)

Aplicando la ecuacion de derivada direccional para funciones diferenciables, debe cumplirse que:

1 2x v\ 1 ye™ x
V2 \2y) \x) @+ 2 \ze) \y
Obviando el caso trivial en que (x,y) = (0,0), deberda cumplirse que:
dary = 2zye™ — 2xy (2 — ™) =0

Luego, €™ = 2. Es decir, esto se cumple para aquellos (z,y) tales que:

ry=In(2)| 6 |[(z,y)=(0,0)
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(Problema 1.36) Considere los vectores it = % (,1) y v = \/LE (1,—1). Sea f : R? - R
diferenciable y tal que

of L of B
on (172) — 4 v (172) = -2

Calcule Vf (1,2) vy of

s (1,2) con w = (2,3).

Solucién:

Este es un clasico problema de rompecabezas. Como tenemos que determinar el gradiante de
una funcién en R?, entonces podemos escribir:

VF(1,2) = (a,0)

con a y b las constantes reales a determinar. ;De dénde las podemos obtener? Las podemos
obtener de ecuaciones que relacionen gradiente con la informacién conocida. En particular, re-
cordarmos que para una funcién diferenciable:

of B - . 1 _
af B = . .1 oy
Gr (12 =25 VF(12)-¥ =25 (@) 2 (1,-1) = -2

De esta forma se generan el sistema:

at+b = 22
a—b = —2v2

Sumando:

20 =0—[a=0]—=|b=2V2

Es decir, v f(1,2)= (0, 2\/5) . Luego, nuevamente como f es una funciéon diferenciable,

of

7 (1.2) =V/f(1,2)-(2,3) =6v2
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(Problema 1_37] Sean las funciones:

flry)=V1+a2+y? vy g(z,y) =2"—y

Determine condiciones sobre a, b reales de modo que las curvas de nivel
f(z,y) =ay g(z,y) = b sean ortogonales.

Solucién:

Para que dos curvas de nivel sean ortogonales, entonces sus vectores tangentes deben ser orto-
gonales. Sin embargo, como el vector normal a una curva es perpendicular al vector tangente,
entonces el problema es equivalente a encontrar curvas de nivel vectores normales son ortogona-
les.

Trabajaremos con esto ultimo ya que es el resultado natural con el cual hemos estado trabajando
en este apartado: el vector normal a una curva de nivel se obtiene a partir del vector gradiente.
Como las curvas de nivel tienen que ser ortogonales, entonces sus vectores normales también y
por lo tanto:

Sin embargo, se nos escapa un punto importante: esto no debe ocurrir en todo punto, si no en
aquellos puntos (Z,7) en los cuales las curvas de nivel se intersectan, i.e.

f(2,9)
g(z,9) = b

Entonces, resolvemos el sistema:

V1i+a2+y2 =

22—y =

S Q

Elevando al cuadrado la primera ecuacion y sumando,

24b—1 la2 +b—1
1+2x2:a2+b—>x2:%—>i:i %

, a*+b—1 a>—b—1 a?—-b—1
YT - 2
Es decir, = y y deben cumplir que:

Luego,

Calculamos los respectivos vectores gradiente:

1

V1+a22 492

6f - ($7y) y 6g - (2IE, _Qy)

66




Debera cumplirse que:
(@,y) (2, —y) =0 3" 5" =0
Recuerde que el sistema de ecuaciones impone que #% — > = b, con lo cual inmediatamente
b = 0. Luego,
a?—1 a?—1
T
o VY 2

Algo implicito aqui es el hecho de que la raiz no debe indeterminarse, con lo cual:

T==

a’? —1
2

>0—a*>1
No debiese complicado notar que la solucién de esta ecuacién es a € (—oo,—1] U [1,00). Sin

embargo, note que el sistema de las curvas de nivel exige que /1 + 22 4+ y? = a. Como la raiz
siempre arroja nimeros positivos, entonces a > 0 y por lo tanto a > 1.

En resumen, las condiciones son:

= > 1.

= b=0.

Graficamos para a = 2 (a = 1 solo consiste en el origen) y b = 0:
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(Problema 1.38) Sea f (z,y) diferenciable. La recta tangente a la curva de nivel de f que
pasa por el punto (g, yo) tiene pendiente 2. Determine el valor de f, (o, yo)
sabiendo que f, (o, y0) > 0 y que la derivada direccional méaxima en dicho
punto es igual a 4.

Solucioén:

Otro problema tipo puzzle. Debemos ordenar la informacién y desprender conclusiones de ella.
Primero, sabemos que una curva de nivel cumple que:

flxy)=c vy flzo.y)=c
y ademas, si v es un vector tangente a la curva de nivel, entonces:
ﬁf -v=20

Es decir, deben ser perpendiculares, con lo cual sus pendientes m; y mo cumplen que mymsy = —1.
Si mo es la pendiente de la recta tangente, entonces la pendiente de la recta perpendicular es:

= _; a m — fo (20, 50) = —2fy (20, %0)

Luego utilizamos el hecho de que la derivada direccional méxima en dicho punto vale 4. La
derivada direccional, como vimos en problemas anteriores, se obtiene en la direccion del gradiente,

de modo que:
AN ;
max{aé} =V o] =|vs]

Es decir,
HVfH =4 = f2 (z0,y0) + [y (0, 40) = 16

Obtenemos asi el sistema no lineal:

fo (@0, 90) +2fy (zo,50) = 0
f2 (20, 90) + f;} (x0,50) = 16

Despejando para f, (2o, yo):

4fy2 (w0, Y0) + f; (w0,40) = 16 — fy (z0,%0) = =

A
V5
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Como el enunciado dice que f, (zo,v0) > 0, entonces: | f, (xo, yo) = . Con ello,

Sl =

fa (20, 90) = —i

B

(Problema 1_39] Dada la funcién f (x,y) = 2 + y* — 32y, determine todos los puntos p =
(z,y) € R? para los cuales la derivada direccional de f en p es nula en todas
las direcciones.

Solucién:

Partamos por encontrar una expresion general para la derivada direccional en cualquier punto
x,y y luego resolvamos. Dado que f es una funcién polinomial, y por lo tanto evidentemente
diferenciable, tenemos que la derivada direccional viene dada por:

donde v es un vector unitario cualquiera. Calculemos entonces el gradiente:

g, 32?2 — 3y

3y? — 3z
Observe que para la derivada direccional sea nula en toda direccion, requerimos entonces que el
gradiente lo sea. Esto se explica en la ecuacion de la derivada direccional: para que sea nula en

todas direcciones, dado un V f fijo, requerimos que este sea ortogonal a toda direccion v posible
en R2. El tinico vector que efectivamente cumple esto es el vector cero.

Luego, los puntos (z,y) buscados son:

2
- T — =0
Vi=0—=4 , Y
y—x =0
De la primera ecuacién tenemos que z* = y* = z. (jOjo con las soluciones! Al haber elevado
al cuadrado pudimos haber generado adicionales). Entonces,

:L'4ZJJ—>.’L'4—SL':O%CL'(SL'3—1):O%SL':l\/{L':O

Siz=1—2>-y=0—y=1.Si2=0—y=0. Luego, las soluciones que cumplen lo pedido
son:

pr=(L1)| vy |p2=1(0,0)
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(Problema 1_40] Hzfxllar los valores de ¢ que hacen que en los puntos de interseccién de las
esferas

(z—c)’+y*+22=3 y 2+@y—-11+2=1

sus planos tangentes sean perpendiculares entre si.

Solucién:

Digamos que f(z,y,2) = (x —¢)’ + 12 + 22 y g(z,y,2) = 22 + (y — 1)> + 22. Con ello, estamos
trabajando con las superficies de nivel f(z,y,2) =3y g(x,y,2) = 1.

Para que dos planos sean perpendiculares basta que sus vectores normales lo sean. En este caso,
los vectores gradientes de los vectores normales de los tangentes en un punto dado vienen dados
por el gradiente de las funciones f y g en dichos puntos.

En otras palabras, debemos encontrar ¢ de modo que para las soluciones del sistema:

(r—c)’+y?+22 = 3
P y—-1)°+2 =
se cumpla que ﬁf (x,y,2) - ﬁg (x,y, z) = 0. Derivando,
- 2(x—c) - 2z
2z 2z

Luego, para los (z,y, z) que son solucién del sistema anterior deberda cumplirse que
z(r—c)+yly—1)+22=0

Observe que del sistema de ecuaciones, restando las ecuaciones se tiene que:
2 =2cx+ A+ + 22 =3

P4yt —2y+1+22=1

Proceder a continuaciéon puede no ser tan obvio si es que no se tiene claro lo que queremos hacer.
Del sistema de ecuaciones apareceran un conjunto infinito de soluciones, en particular una curva.
A partir de la informacion que aporta la solucion de este sistema de ecuaciones, tenemos que
realizar una manipulacion algebraica de los términos de modo que obtengamos la expresion para
el producto de los gradientes. Haciendo esto obtendremos una ecuacién similar pero no idéntica
producto de términos probablemente dependientes de ¢ que pueden aparecer.

Concentrandonos en el objetivo de manipular algebraicamente el sistema para obtener la expre-
sion del producto de gradientes, podemos notar por ensayo y error que al sumar ambas ecuaciones
se tiene que:

20% — 2cx + A+ 27 — 2y + 222 =3
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3
—z(r—c)+yly—1)+2*=

Observe que solamente jugando con la solucién del sistema de ecuaciones llegamos a una ex-
presion exactamente similar a la que buscamos. Esta expresion es casi igual a la buscada, pero
requerimos que el lado derecho sea cero para que efectivamente el producto punto de los gra-
dientes lo sea y de esta forma las esferas ortogonales.

De esta forma, imponemos que:

2—0220—> c=+V3

donde cualquiera de los dos es 1util para que se cumpla lo pedido. Comprobamos lo obtenido de
forma gréfica para ¢ = v/3, tomando una vista superior:

Es decir, debemos centrar la esfera en v/3 en el eje x para que se cumpla la condicién. Ubicar el
centro en cualquier otro punto no cumplira lo pedido. Observe cémo en el grafico las esferas se
“cortan” perpendicularmente, como consecuencia de sus planos tangentes.
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(Problema 1.41) Sea [ : R3 — R una funcién diferenciable de la cual se conoce la siguiente
informacién en el punto xg = (0,4, —1):

(a) Calcule la derivada direccional de f en el punto (0,4, —1) en la direc-
ci6n del vector (1,—3,4).

(b) Encuentre la direccién para la cual la derivada direccional es maxima
y calcule dicha derivada direccional.

(c) Encuentre la derivada direccional de f en el punto (0,4, —1) en la
direccion normal a la superficie

4o +y? +922 =25
en dicho punto.

(d) Encuentre el plano tangente a la superficie f (x,y, z) = 25 en el punto
(0,4, -1).

Solucioén:

(a) Dado que f es una funcién diferenciable, tenemos que:

of

4 1) =VF(0.4,—1)-v
80(0// )=V[f(0,4,-1) v

No olvidemos que la direcciéon debe ser unitaria en la definicion de derivada direccional. Por esta
razén es que
(1,-3,4) (1,-3,4)

-0. p— p—
VvV1+9+4+16 V26
Es decir,
0 1,-3,4
f(074,—1)::012,—1)-< ,—3,4)

ov V26
of (0,4,-1) = 0
ov V26
(b) Es sabido que la direccién en la cual la derivada direccional es maxima es la direccién del
gradiente. Digamos que esa direccién es . Entonces,

Vf(0,4,-1)
Hi?fax4,—1)H

u=
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Luego,
Vf (07 47 _1)

s

of
o1

(0,4, 1) = V£ (0,4, 1) - - Hﬁf (0,4,-1)”

af N

(c) Para la curva de nivel:
g(z,y,2) = 42® + y* + 92* = 25

ya sabemos que el vector normal en un punto (z,y, z) viene dado por

8x

Vy(z,y,2) = | 2y
182

Queremos la derivada direccional del vector normal en el punto (0,4, —1). Luego, calculamos

0
, _(0,8,-18) _ (0,4,-9)
Vg(0,4,-1)=| 8 | »w= -

A ) 18 VBT HISE T

donde definimos w como la direccién normal a la superficie. Finalmente,

aiw (0747 _1) - (1727 1) m
of 7

(d) La ecuacion del plano tangente a la curva de nivel es:
IT - jf(xo)‘(X—Xo) =0

con xg = (0,4, —1). Con ello, expandimos y obtenemos que la ecuacién del plano viene dada por:

I 2+2y—2=9]

(Problema 1.42] Demuestre que si V f (z,y, z) es siempre paralelo al vector (z,y, z), entonces
para todo nimero a debe tenerse que f (0,0,a) = f (0,0, —a).

Solucién:

Este es un problema que requiere la total comprension de lo que se esta haciendo. El problema
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induce a razonar de la siguiente forma:

—

Vf(z,y,2) =a(x,y,z) cona€eR

De esta forma,

of 2
a—a2—>f($,y,2) —&§+g<$,y)

De modo que es evidente que:

F0.0.0) =% +9(0.0)= £ (0,0.~a)

Sin embargo, se nos escapa un pequeno detalle: a no tiene por qué ser constante. De hecho,
a = a(z,y,z) (funcién escalar) sigue cumpliendo la condicién de que (x,y,z) es paralelo a
v f(z,y,2) y en ese caso ya no podemos integrar tal como lo hicimos, lo cual a su vez invalida
inmediatamente nuestra demostracién.. Por lo tanto, ;como solucionamos el problema?

Lo que debemos tener claro es que si el gradiente es siempre paralelo al vector posicion, entonces
los vectores gradientes son en cierto sentido “radiales” y por lo tanto las superficies de nivel
debiesen tener una forma aparentemente esférica.

Consideremos una curva cualquiera ¢ radial (distancia al origen constante) tal que ¢ (0) =
(0,0,a) y ¢ (ty) = (0,0,a). Antes de seguir, ;por qué podemos verificar esto para una curva
radial, y no una curva cualquiera? A diferencia de otros problemas, donde asumir particularidad
es invalido, en este problema si es valido, ya que si demostramos para una curva que f (0,0,a) =
(0,0, —a), entonces para todas las curvas esto debe cumplirse, ya que de no ser asi f no seria
una funcion.

Luego, tenemos que demostrar que:

f(p(0) = f(e(tf))

Es decir, trabajaremos con la funcién g (t) = f (¢ (¢)). Sabemos que:

g(t) = Vi(e) ¢ (1)

donde la sustitucién se realizé considerando la informacién del enunciado. Luego,

1d

g'(t)=a(t) 53 lle O

d
Como la curva es radial, entonces su radio (distancia al origen) no varia y por lo tanto T o ()| =

0 — ¢ (t) = 0. Es decir, la funcién es constante, con lo cual

g<0):g(tf>_> f(0,0,a) :f(0707_a)

Demostrando asi lo pedido. Il

Consideremos una superficie de nivel S tal que f (x) = ¢ con ¢ € R fijo. Se puede determinar sin
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dificultad que V f (xp) es ortogonal a la superficie en xy € S. Luego, vV (x¢) define un vector normal
a la superficie que puede determinar un plano tangente (que toca S en un solo punto) en X( a partir
de la ecuacion:

H:{xeR" : W(xo)-(x—xo):o} (1.15)

Se sabe ademds que z = f (x,y) define una superficie en la cual la coordenada z en la altura. ;Cémo
determinar el plano tangente en este caso? Observe que:

z=f(z,y) = f(r,y) —2=0

Es decir, buscamos un plano tangente para la superficie de nivel g (z,y,z) = 0 donde g (z,y,2) =
f(z,y) — 2. A partir de la definicién anterior, el vector normal en este caso viene dado por n =
(fz, fy, —1), y empleamos este en la ecuacién:

(far fyy =1) - (x = %) =0 (1.16)

(Problema 1.43) Considere f (x,y) = cos (zy) + zy. Determine el o los planos tangentes al
grafico de f que son paralelos al plano z +y = 1.

Solucién:

Tenemos la superficie definida por z = cos (zy)+xy — cos (zy)+zy—2z = 0. Debemos determinar
una expresion general para los planos tangentes, de modo de generar las ecuaciones necesarias.
Para ello, obtenemos el vector gradiente de g (z,y, z) = cos (zy) +xy — z en la superficie de nivel
g(z,y,2)=0: B A o

Vg (x,y,z) =[—ysen(zy) +y|i+ [~xsen(zy) +z]j—k

Para el plano z + y = 1 el vector normal es (0,1, 1). Para que dos planos sean paralelos debe
cumplirse que sus vectores normales lo sean. Es decir,

—

Vg (z,y,2) x(0,1,1) =0

Calculando el producto cruz:

i
Vg (z,y,2) x (0,1,1) = |—ysen(zy)+y —asen
0

~

k
xy)+x —1
1

N e

—

= [—xsen(zy) 4+ z + 1]i— [—ysen (zy) + y]j + [~y sen (zy) + y] k
Luego, tenemos el sistema:

—zsen(zy)+x+1 = 0
—ysen(zy)+y = 0

De la segunda ecuacién:
y[1 —sen(zy)] =0

Separamos en dos casos:
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i) y = 0. Luego, sen (xy) = 0, con lo cual en la primera ecuacién obtenemos z = —1.

ii) sen (xy) = 1. La primera ecuacién queda 1 = 0, por lo cual es una situacién incompatible.

Concluimos entonces que |x = —1|y |y = 0| Comprobamos graficamente:
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(Problema 1.44) Considere las superficies en R3 dadas por las ecuaciones y = f (z), 22 +2xz+
y = 0. Determine la funcién f (x) si se sabe que ambas superficies tienen el
mismo plano tangente en todo punto donde se intersectan.

Solucion:

Aquellos puntos donde ocurre interseccién satisfacen el sistema de ecuaciones:

24 2xz4+y = 0
y = f(2)

En estos puntos ademas debe cumplirse que tienen el mismo plano tangente. Ya que el vector
posicién serd evidentemente el mismo, la tinica condicién que nos falta por imponer es que los
vectores normales sean paralelos. Las superficies de nivel son:

P42z +y = 0+ 8
flx)—y = 08,

Calculamos los vectores gradiente respectivos:

2z /()
ﬁl = 1 y ﬁg = —1
2z + 2x 0
Debera cumplirse que:
fll = Oéflg
De la segunda componente se observa que o = —1. Ademas, de la tercera componente z + x =
0 — z = —z. De la primera componente f’(x) = —2z = 2z. Es decir,

f'(x)=22— f(x) =2 +c
En la interseccién se cumple entonces que:
P24 2z+2l+ce=0— (z+2)°+¢c=0

Pero ya sabemos que (z + z)° = 0, entonces ¢ = 0. Por lo tanto f (z) = 22 es la funcién buscada.
Comprobamos de forma grafica:
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1.6. Aplicaciones
1.6.1. Teorema de Taylor

Estudiaremos ahora los diversos 6rdenes del Teorema de Taylor. Antes de comenzar el desarrollo,
realicemos una breve interpretacién de la informacion con la cual estaremos trabajando. Sabemos de
célculo de una variable que h (z) cumple que:

dh = h(z)dx

Es decir, una variacién infinitesimal en h corresponde a h (x) por el diferencial en x, lo cual representa
un rectangulo diferencial que puede ser integrado. Debido a que para ciertas aplicaciones fisicas
buscamos extender este concepto a R", tenemos que tener en consideracién que en més de una
variable existen diversas formas de lograr un diferencial df de una funcién f(z,y,z): este puede
producirse por una variaciéon en x, una variacion en y, una variacién en z o incluso una combinacién
lineal de ambas. ;Cémo se expresa entonces un diferencial exacto de f7

Recordamos de uno de los apartados anteriores que para una curvar (t) = [z (t),y (), z ()], entonces
si g (t) = f[r(t)], al derivar se tiene que:

dg 1 df _Ofde  ofdy  0fde

dg _ ofdz  Ofdy  of
dt dt Oxdt Oydt OJzdt

dt—Vf-r —

Entonces, multiplicando por dt:

of of of
df = —d —dy + =—d 1.17
/ 8a:x+8yy+6zz ( )
donde, por ejemplo dz = z (t) dt. Por lo tanto, una variacién infinitesimal de f corresponde a una
combinacion lineal de las derivadas parciales segiin la curva que tomemos para desplazarnos a lo
largo del campo escalar f.
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(Problema 1.45) Calcule aproximadamente el incremento de la funcién f(z,y) =
(z? — y?) / (3z + 2y) cuando el punto (x,y) de su dominio pasa de (2,1)

a (2,05,1,1).
Tenemos que:
df = ade—i—gfd - Af~ 8f<2 1)AL+gjj(2 1) Ay

Calculamos las derivadas parciales:

of _ 3x*+4dwy +3y° 8f (2.1) = 23

ox n (31‘ + 2y)2 (91‘ 64

) 2 (22 2 11

of o (x +31y+2y)_>0f( 2.1) = — 1

dy (3z + 2y) dy 32

Con ello, considerando Az = 2,05 —2=0,06y Ay =1,1 — 1 = 0,1, entonces:

21
Af =———=~ —0,01641
/ 1280 /

es el incremento buscado.

De acuerdo a los contenidos vistos en clases, tenemos que los polinomios de Taylor de orden 1y 2 en
torno a xg son respectivamente:

f(xo+h) = f(x0)+V/(x) -h+0Oi(h) (1.18)
Flxot) = f(x0) + Vf (x0) -t JHH ()B4 Oy () (1.19)

donde H (f) es la matriz Hessiana y O; y Oy son funciones tales que:

h h
i 210 h’m02<2):
h—0 ||hl| h—0 |h|

Esta es la forma directa de calcular aproximaciones de Taylor.
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(Problema 1.46) Encuentre la expansion de Taylor de orden 2 para flz,y,z) =
log (22 + y* + 2?) para

f(z,y,2) =log (mQ +y? + ZQ)

en torno a \/Lg (1,1,1).

Solucién:

Calculamos cada uno de los elementos del polinomio de Taylor paso a paso. Partimos notando
que:

f(x0)=log(1)=0

Requerimos calcular en primer lugar el gradiente por regla de la cadena:

2z
x2+g;—|—22 (2
Vi(@,y,2) = 55— | = |Vf(x)=—F712
z? +y? + 22

Ahora calculamos la matriz Hessiana derivando nuevamente (el desarrollo, sencillo pero tedioso,
se deja propuesto):

1 =2 (2% —y* — 2?) —4xy —4xz
H(f) = 5 —daxy 2(2* —y?* +2%) —dyz
(22 +y2 + 2?) —dzz —dyz 2 (22 +y? — 2?)
Evaluando en xq:
9 1 -2 =2
-2 =2 1

Expandiendo la forma cuadratica, concluimos entonces que el polinomio de Taylor es:

1
f(xo+h)=—"=(hy+ hg+ h3) + = (h] + h3 + hj — 4h1hy — 4hyhy — 4hohs
3

[
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(Problema 1_47] Calcule el incremento que sufre la funcién lineal f(x) = a'x cuando su
1—ésima variable x; se incrementa en h; unidades, 1 = 1,2, ..., n.

Solucién:

Este problema es solo una generalizacion de lo ya visto. Nuevamente,

df =>" of da; — Af =) gimk
i=1 k=1 '

(9xi

Solo aumentamos la i-ésima variable, i.e. Ax; = h; y todos los deméas Az, = 0. Es decir,

of

hi

Luego, calculamos la derivada parcial en este caso, lo cual resulta tremendamente sencillo:

f(x) :zn:akxk% gi =q;

k=1

Finalizamos entonces:

(Problema 1.48] Encontrar el polgnomio de Taylor hasta el tercer grado de la funcién
[z, y) = (x+y)" en (0,0) y en (1,1).

Solucién:

Debemos partir por notar que la respuesta del polinomio en torno a (0,0) es directa, pues
(x +y)* = 2%+ 32%y + 3y% + ¢°
es su propio polinomio de Taylor en torno a (0,0).

Ahora bien, recordamos que el teorema de Taylor plantea que la expansion de grado 3 en torno
a xg = (o, yo) es:

p(z,y) = f(zo,9)+ Vf (20, 90) -+ (x — %o) + ; (x — XO)THf (x —xo)

ot Sy (Y — 'yo)g}
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Observe que se agruparon distintos términos pues f es claramente C3. Nos damos el trabajo de
calcular todas las terceras derivads. Se tiene que:

= f(11)=38
. £ (1,1) = 12.
= £, (1,1) =12,

oo (1,1) =12,

s fay (1,1) =12,

Hecho esto, concluimos que:

plry) = 8412 —1)+12(y— 1) +6(x — 1>+ 12(z —1)(y — 1) + 6(y — 1)?
ot @ =1) 43 - (- +3@ -1y -1+ (y—-1)°

1.6.2. Maximos y minimos, matriz Hessiana

A continuacién nos centraremos en resolver problemas de optimizacion irrestrictos de la forma:

méx /min  f(x)

sin restricciones

Por teorema visto en clases, es una condicién necesaria (pero no suficiente) que un punto x, sea
punto critico para que xy sea minimo o maximo. Los puntos criticos de f son por definicién aquellos
en los cuales f no es diferenciable o bien V f = 0.

Para clasificar los puntos criticos, recordamos que la funcién también puede aproximarse mediante
una aproximacion de orden 2, de modo que:

(%o +h) =  (x0) + ¥ (x0) b ShH ()b + O (h)
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m O

donde }llﬂ(l) Hh|]2 = 0 y H corresponde a la matriz hessiana, la cual se escribe como:
—

[ 9f >’f *f Pf ]
0?3 0x901, 0x,_10x1 01,011
*f *f

A 81’181’2 8x§
H(f) = : (1.20)

_oF

83:1835”,1
3 0's

L 0x10x, 02

n -

y es simétrica (H' = H) si la funcién es de clase C2.

De los primeros cursos de célculo, el lector debe recodar que un punto critico ubicado en una regién de
concavidad negativa corresponde a un maximo local y a un minimo local en una region de concavidad
positiva. Los mismos desarrollos tedricos pueden extenderse a R™, con las mismas condiciones de
concavidad.

Se puede demostrar (no lo haremos) que la concavidad de una funcién puede determinarse mediante
la expresion de Taylor de orden 2, sin importar el valor del residuo, y en particular a partir del
comportamiento de la forma cuadratica h'*H (f) h, de modo que:

= Si la forma cuadratica es definida positiva, entonces f tiene un minimo local en x.

= Si la forma cuadrética es definida negativa, entonces f tiene un méaximo local en xg.

Sin embargo, no debemos quedarnos solo con esto, ya que el hecho central es que toda la informacion
del comportamiento del punto critico podemos deducirlo de la forma cuadréatica mediante la cual se
aproxima. Se hace este énfasis pues en R"™ con n > 2 aparecen los conocidos puntos de ensilladura,
que se definen como:

Definicién: Dada la funcién f : U C R™ — R. Si cualquier bola B con centro en xy contiene
puntos z € B tales que f(z) — f(xg) es positivo y puntos y € B tales que f(y) — f(xg) es
negativo, se dice que zy es un punto silla de la funcién f.

El ejemplo tipico en este tipo de puntos es f(x,y) = 2*> — y* con (z,y) = (0,0). Observe que si nos
movemos en la direccién de x siempre aumentaremos el valor de la funcion, pero si nos movemos a lo
largo del eje y la funcion siempre disminuira su valor. En este sentido, si encontramos en un punto
tal que v f = 0 direcciones en las cuales la funciéon aumenta y direcciones en las cuales disminuye,
estaremos indiscutiblemente ante un punto de silla. Este argumento puede sernos muy 1til cuando no
podamos depender de los criterios que el Algebra Lineal nos entrega a partir del andlisis de matrices.
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En efecto, salvo estas excepciones, se pueden aplicar los conocimientos de Algebra Lineal para clasi-
ficar las matrices. Sin embargo, estudiaremos en particular por ahora solo el caso n = 2, en el cual
la matriz Hessiana para una funcion diferenciable puede expresarse como:

win=; 1|

c

Con lo cual,

b —ac <0y a>0 — la funcién tiene un minimo local.

b —ac <0y a<0 — la funcién tiene un maximo local.

b? — ac > 0 — la funcién tiene un punto silla.

b?> — ac = 0 — no se puede afirmar nada sobre la naturaleza del punto critico. Se requiere otro
analisis.

(Problema 1.49) Considere la funcion f (z,y) = (2* + 3y?) (2 — 2 — y?).

(a) Determine todos sus puntos criticos y explique cudles son puntos ex-
tremos.

(b) Calcule, de existir, su maximo global.

Solucién:

(a) Calculamos el gradiente y lo igualamos a cero:

6]‘( ) 2z (2 — 2% — y?) — 2x (2 + 3y?)
X =
Py 6y (2 —2® —y?) — 2y (2 + 9?)

(A —42® =8yt [z (1—a* —2y°%)
 \12y — 822y —8y3)  \4y (3 — 222 — 3y?)
Es decir, tenemos el sistema:

4x (1 — 2% — 2;1/2) =
4y (3 — 2% — 3y2) =

Se generan tres combinaciones posibles:
i) x =0, y = 0. El problema ya esté solucionado.
ii) z =0, 3 — 222 — 2y? = 0. La segunda ecuacién queda

3—22=0—y==+l1

84



iii) y = 0, 1 — 2% — 2y*> = 0. Reemplazando,
1—2=0—2=4=+l1

iv) 2% +2y* = 1y 222+ 3y? = 3. Multiplicando por 2 la primera ecuacién y restandole la segunda
queda y? = —1, lo cual es un sistema inconsistente en R.

Es decir, los posibles puntos criticos son:
(0,0),(0,1),(0,—-1),(1,0),(—1,0)

Los clasificamos de acuerdo al criterio del Hessiano, derivando nuevamente (el desarrollo deta-
llado se deja propuesto):

|4 —122% — 8y? —16xy
H(f) = [ —162y 12 — 822 — 369>

Clasificamos punto a punto:

(0,0). H(f) = [3 102]. a >0y b*—ac < 0. Por lo tanto, es un minimo local.

(0,1). H(f) = {_04 _0241. a <0y b*—ac < 0. Por lo tanto, es un maximo local.

0,-1). H(f) = {_04 _%4} .a<0yb*—ac<0. Porlo tanto, es un maximo local.

Este resultado era esperable pues la funcién f (z,y) es simétrica en torno al eje x (par para
y)-

(L,0). H(f) = {_08 ﬂ a < 0yb®>—ac> 0. Por lo tanto, es un punto de silla.

Por simetria en torno al eje y, (—1,0) también es un punto de silla.

Para finalizar, comprobamos graficamente:
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(b) Se pueden realizar diversos andlisis para concluir el cardcter de andlisis global. En este
problema aplicaremos algunos de los conceptos aprendidos en el curso de Optimizacién (ICS1113).

En primer lugar, como se trata de un problema de optimizacién irrestricta, de haber méaximos
globales estos solo serd posible encontrarlos en los puntos criticos, en particular en los maximos

locales. Por lo tanto, los tinicos candidatos posibles a maximos globales son (0, +./3/ 2).

Observe ademas que:

lim x, = lim 7% (cos®’6 + 3sen?0)- (2 —r?).
o () Hoo:;«( V ) ( )
>opara todo ¢ —r—00
= —00

Es decir, al alejarse del origen la funcién siempre se hard mas y mas negativa. Por lo tanto,
tal como el grafico lo sugiere y lo confirma. Los maximos globales de la funcion se alcanzan en

(0.+v372).

Otro anélisis posible de realizar es observando que cuando para 2 — 2% — y? < 0 la funcién serd
siempre negativa, i.e. para todo punto fuera de la bola abierta B (O, \/§) (es en particular una
circunferencia en R?) se tendrd que f (z,y) < 0. Por lo tanto, como los 5 puntos criticos estén
contenidos en la bola y ahi la funcion es positiva, entonces los maximos locales dentro de la bola
seran necesariamente los maximos globales.
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(Problema 1_50] Dada la funcién

2,2

a
J + 2y

h(z,y) = ax’y + bry® +

determine los valores de a y b de modo que la funcién tenga un punto silla
en (1,1).

Solucién:

Seguimos la misma metodologia para los problemas de parametros. Asumimos que efectivamente
se ubica un punto silla en (1, 1) y desprendemos conclusiones. La primera conclusion que se extrae
es que este debe corresponder a un punto critico, i.e.

Vh(1,1) =0

Calculamos el gradiente.

- 2axy + by? = 2a+b
h = h(1,1) =
Vh(@,9) (ax2+2bxy+a2y+2)_>v (1,1) (a2+a+2b+2>

Es decir, se genera el sistema de ecuaciones:

2a+b = 0
aAd+a+20+2 =
Lo solucionamos inmediatamente, despejando b en la primera ecuacién, b = —2a con lo cual:

a>—3a+2=0—(a—2)(a—1)=0

Conlocuala=2yb=—-46a=1yb= —2.;Cudl de los dos puntos corresponde? Eso solo lo
podemos determinar a partir del criterio del Hessiano, ya que los valores de a y b deben permitir
que ahi se ubique un punto silla. Luego,

N 2ay 2ax + 2by
H(f) = [Qa:r +2by  2bx + a? ]

Evaluando en x =y = 1:
B 2a 2a + 2b
H(f)_[Qa—i—Zb 2b+a2}

Para que el punto efectivamente sea un punto silla, debe cumplirse que (2a + 2b)*—2a(2b+a?) > 0
(ver condicién de punto silla al principio de la seccién).

= Sia=2yb=—4, evaluamos (4 —8)> —4(4 —8) > 0, lo cual es cierto. Por lo tanto, si
corresponde a un punto silla para estos valores de a y b.
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» Sia=1yb= -2, evaluamos (2 —4) —2(1 —4) > 0, por lo cual también es punto de silla.

Comprobamos graficamente para estas dos combinaciones valores de a y b:

x

-4

(Problema 1. 51) Estudie los puntos criticos y su naturaleza para

3

fwy,2) =a° —xz+yz —y’ +22°

Solucién:

Primero debemos determinar los puntos criticos. Para ello derivamos e igualamos a cero:

322 — 2 0
Vf= 2 — 312 =10
—r 4y + 622 0

Se tiene que z = 322 = 3y* w22 =y =0 — (v +y) (x —y) = 0. Luego, z =y 6 x = —y. De
la primera se desprende inmediatamente la solucion trivial, z = 0. En caso contrario, la tercera
ecuacion implica que:

622 =20 =32 ==z

luego, como z = 3z? — 2% = 92t — % = 9z* — 272* — r = 0. Es decir, z (272° — 1) = 0.

Se sigue que en este caso x = 1/3 y con ello y = —1/3 y z = 1/3. De esta forma se tiene que:

1 11
0,0,0 S
(77) y (37 373)

88




Para estudiar su naturaleza utilizaremos el criterio del Hessiano. Para ello, primero debemos
calcular la matriz Hessiana, aprovechando que la funcién es diferenciable y es sencilla de de
derivar:

6xr O -1
H()=]0 -6y 1
—1 1 12z

Ahora no podemos aplicar, por razones evidentes, el criterio aprendido para R?. Sin embargo,
recordamos el criterio formal de clasificacién:

= Si H (f) es definida positiva en xg, entonces corresponde a un minimo local.

» Si H (f) es definida negativa en X, entonces corresponde a un maximo local.

Recordamos dos teoremas vistos en el curso de Algebra Lineal (MAT1203) utilizado para clasificar
las matrices asociadas a formas cuadraticas:

Y otro teorema que nos permite clasificar a partir de los valores propios de la matriz, solo si es
que esta es simétrica:
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Cualquiera de los dos teoremas puede ser utilizado para la clasificacién a conveniencia, comodidad
y gusto del lector. En esta solucién utiilizaremos el primero.

(a) (0,0,0). Se tiene que:

0 0 -1
H()=|0 0 1
-1 1 0

Luego, A1 =0, Ay =0, A3 = 0. Por lo tanto, corresponde a un punto silla.

(b) (1/3,—1/3,1/3). Se tiene que:

1

4

Se tiene que A1 =2 >0, Ay =4 >0y Az =12 > 0. Luego, la matriz es definida positiva
y estamos ante un minimo local.

(a) Encuentre y clasifique los puntos criticos de

(Problema 1.52)

favy) = e ) (322 + 5y2)

(b) Muestre que todos los puntos criticos de f (z,y) = y + xseny corres-
ponden a puntos silla.

Solucién:

(a) Siguiendo el camino directo de desarrollo. Obtenemos el gradiente y lo igualamos a cero:

S B —9ge(=HHv?) (3z% 4+ 5y?) + Gwe™(#*+0°)
f (x7 y) - _2y€,(x2+y2) (3$2 + 5y2) + 1Oye,(m2+y2)

Entonces tenemos que resolver el sistema:

_9ge (=) (322 + 5y?) + 6re~ () =
—2ye_(x2+y2) (322 + 5y?) + 10ye_(x2+92) =0

Siempre una buena practica para resolver sistemas de ecuaciones es factorizar:

e~ (a*+v%) (61’ —62° — 1Oxy2) =0
e~ (#49) (10y — 627y — 104%) = 0
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Como las exponenciales nunca se anulan, podemos eliminarlas del sistema. Luego, observamos
que el sistema todavia se puede factorizar ain mas:

2z (3 —32° — 5y°) =
y (10 — 62> — 10y°) = 0

o

De este sistema distinguimos distintos casos:

i) En la primera ecuacién una opcién es que x = 0. Luego, en la segunda se tiene que y = 0 o
bien que
10-102=0—1y*=1—-y==+1

Es decir, (0,0), (0,1) y (0,—1) son posibles soluciones del sistema.

ii) En la segunda ecuacién una opcién es que y = 0 y que z # 0. Con ello,
3-32"=0—z ==l

Aparecen (1,0) y (—1,0) como posibles soluciones del sistema.

iii) Los dos segundos términos del producto son cero. Se tiene el sistema:

32 +5y° = 3
62% +10y° = 10

Este evidentemente no tiene solucion pues corresponden a elipses paralelas que no se intersectan.

De esta forma, los puntos criticos son:

(Oa()) ; (07 1) ) (07 _1) ) (170) y (_1’0)

Observando que la funcién es evidentemente de clase C?, se cumple el lema de Schwarz y por lo
tanto se requieren 3 derivaciones (bastante tediosas, pero sencillas en cuanto a operatoria) para
obtener la matriz Hessiana y realizar la clasificacion. El desarrollo se deja propuesto al lector,
pero la matriz resultante corresponde a:

1522 + 5y — 6% — 1022y — 3 —2xy (32% + 5y? — 8)

— 9 (27407
Hyley) = —2e 20y (322 + 52 —8)  3a®+25y% — 104" — GaPy? — 5

De esta forma, vamos evaluando punto a punto para hacer la clasificacion.

-3 0
o 7@(0,0):—2[0 .

Corresponde a un minimo local.

].bQ—ac:O—6-10<Ocona>0.

416 0
0 -2
Corresponde a un punto silla.

= Hp(1,0) = —2e b —ac=0+4e26-2> 0.
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. B 51160
Hs(—1,0) = —2e [0 |

Corresponde a un punto silla dado que b*> — ac es el mismo.

2 0
] = —92¢1
He(01)=—2¢7" |0 |

Corresponde a un maximo local.

P2—ac=0—4e2-2-10 <0 con a < 0.

2 0
u — = — -1
Hs(0,-1) 2e [O 10].

Corresponde a un maximo local.

(b) Calculamos el gradiente de f:

1= (22 )

1+ xcosy

Los puntos en los cuales se anula el gradiente corresponderan a los puntos criticos. Estos vienen
dados por:
seny=0—>y=kr ; keZ

Como cos km = (—1)k, la segunda ecuacién queda:

1
1+ (-)'e s o=———=(-1)""!

(-1

de modo que a priori ya sabemos que tendremos que distinguir el caso k par y el caso k£ impar.
Calculamos la matriz Hessiana:

10 cos Yy
Hy(2,y) = {cosy —x seny}

Luego, reemplazando con = = (—l)k e y = k7 se tiene que:

o fen ] = [ S ]

Cualquiera sea el caso, tenemos que: b*> — ac = (—1)% =1 > 0. Luego, independiente del valor
de k, corresponden a puntos silla, demostrando asi lo pedido. B

Se comprueba graficamente la cantidad de puntos silla que aparecen:
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(Problema 1.53) Sca g : R — R una funcién diferenciable tal que g (1) = g (2). Considere la
funcién f : R? — R definida por la relacién

Tty
f () =/ g (1) dt

Y

Demuestre que f tiene un punto critico en (1,1). Estudie la naturaleza de
este punto critico en cada uno de los siguientes casos:

(a) g(1)=0,¢(1)=1y g (2)=2.
(b) g(1)=3,¢9'(1)=3yg (2) =4

Solucién:

No debemos preocuparnos porque aparezca una funcién “especial” y distinta a las de los deméds
casos. En el fondo, lo que queremos demostrar nuevamente es lo siguiente:

Vf(1,1)=0

Por lo tanto, lo tinico que debemos hacer es derivar, aplicando correctamente el Teorema Funda-
mental del Calculo:
d @

o g(t)dt = g[b(x)]b () — gla(x)]d (x)
a(x)
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Entonces:

%(fuy) = g@z+y)—yg(zy) = f(1L,1)=g(2)—g(1)=0
%(ﬂc,y) = g@+y) —zg(xy) — f,(1,1)=g(2) —g(1)=0

donde ya sabemos que ¢ (2)—g (1) = 0 a partir del enunciado. Luego, v (1,1) = 0y corresponde
por definiciéon a un punto critico. B

Para clasificar el punto critico en cuestién requerimos derivar nuevamente para poder emplear
el criterio del Hessiano. De esta forma,

- g (x+y) — v’ (zy) g (x+y) —g(xy) —zyg (zy)
n) = [g' (@+y) —g(2y) —ayg (zy) o (@+y) - 2 (29) ]

Evaluando en (1,1):

Segun los valores de ¢’ (2), g (1) y ¢’ (1) decidimos la clasificacién, lo cual resulta sencillo pues
se trata de una funcién en R

(a) En este caso,
nin=| ]

Como b? —ac = 1—1 = 0, entonces no se puede decir nada a priori sobre la naturaleza del punto
critico. Como la forma cuadratica define el caracter del punto critico, estudiamos qué ocurre con
ella. En este caso,

X"H(f)x = ® + 2zy + y* = (x +y)°

La cual es una funciéon que alcanza el valor minimo en la recta x = —y. Luego, podemos hablar
de un minimo local pero no tnico.

(b) En este caso,
wn=|4 7

Luego b? —ac =4 — 1 =3 > 0, entonces estamos ante un punto silla.

94




(Problema 1.54) Sca g : R — R una funcién diferenciable tal que g (0) = 0. Demuestre que
la funcién f : R® - R

Y

f(x,y,z):,22+/ g(t)dt

—X

tiene un punto critico en (0,0,0). Determine la naturaleza de este punto
critico suponiendo que ¢’ (0) # 0.

Solucioén:

Derivando:
- g(—z)
Vi=1 9()
2z
Luego,
B 9(0) 0
Vf(0,0,00=1g(0)] =10
0 0

lo cual no es mas que la definicién de punto critico. Se demuestra asi lo pedido. Il

Derivando nuevamente para aplicar el criterio del Hessiano:

—g¢ (=z) 0 0
H(f) = 0 gy 0
0 0 2
En el origen tenemos:
—g'(0) 0 0
H{)=1] 0 4(0) 0
0 0 2

El resultado dependerd del signo de ¢’ (0) (sabemos que no es cero), de modo que:

= Sig’ (0) < 0, entonces los valores propios son A\; = —¢’(0) > 0, A = ¢’ (0) <0y A3 =2 > 0.
Como tenemos autovalores todos positivos y negativos, entonces por teorema estamos ante
un punto silla.

= Si ¢’ (0) > 0, entonces los valores propios son Ay = —¢'(0) < 0, Ay = ¢’(0) > 0y A3 =2 > 0.
Bajo el mismo argumento anterior, estamos ante un punto silla.
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(Problema 1_55] Determinar los puntos criticos de la funcién f (z,y) = (2% + y?) er vy
precisar su naturaleza.

Solucién:

Se tiene que:

- 21 (14 22 4 y?) e v’
Vf (‘IJ y) - <2y (1 o IQ o y2) €x2_y2

Como la exponencial no se anula y 1 + 22 + »? nunca se anula por axiomdtica real, entonces
un punto critico inmediato es (0,0). Debemos precisar su naturaleza, y para ello utilizaremos el
criterio del Hessiano.

Se tiene que:

o2
Eres J; (z,y) =4 (2> + v°) 2™ Y 4 822"V 42 (* + %) " Y 4 e Y
T

Entonces, f,. (0,0) = 2. Asimismo,

>’f (2,9) = *f
Oxdy Y= OyOx

(2,9) = —4 (2% + y?) 2ye™ ™Y — £,,(0,0) = £, (0,0) =0

De forma anéloga,

o2
a—J; (z,y) =4 (2> + v°) YRt Y gyt Y — 9 (z* + %) e” Y 4 2" Y
Y

Es decir, f,, (0,0) = 2. Luego, la matriz Hessiana en el origen es:

2 0
y por lo tanto como la matriz es semidefinida positiva, el punto critico (0,0) es un minimo.

Ahora bien, si # =0y 1 — 22 — 4> = 0 — y = %1 también se anula el gradiente. Evaluamos la
matriz Hessiana en estos puntos, obteniendo asi que:

Hf(O,il):Fe_l 0}

0 —4e~ 1

Como el determinante es negativo y presenta dos valores propios de distinto signo, luego ambos
puntos corresponden a puntos silla y con ello se concluye que la funciéon presenta un solo minimo.

Grafiquemos la funcién:
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Demuestre que la funcién
flzy, ... z,) = Hln(a:i)
i=1

tiene un punto critico en (1,1,...,1) y que este corresponde a un punto de silla.

Indicacion: No podré realizar la clasificacién mediante el argumento del Hessiano
ya que este no permitird determinar la naturaleza del punto critico en cuestion.
Dé argumentos sobre por qué In(z)In(y) tiene punto silla en (1,1) y luego
extienda este resultado a R".

1.6.3. Multiplicadores de Lagrange

Ya estudiamos con anterioridad los problemas de optimizacién en que el espacio factible de soluciones
era todo R"™. Centraremos ahora nuestros esfuerzos en extender lo estudiado en R para generar la
optimizacién de funciones sujetas a restricciones de igualdad, las cuales pueden entenderse como la
pertenencia a un conjunto determinado de superficies de nivel.

Se le adelanta al lector que para los siguientes desarrollos se requiere una comprension perfecta de la
geometria del gradiente y su relacién con las curvas y superficies de nivel, por lo cual se recomienda
repasar dichos conceptos previamente antes de continuar en caso de todavia quedar dudas.

97



Observacién importante: Todas las condiciones presentadas a continuacién son condiciones
necesarias que se deben cumplir en puntos extremos. De esta forma, si X es un punto extremo,
debe cumplir las condiciones que a continuacién se cumplen. Sin embargo, esto no es suficiente
para probar que lo sean, ya que esto requiere un analisis posterior. Es decir, puede satisfacer las
condiciones que a continuacion se presentan, pero no por ello ser puntos extremos.

Por lo tanto, la metodologia de trabajo consiste en la busqueda de candidatos a puntos extremos
por medio de estos teoremas, pero la suficiencia se debe garantizar por medio de otros teoremas
y/o andlisis. Es de gran uso considerar la definicién de méximos y minimos locales.

Una restricciéon. Comprenderemos el resultado del Teorema de los Multiplicadores de Lagrange par-
tiendo por estudiar el caso de una restriccion. Para comprenderlo, consideremos el problema de
optimizacién
max / min f(x,y,2)
s.a. g(z,y,2) =0
Asumamos asimismo que el gradiente de f es siempre constante y apunta en la misma direccion. Se
puede graficar entonces la situacién como se muestra en el siguiente dibujo hecho a mano:

De aqui podemos realizar las siguientes observaciones:

= Podemos movernos solamente a través de la curva en rojo. En 1 podemos es claro que podemos
movernos a la izquierda o la derecha y aumentar el valor de la funcion si es que la deseamos
maximizar pues en dicha direcciéon aumentard el valor de f de acuerdo al sentido del gradiente.

= En 2 podemos seguir se tiene que los gradientes son perpendiculares, y es evidente que todavia
podemos movernos en la curva y aumentar el valor de f.

» Cuando llegamos a 3 se tiene que ambos gradientes son paralelos y graficamente se observa que
no es posible seguir aumentado el valor de f. Asimismo, si hubiésemos querido minimizar f, se
obtiene el mismo resultado en 1.

En general se deduce entonces que la condicién que debe ocurrir es que exista a que garantice
que ambos gradientes sean paralelos, en otras palabras, que exista a € R tal que en el 6ptimo
X0 = (IO,?JO; ZO):

-

V[ (x0) = aVyg(xe) o equivalentemente Vf (xo)+ AV (x0) =0
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donde se hace A = —a.

Dos y mas restricciones. Consideremos la funcién f(z,y, z) sujeta a las restricciones g (z,y, z) =0
y go(z,y,2) = 0. Es decir, tenemos el problema de optimizacién:

méx / min f(z,y,z2)
5.2 g1 (z,y,2) =0
92 (:Ea Y, Z) =0

Definimos la intersecciéon de ambas restricciones como la curva C; I C R — R?:

at)eC={(z,y,2) €ER® : gi(x,y,2) =0} N{(z,y,2) €R® : gy(z,y,2) =0}

Seaty € I tal que d(to) = g1(z0, Yo, 20) = g2(Z0, Yo, 20). Podemos formar (f o @) (to) = (x(to), y(to), 2(t0))
y obtener la derivada evaluada en dicho punto:

(Foay(n) = 5ESh)+ 5 P+ EL )

= V/f(@(t)) - dto)

Una condicion necesaria para que esta funcion de una variable alcance un extremo en este punto
es que dicha derivada sea cero, es decir:

0=V f(alty)) - & (to)

Como @ (t) es un vector tangente a la curva C, podemos desprender de aqui que V f(@(ty)) L (o)
y que por lo tanto V f(xg, yo, 20) es normal a la curva C.

Vale la pena ademds notar que ¢;(z,y,2) = 0y g2(x,y,2) = 0 son superficies de nivel de las
funciones g; y go respectivamente. Debido a la definicion que dimos de la curva C se verifica en
p = a(ty) = (xo, Yo, 20) que ﬁgl(P) y ﬁgg(P) son normales a la curva C. Esto se puede observar en
el siguiente diagrama:

~o<-LV\F

Luego, tenemos tres vectores normales a la curva « en p = @(ty), estos son:
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= Vi (0,90, 20)-
» Vga(zo, Yo, 20)-
= Vf(%o, Y0, 20)-
Estos tres vectores deben encontrarse en el mismo plano, ya que son todos normales a la curva (ya

que en caso contrario serfan una base de R® y @ nulo para todo t). Luego, estos tres gradientes son
l.d. y esto implica que existen escalares A\;, Ay € R tales que

6f(xoa Yo, Z0) + )\1691(%’0; Yo, Z0) + >\2692($07y0, 2) =0

El lector activo ya podrda haber imaginado como extender este concepto a més restricciones. En
efecto, mediante estas ideas intuitivas puede generalizarse el resultado para funciones en R™ y m
restricciones mediante el Teorema de Lagrange:

Teorema: Sea f : U C R"” — R una funcién de clase C* definida en el abierto U de R™. Sean
G1,-- s gm : U CR" = R, m funciones de clase C! en U con m < n. Se define el conjunto

S:n{XER” : gi(x) =0}

0g;
Ox;

Sea xg € S un punto extremo de f. Si det ( (1:0)) # 0 para m variables, entonces existen

AL, A € R tales que

V£(xo) + > MVgr(x) =0 (1.21)

k=1

donde dichos escalares de denomina multiplicadores de Lagrange.

Todos los problemas de optimizacién sujetos a restricciones de igualdad pueden resolverse de forma
sistematica mediante la técnica de los multiplicadores de Lagrange. Sin pérdida de generalidad, todo
problema de optimizacién puede escribirse como:

méx / min f(x
s.a. g1 (x)=0
gm (x) =
x € R"

habitualmente con m < n. Se puede plantear la Funcion Lagrangeana de n + m variables:
£{fvxa/\17-"7/\m} = F(Xv)‘lu"w/\m) = f(X) +Z)‘kgk(x)
k=1
Observe luego que, a partir del Teorema de Lagrange se tiene que:

VL = ﬁf + Z /\kﬁgk = (0 — salen n ecuaciones
k=1
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y que
oL

o\
Considerando ambos sistemas obtenemos exactamente las mismas restricciones que buscamos en
un problema con restricciones de igualdad. ;Cudl es la ventaja? Aplicar el funcional £, derivarlo e
igualarlo a cero convierte un problema con restricciones en un problema de optimizacion irrestricto
en el cual solo hay que derivar, igualar a cero y resolver un sistema de ecuaciones de (n + m)x(n + m).
Si bien no hay que restarle importancia a la dificultad de resolver un sistema no lineal de varias
ecuaciones, observe el lector que mediante este método la optimizacion se convierte en un problema
sistematico en cuanto a planteamiento.

gr (x) = 0 — salen m ecuaciones

La tdltima pregunta que el lector puede realizarse es: jcdmo garantizamos que estos puntos encontrados
son efectivamente los maximos y/o los minimos? Podemos recurrir al Teorema de Weierstrass:

Teorema: Sea (V, ||-||) un espacio vectorial normado, (K, 7) un espacio topolégico y K C X
un conjunto compacto (cerrado y acotado). Si f : K — V es una funcién continua entonces
existen x1,xo € K tales que || f (x1)|| < ||f (z)|| < ||f (x2)| v el conjunto f (K) es compacto.

En otras palabras, la imagen de un conjunto compacto (cerrado y acotado) a través de una funcién
continua también es un conjunto compacto, con la existencia garantizada de un maximo y un minimo
en dicho compacto. Dado que la mayoria de problemas practicos involucran funciones y restricciones
de clase C! no solo tenemos garantizada la aplicacién de este teorema en problemas de optimizacién
con restricciones (asegurando la existencia de méximos y minimos), si no que ademés tenemos ga-
rantizada por las condiciones necesarias que estos maximos y minimos se alcanzaran en los puntos
que satisfacen las condiciones del Teorema de Lagrange.

Luego, todo el trabajo se reduce a encontrar los puntos extremos y luego evaluarlos en la funciéon
objetivo para determinar el caracter de ellos. Eso es lo que haremos en este problema.

Nota importante: Si bien la metodologia de los multiplicadores de Lagrange nos convierte un
problema de optimizacion con restricciones en uno del tipo VF = 0, por ningin motivo deben ser
utilizados los criterios del Hessiano para la clasificaciéon de puntos criticos, ya que estos hablarian
de la naturaleza del punto critico en F', y no en la funcién objetivo real, f. En efecto, pueden no
coincidir las naturalezas entre ambas funciones, por lo cual solo se puede utilizar el teorema anterior
en los desarrollos y clasificaciones de puntos.

(Problema 1. 57) Encuentre las ecuaciones de los multiplicadores de Lagrange para los cuales
el punto de la superficie

syt eyt 22 =6

en el cual x toma el mayor valor posible. No resuelva.

Solucién:
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En este problema en particular, el problema de optimizacion es:

MmAax x — f(z,y,2)
s.a. 4yt ey tyz 2z —6=0 < g (2,9,2)

Definimos la funcién de Lagrange:
LA{f 2y, 2,0} =2+ A (2" +y* + 2" + 2y + yz + 22 — 6)

Derivando e igualando a cero se genera el sistema:

oL .

— = 244+ Ay + A2 =0

Ox

oL .

= = AP+ A+ =0

dy

oc = AP+ Ay + Az =0

0z

oL

I syt ey tyr+ 22 —6=0

que es el sistema de 4 x 4 buscado.

(Problema 1.58) Determine los extremos de la funcién f(x,y,z) = zyz sujeta a las restric-
ciones

—_

Py =
r+y+z = 0

Interprete geométricamente este resultado.

Solucién:

Este problema es atin mas explicito en su planteamiento. Basta plantear la funcién Lagrangeana:

LA{fzy, 2\ put=ayz+ A (®+y*+2° = 1) +p(z+y+2)
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Derivando e igualando a cero:

oL

— = yz+22r+pu=0
Ox

% = 2z24+2\y+pu=20
dy

oL

— = zy+222+p=0
0z

oL 2, .2 2
- 1=
B\ rH+y +z 0
oL

— = 24+y+z=0

o

El problema se reduce a resolver este sistema no lineal de 5 x 5. Para ello, restemos la segunda
a la tercera ecuacién, obteniendo:

x(y—z)+22 (z—y)=0—=(y—2)(z—2\) =0
Distinguimos dos casos posibles:

i) y = 2. Se obtiene el sistema:

v 422 =
r+2y = 0
Como = = —2y, entonces reemplazando en la primera ecuacion:
) 1 2

=l=oly=z=2—|=2|2=F—F7

V6 V6

los multiplicadores de Lagrange se dejan propuestos, ya que no es lo que principalmente trata-
bamos de determinar.

6y

ii) = 2. Sigamos probando combinaciones de restas: restando la primera a la segunda:
2z —y)+2 (y—2)=0—=>(x—y)(z—2X\) =0
Distinguimos dos casos:

ii-a) © = y. Se obtiene el sistema:

20 +2° = 1
2u+2z = 0
Con lo cual,
+ ! — F 2
r = f— _— z = B —
G NG
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ii-b) z = 2\. En dicho caso, la dltima ecuacién queda:
IIN+y=0—=y=—4\
Reemplazando en la cuarta ecuacion:
AN+ 160+ 4N =1 — 240> = 1

Despejando,

Es decir,

T=2=Z—|=|y="7F

V6

que precisamente por simetria es el caso que faltaba.

La situacion graficamente puede entenderse como encontrar el volumen maximo del paralele-
pipedo generado tal que uno de sus vértices pasa por la interseccién del plano y la esfera. Visto
graficamente:

, T TXJ ] T T 1771
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(Problema 1.59)

4
Encuentre el minimo de la funcién f (xq,xe,x3,24) = g r7 sujeto a las
- i=1
restricciones:

r1— 2o tax3st+ay = 4

Il
o

$1+1’2—CL‘3+£L’4

Solucién:

Planteamos la funcion lagrangeana:
L (X,X) =22 bt a4+ ai A (v — T+ T3+ 1y —4) + p (@) + 29 — T3+ T4 — 6)

Haciendo VL = 0:

oL
8.171
8.132
oL
= 2+ A—p=0
(9.733
= = 204+ A+p=0
8I4

x1—$2+ZE3+(L’4=4

.’L‘1+(L’2—l’3+l’4:6

Resolver este sistema es extremadamente sencillo pues es lineal, y tiene soluciéon tnica pues es
facil notar que todas las filas son l.i. Sin embargo, para no recurrir a los tediosos trucos de Algebra
Lineal, utilicemos la buena practica de dejar las variables en funciéon de los multiplicadores de
Lagrange:

A A—p A+ A
- o T2 = ;o L3 = ;o L4 = —
2 2 2 2

Ty =
Reemplazando en la quinta ecuacién:

A—p—=—A+p—A+pu—-A—p=8—=—-4A=8—=>A=-2
Analogamente, reemplazando en la sexta:

A—pF+A—p+A—p—-A—pup=12— —-4p=12 = p= -3
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Con esto podemos despejar todas las variables:

S 1 1 5)
T1=5| 5 |[T2=5| 5 |¥83=—5| » |T4a= 75

2 2

(Problema 1.60) Determine el valor maximo y minimo de ax + Sy + vz si

.’1?2 y2 22

$+—+c—2:1

Solucién:

El problema de optimizacion es:

max ax + By + vz +— f(x)
2 2 2
xc oy z
s.a. $+b72+§_120 — g1 ()
con «, 3, v, a, by ¢ parametros del problema. Escribiendo el problema mediante los multiplica-
dores de Lagrange:

x? y2 22
ﬁ{f,:v,y,Z,A}:ax+6y+7z+A(az++(21)

Generando el sistema de 4 X 4 necesario por derivacion:

2\
« + 7233 =0
a
2\
b+ Y = 0
2\
2?2y 2
P + 2 + i 1 =0
Despejando de las primeras tres ecuaciones:
aa? Bb? ve?

Siniy Wl A W A Ay

Reemplazando esto en la cuarta ecuacién:

a2a2 ﬁ2b2 + 72C2 B 1
AN2 0 4AN2 0 4)\2
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Es decir,

A= j:;\/((m)2 + (8b)* + (ye)?

Con lo cual,

2

v - aa
V(@) + (80 + (70)?
Yo = F ﬁb?
V(@) + (80 + (70)?
2 = F e

V(@) + (80)° + (70)?

que no corresponden mas que a la distancia de los vértices del elipsoide al plano en cuestion.
Notar que con ello,

oo+ Byo + 720 = T/ (aa)” + (8)” + (70’

El problema por proporcionalidad se puede entender como calcular la distancia del plano mas
lejano al origen que es tangente al elipsoide dado.

Se grafican los resultados cona = =v=1ya=1,b=2,c=3.

(Problema 1.61) Demuestre que el paralelepipedo de mayor volumen que se puede inscribir
en una esfera es un cubo.

Solucién:
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Lo primero que debemos hacer es modelar mateméaticamente esta situacién. Dado que el proble-
ma presenta una simetria esférica e intuitivamente podemos observar que el volumen solo puede
maximizarse si es que nos encontramos en la frontera de la esfera, entonces podemos escoger el
punto P (x,y, z) que describe el vértice del paralelepipedo en el primer octante.

Con las consideraciones anteriores el problema anterior se puede escribir como:

max ryz — f(x)
sa. 2+ +22-r"=0 + g (x)
z,y,2 >0

con r € R fijo. Escribimos la funcién lagrangeana:
LAf,x,\} :a:yz+)\(x2+y2—l—22)

Calculamos todas las derivadas parciales:

% = yz+2 =0
ox
oL
— = zz+2\y=0
dy
8_£ = zy+2Xz2=0
0z
g—f = "+ +22-1r"=0
Resolviendo:
yz z xz
r = -2 = ——
22X 2\
_ e _ Ty
YT TN T a2
Lo Wy
2)  2A 2\

De la primera ecuacién, asumiendo que = # 0 (no tiene sentido este caso),
4N = 2

Anélogamente para la segunda y la tercera:

4N = o?

4N = P
Es decir, sin determinar podemos concluir inmediatamente que dado que tanto x como y y z
tienen que ser positivos:

Lo = Yo = 20

son las dimensiones buscadas, lo cual corresponde especificamente a un cubo y se demuestra asi
lo pedido. W

108




(Problema 1.62) Considerar un tridangulo de area A fija y lados a, b, ¢. Dado un punto O
al interior del triangulo, se bajan perpendiculares de largos x, y, z hacia los
lados respectivos a, b, c.

Si se construye un paralelepipedo recto de aristas x, y, z y volumen V', pruebe
que V' es maximo cuando las lineas que unen O a los vértices P, Q y R del
triangulo lo dividen en tres areas iguales. Determinar cudl es el méximo de
V' en este caso.

Solucién:

Lo primero que debe hacerse es comprender bien la pregunta, pues si no se logra esto no es
mucho lo que se puede hacer. Grafiquemos el tridangulo y sus alturas:

Con las medidas x, y, z construimos un paralelepipedo, cuyo volumen claramente es xyz, la
funcién a maximizar en el problema. Sin embargo, requerimos una restriccién claramente de
caracter geométrico en el triangulo, y esto no es sencillo de notar.

Si trazamos las lineas punteadas, se forman tres nuevos triangulos, y podemos notar que:

1 1 1
A(ABOC) = 5%a A(AAOC) = éyb ;. A(AAOB) = 57¢
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Asimismo,

A (ABOC) + A (AAOC) + A (AAOB) = A (AABC) = A

En otras palabras, deducimos la restriccion
xa+yb+ zc =2A
Por lo tanto, el lagrangeano asociado es:
L(z,y,2,\) =xyz + X(xa+ yb+ zc — 2A)

Derivando e igualando a cero:

oL

%:yzw—)\azo
%:azz—l—/\b:()
%:xy—ir)\c:o
0z

xa+yb+ zc =2A

De aqui podemos despejar lambda en las tres ecuaciones, y por transitividad de la igualdad se

deducira que:
yz 1z @y

a b c

Entonces, reemplazando en la dltima ecuacién se tiene que z = 2A/3a, y = 2A/3by z = 2A/3c.
Luego, las dreas de cada triangulo son respectivamente A/3 cada una, demostrando asi lo pedido,
y con esto se concluye que:

8A3

- 27abc -

(Problema 1.63] D.etgrmlne las dlmensmnes. del cono de volumen méaximo que es posible ins-
cribir en una esfera de radio R.

Solucién:

La situacién requiere ser modelada matematicamente para posteriormente aplicar optimizacion
al modelo. El volumen de un cono viene dado por:

1
V(r,h) = —mr?h
3
Como el cono debe ser inscrito y la simetria del problema es esférica, ubicamos la base del cono

paralela al plano xy. Luego, a partir de la figura hacemos un corte tal como se muestra en la
siguiente figura:
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Notamos a partir del tridngulo en rojo que:
(h—R)’+1* =R’
Es decir, el problema de optimizacion es:

1

max —r2h «— f(r,h)
s.a. (h—R)’+712=R?> « g, (r,h)
r,h >0

con R dado y r y h estrictamente positivas dada la naturaleza geométrica de las variables.
Escribiendo el sistema a partir de los multiplicadores de Lagrange:

1
L {f? T h7 >\} - §7r/r2h - A |:(h, — R)2 —+ 7~2 - Rz]
Derivando e igualando a cero:

2

§7r7°h —2xr = 0
1
§7T7"2—2/\(h—R) =0
(h—R?*+r*—R*> = 0

De la primera ecuacién:

2r (gh-k) =0
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Como r > 0 por naturaleza de variables, entonces se tiene que:

-

™

De la tercera ecuacién se tiene que:
(h—R’+r*—R*=0—-r’=R*~ (h—R)
Reemplazando en la segunda

;w[RQ—(h—R)Q]—QA(h—R)—O

Reordenando términos: ] )
éw(h,—R)2+2/\(h—R) — §7TRQ =0

Despejando la ecuacion cuadrética:

/ 4
—2X\ £ 4 /4N? + §7T2R2 3 1
h—R= 5 —2<—2)\j:\/4)\2+97T2R2>

™

6 2 9 4
o . 42 2 P2
(W R> 42()\ QWR)

Resolviendo esta ecuacion cuadratica obtenemos que:

Luego,

A=0 6 A—gwR

Como A = 0 — h = 0, lo cual viola la restricciones de naturaleza geométrica de variables,
entonces se descarta esta solucién. Es decir, la tinica solucion posible es:

4 2
h=—- = V2R
3R vy o|r 3\[

32 .
Con ello, el volumen méaximo posible es .

(Problema 1.64) Determine los puntos (z,y) y las direcciones en las cuales la derivada di-
reccional de f (z,y) = 3x + y* + 2y alcanza su maximo valor si (z,y) se
restringe al circulo 22 + y? = 1.

Solucioén:
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Como f es claramente diferenciable, entonces:

of =
E—va

Sabemos de acuerdo a lo aprendido en la interpretacion geométrica del gradiente que la derivada
direccional se maximiza cuando esta es en el sentido del gradiente. Luego, la derivada direccional

maxima es

v f H Nos queda solamente por buscar aquellos puntos (z,y) donde efectivamente

se maximiza la derivada direccional.

En otras palabras, tenemos que maximizar Hﬁf“ = 2\/93:2 +(y+ 1)2 (o equivalentemente
L2
g(z,y) = VfH por simplicidad) sujeto a 2% +y* = 1. Aplicando los multiplicadores de Lagran-
ge:
L(z,y, ) =927+ (y + 1)* + X (22 + 4% — 1)
Derivando:
oL
i 8r+2\=0—29+N)2z=0
x
oL 1
oo+ D)+ 22y =0 —y = ————
3y (y+1)+ 2y e
S —1=0
B\ "ty

Aqui distinguimos dos casos de acuerdo a la primera ecuacién:

= Six =0, entonces y = £1.

= Si A= —9, entonces y = 1/8 y por lo tanto = £3/7/8.

Evaluando en cada caso,

9(0,1)=4 ; g(0,-1)=0 ; 9(38ﬁ,é>=g<—3ﬁ,1>zgl

De aqui es claro que la derivada direccional se maximiza en los puntos (i3\ﬁ . 1) /8 en la
direccion del gradiente.

(Problema 1.65) Sea g : R3 — R de clase C' y tal que f(z,y,2) = = + y + z tiene un
méximo en p = (2,3,4) cuando se le restringe a g (x,y, z) = 0. Determine
la ecuacién del plano tangente a la superficie g (x,y, z) = 0 en el punto p.

Solucién:
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La condicién de maximalidad de acuerdo a los multiplicadores de Lagrange implicara que:
L(p)=f(p)—Ag(p)

cumple con \J (p) = 0. Por otra parte, la ecuacién del plano tangente vendra dada por:
IT: (x—p) Vg(p)=0

De aqui se hace evidente que solo necesitamos calcular Vg (p) a partir de la informacién que se
nos entrega.

De la primera ecuacién se deduce que como en el maximo VL (p) = 0, entonces:
Vf(p) =A"Vy(p)

Es decir, basta tomar V f (p) como normal al plano tangente (dentro de las infinitas que existen).
Como Vf = (1,1,1) en todo punto, concluimos finalmente que el plano tangente es:

H:{(x,y,z)€R3 : x+y+z:9}

(Problema 1.66) Se considera la curva I' que resulta de intersectar al paraboloide de ecuacién
2 = 12 + 12 con el plano de ecuacién = +y + 22 = 2. Encuentre el punto que
esté a mayor altura y el que esté a menor altura de esta curva.

Solucién:

El problema de optimizacién consiste en maximizar la altura (f (z,y,2) = z) sujeta a las res-
tricciones dadas. Esto puede escribirse como:

méx / min z — f(z,y,2)
s.a. 24y —2=0 <+ g (1,9,2)
r4+y+22—-2=0 <« g2 (2,9,2)

Escribiendo la funcién de Lagrange:

L{f,ey, 2 uy =2+ X2+ 9" —2) +p(z+y+22—2)
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Derivando e igualando a cero:

oL
— = 22 x+4+u=0
ox
oL
— = 2 \y+pu=0
dy
oL
— = 1-A+2u=0
0z
oL
a = ZL'2 + y2 —2=0
oL
— = rx4+y+22—-2=0
o
Luego, se desprende que:
N o
VTN
Reemplazando en la cuarta ecuacién:
Lo
2)\2

Reemplazando estos valores en la quinta ecuacion, obtenemos en cojunto a la tercera ecuacién
el sistema para gy A:

De la segunda ecuacion:

Tenemos dos opciones:

i) /A = 2. Con esto podemos reemplazar directamente en las expresiones de z, y y z:

El valor de la funcién objetivo es 2.

ii) /A = —1. Luego,
r=y=1/2

z=1/2

El valor de la funcién objetivo es 1/2.
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Como este es un problema de optimizacion con restricciones de igualdad, los maximos y minimos
locales solo pueden alcanzarse en los puntos en los cuales VL = 0 por la condiciéon necesaria.
Luego, el punto que estd a minima altura es z = 1/2 y el que estd a maxima altura es z = 2.

Se comprueba la situacion graficamente:

De forma intuitiva podemos resolver adicionalmente problemas en los cuales se incluyen restricciones
de desigualdad no estricta, tal como revisaremos en el siguiente problema:

(Problema 1.67) Halhlar los valores maximo y minimos de la funcién f (z,y,z) = ze™ en la
region:

R={(r,y,2) : 2* +y>+2° <1}

Solucién:

En este caso el problema de optimizacién puede escribirse como

m&x / min ze™
S.a. 24+t +22 <1

donde la nueva dificultad que aparece evidentemente es la restriccion de desigualdad. Primero
partamos notando que estamos tomando un espacio compacto: la esfera y le estamos aplicando
una funcién continua. Por lo tanto, tenemos garantizado que la funcién alcanzara un maximo y
un minimo, y como la funcién es de clase C! en todo el espacio, este necesariamente cumplira
alguna de las condiciones necesarias de valores extremos.
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La pregunta subsecuente es: jcudl de ellas? En analogia a los problemas de optimizacién en un
intervalo de calculo en una variable, en este caso tendremos que los maximos y minimos pueden
alcanzarse ya sea al interior del conjunto o bien en su frontera, pero en cualquiera sea el caso
deberan cumplir las condiciones necesarias respectivas. Graficamente las condiciones necesarias
pueden resumirse como:

Frontera:

Vf(xo) + Z MeVar(x9) =0

k=0

Interior:

Vf(x)=0

Del interior pueden obtenerse los valores extremos tales que v f (x0) = 0y en la frontera aquellos
que cumplen las condiciones de Lagrange. Por los teoremas anteriormente necesarios sabemos que
solo los puntos obtenidos de estas dos formas pueden ser los candidatos a méximos y minimos.
Luego, basta evaluar la funcién objetivo en cada uno de estos puntos para determinar cudl es el
maximo global y cual es el minimo global.®

Partamos calculando los posibles candidatos en el interior. Calculando el gradiente se genera el
sistema:

yze™y 0
zze™ | =10
ety 0

Inmediatamente, como no existen valores reales para los cuales €™¥ = 0 se tendra entonces que el
sistema es inconsistente. Estudiamos entonces solo los valores en la frontera. Para ello, tomamos
la funcion lagrangeana:

F(xayaza)\> :Zemy—l—/\(x2+y2+z2_1)

Haciendo VF = 0 se tiene que:

oF
— =yze™ 4+ 2 x =0
Ox
oOF
— =zze™ + 2 \y =0
dy
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F
a—:e‘”y—l—Q)\Z:O
0z

(2})\7—0%1’2+y2+22—1
Debemos resolver este sistema. Restando la primera ecuacién a la segunda se tiene que:
(x—y)ze™” +2\(y—2) =0 — (z —y) (2™ —2X) =0
De aqui se desprenden dos opciones:
1) z =y, con lo cual se reemplaza en la segunda ecuacion y se tiene que:
yze™ + 2 \y =0 = y (2™ +2X) =0

Siy =0, entonces x = 0 y por lo tanto, de la 1iltima ecuacion se tendra que:

22=1—>2z==1

. 2 . .
Size™ 4+ 2\ =0 — ™ = —— con lo cual se reemplaza en la tercera ecuacién y se obtiene:
z

2\ 1
—+2>\Z—0—>2)\(z—)—0
z

z

Si A = 0 la tercera ecuacién genera un sistema inmediatamente inconsistente. Luego, necesaria-
mente

1
2—-=0—222—-1=0—2=+1
VA

obteniendo una solucién redundante.
) 2\ .,
2) Si ze™ =2\ — €™ = —, con lo cual la tercera ecuacién queda
z
1
2Az+-)=0
z
Como ya vimos que necesariamente A = 0, entonces
1 2
2+ -=0—=2"+1=0
z

lo cual no tiene solucién real.

Finalmente, los candidatos a puntos extremos finales son:

(a) (0,0,1) — ze™ = 1. Corresponde al maximo global.

(b) (0,0,—1) — ze™ = —1. Corresponde al minimo global.

“Nota importante: Esta es la forma propuesta de resolver los problemas de optimizacién en regiones con
desigualdades para los propositos de este curso. El lector interesado puede estudiar las Condiciones de Karush -
Kiihn - Tucker. las cuales generan un sistema de resolucién de este tipo de problemas similar al ya planteado por
las condiciones de Lagrange.
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Mas ain, podemos utilizar los multiplicadores de Lagrange para resolver problemas de caracter
conceptual.

[Problema 1.68) Sea S una superficie de R? de ecuacién f (z,y,z) = 0 con f € C'. Sea p el
punto de § mas lejano al origen. Demuestre que el vector que va del origen
a p es perpendicular a S.

Solucién:

Si bien este es un resultado que puede parecer geométricamente intuitivo, no descuide el lector
que el vector gradiente a una superficie de nivel puede ser perfectamente no paralelo al vector
posicion.

Como p es el punto més lejano de una funcién de clase C!, entonces es solucién al problema de
optimizacién

mix g (z,y,2) = /2% +y? + 22

s.a. f(z,y,2)=0

Como la funcién y las restricciones son de clase C!, entonces p deberé satisfacer las condiciones
de Lagrange, de modo que:

- o=,

Vg(p) + AV f(p)=0

=~ 1
pero Vg (p) = (x,y,2) = Pps decir,
Va2 +y? + 22 Pl
p

= 4 XVf(p)=0—p=—|p|\VSf(p)
Ipll —

«

Luego, p es paralelo a v f (p). Como v f(p) L S en p, entonces concluimos finalmente que
p L S en p, demostrando asi lo pedido. Il

Demuestre empleando el método de los multiplicadores de Lagrange la conocida

desiqualdad de Holder: sean aq,...,a, y by,...,b, nimeros reales no negativos
y numeros positivos p,q tales que p > 1y ;1) + % = 1, entonces:

n n 1/p n 1/q
() )
1 =1 =1

1=

Esto suele representarse como [labl|, < |lal|, [[b]],.
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2. Calculo diferencial de funciones R" — R™

Estudiaremos ahora el calculo diferencial de las funciones vectoriales de varias variables. Es decir,
estudiaremos funciones del tipo R™ — R"™. Las funciones en el caso particular caso particular n = m
se denominan campos y son ampliamente utilizadas en la modelacién de fenémenos fisicos como
velocidades en cada punto del espacio de un flujo, campos eléctricos, magnéticos y gravitatorios,
teoria de potencial, etc.

2.1. Diferenciabilidad de funciones R” — R y matriz jacobiana

Observe que hasta el momento dominamos el célculo diferencial de funciones R” — R (funciones
escalares de varias variables) y de funciones R — R"™ (curvas en R"). El siguiente estudio busca
combinar ambas dos, por lo cual una funcion vectorial puede entenderse como una “curva’” dependiente
de varias variables o bien como un vector de funciones escalares.

Podemos definir entonces una funcién vectorial F : R® — R™ como la funcion

Fl(Il,ZE27...,I'n)
Fy(x,20,...,2,

F (x) = 2 (@1, 72 ) (2.1)
Fo(x1,20,...,2,)

Definicién: Se define el limite de F (x) cuando x tiende a xq € 2 como:

limy x, F1 (%)
lim F (x) = : (2.2)
X—X0

limy_x, Fo (%)

y F se dice continua en Xq si y solo si

lfm F (x) = F (xo). (2.3)

X—X0

Es muy sencillo demostrar que se heredan las propiedades de suma, multiplicaciéon y ponderacién por
escalar para limites de este tipo de funciones vectoriales. Se puede demostrar de forma similar que
se cumple la propiedad para e producto punto.

A partir del concepto de limite y continuidad es posible inmediatamente definir el concepto de
diferenciabilidad en las funciones de R™ — R™, extendiéndolo a partir del concepto ya determinado.
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Definicién: La funcién F : Q@ C R®™ — R™ se dice diferenciable en xy, € ) si existe una

transformacién lineal L : R™ — R™ tal que

lm F(xg+h) — F(xq) — L(h) i
1] -0 |hl

Como corolario inmediato se tendra que F es continua en x.

(2.4)

Como L es una transformacién lineal, puede ser representada por una matriz J,,«, que se describe

columna a columna. Notar que por condicién de diferenciabilidad podemos tomar h = |k|é; con
keR X .
lm F(XD + k:ej) - F(Xo) — |k‘|.]e] —~0
k|0 k|
Entonces: .
Je; = lim Flxo + k€;) = F(xo)
|k[ 0 K|

Notando que:

lim

IHs0 B K0 B B

se puede llegar sin mayor dificultad a que

0F,
%,
Je; = |
oF,,
oz,

Esto es més que suficiente para realizar la siguiente definicion:
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La pregunta inmediata es: jy qué ocurre con la composicién de dos funciones diferenciables? Estu-

diaremos este caso esta situacién definiendo las funciones diferenciables en xg:

G:CR" —» R™
F:QCR"™ — RP

Entonces, podemos desarrollar la aproximacién lineal de cada expresion

G(xo+h) = G(xo)+ DG (xo)h+ a(h) |h]
F(yo+k) = F(yo)+ DF(xo)k + f(k) |[k]|

Luego, evaluamos la composicion:

(F o G) (X() 4 h) = F(G(Xo —+ h))
= F(G(x0) + DG(x0)h + a(h) [|h[])

asumiendo que yo = F (G (%)) y k = DG (x0) h + « (h) ||h||. Como F es diferenciable, entonces se

tendra que:

(FoG)(xo +h) = F(G(x0)) + DF(G(x0))DG(x0)h + DF(G(xo))r(h) [[h]| + 5(k) |[K||

-~

—0

Con esto, podemos concluir el siguiente teorema evitando los reparos tedricos:
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Teorema: Sean G : R" — R™ y F : R™ — RP funciones diferenciables en xy, entonces (FoG)
es diferenciable en x; y
D(F o G)(x9) = DF(G(x0))DG(x0) (2.8)

Observacién: Considere la funcién f(z,y, z), donde z = z(u,v), y = y(u,v) y z = z(u,v). Es decir,
podemos considerar la funcién g(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) y evaluar la composicién f o g.
Tenemos que:

0r Oa
ou Ov
_|9f of of _ |9y 9y
0: 0z
LOu  Ov
Luego,
0r Oa
ou Ov
_|of of of| oy oy| |0f0x 0Ofdy  Of0z Of0x Ofdy Of0z
D(ng)(u’U)_[&v oy 82} ou ov| 8x8u+8y8u+828u 8z@v+6y8v+8280
0: 0
LOu  OvA

Podemos extraer directamente y verificar formalmente la regla de la cadena expuesta en un apartado
anterior:
of _9for ooy ofo:
ou Oxdu  Oyou 0z 0u

Es decir, bajo el teorema de diferenciabilidad amplio se puede extraer casi de forma trivial la regla
de la cadena anteriormente estudiada.

(2.9)

(Problema 2.1) Sean G(z,y,2) = /22 +y2+ 22 y F(r,0) = (rcosf,rsend,r). Calcule la
matriz derivada de (G o F) (r,0) en el punto p = (1,0).

Solucién:

De acuerdo a lo anteriormente estudiado, tenemos que:

D (G o F) (r,0) = DG (F (r,0)) DF (r,0)
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Recordemos que:

VFI (T7 9)
DF (r,0) = [aF aF} = |VE, (r,0)
or ol ﬁFg (7"7 9)

1 0
En (r,0) = (1,0) se tiene que:
10
DF (r,0) = |0 1
10

Anélogamente, dado que G es una funcién escalar se tiene que

1 1

DG (z,y,2) = (W”) (2,9,2)
Va2 +y? 4 22
Pero F (1,0) = (1,0, 1). Evaluando se tiene que:
DG (1,0,1) = —— (101)
) - \/i
Finalmente,
1 10
D(GoF)(L,0)=—(101) [0 1
V2 10

~|D(GoF)(1,0) = <\/§o)

(Problema 2.2) Seaf : R? - R?y g : R — R?, g diferenciable y f definida por:

f(.’l?,y) - (CL.T + by,c:r - by)
con a,b,c € R, a+c# 0y b+# 0. Sabiendo que:

sen (z) >

cos (2x)

D(fog)(x) = (

Determine el valor de g.

Solucién:
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Dada la diferenciabilidad de la funcién tenemos que:

D(f o g) (x) = Df [g ()] Dg ()

donde: /()
_|la b g1z
i A i
Observe que Df es invertible pues |Df| = —ab — cb = —b(a+¢) # 0 por hipétesis. Luego,

es posible despejar inmediatamente de la primera ecuacién Dg, lo cual a su vez nos permite
determinar g. Tenemos que:

Dg = Df ! < sen () )
cos (2x)
donde Df ! = N bt I S L . Con ello,
—b(a+c) —C a b(a—i—c) c —a

pg— ! {bsen(w)—i—bcos@x)}

b(a+c) |csen(x) — acos (2x)

Podemos recuperar g por integracion:

. —bcos (x) + Ssen (27)

%g(m):m +k

—ccos (r) — gsen (2x)

donde k € R? es una constante. Para cualquier valor de k se cumple lo pedido.

(Problema 2.3) Dada la funcién (z,y) = F (u,v) = a1 (5v/9v + u, 3v/250 — u) definida en la
region R = {(u,v) € R? : 1 <u <9, 1< v <4}, encuentre el grafico de la
regién imagen D contenida en el primer cuadrante del plano (X,0,Y), la
matriz jacobiana de F (u,v) y el jacobiano asociado a la matriz.

Solucién:

Tenemos que:

3dr = 5vV9v +u
34y = 3v25v—u

Entonces,

34%2* = 25(9v +u)
34%°7 = 9(250 — u)
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Multiplicando la primera ecuacion por 9 y la segunda por 25:
9-34%2* = 25-9(9 +u)
25 - 34%y* = 25-9(25v — u)

Sumando,

: 34 , 34
347 (927 + 255%) =259 3dv — v = _a + oy

Anélogamente,
u = 342® — 34y°

Luego, de la regién se sigue que:
1<u<9—1<3da” —34y* <9

34 34
1<v<d—1< =22+ <4
25 9

A partir de estas desigualdades puede graficarse la region en el plano:

1.2 4

0.8
y 0.6
0.4 1

0.2 1

El calculo de la matriz jacobiana es directo y se deja propuesto al lector. El resultado a obtener:

5) 45
68v9v 4+ u 68v9v 4+ u
DF (u,v) = ; .
68v250 —u 68250 —u
Finalmente,
1
O8] 1op (1, 0)) = :
0 (u,v) 1364/9v + u/250 — u
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(Problema 2.4) Sean F, G y H funciones R2 — R? con derivadas parciales continuas tales
que H = F o G. Si la matriz jacobiana de H en el punto Py es:

5 >)

y la matriz jacobiana de G en Py es

(10)

Calcule la matriz jacobiana de F en el punto Qo = G (Py).

Solucién:

Por algebra de composicién de funciones sabemos que:
DH (Py) = DF (Qo) DG (Py)

Como G es claramente invertible, entonces:
2 -1\ (1 1\
oF(Qn) = DHEP)DG®) = (5 ) (] )
- (2 1> (0 1>
3 2 1 -1

DF (@) = (5 ;)

Finalmente,

2.1.1. Coordenadas polares, cilindricas y esféricas (*)

En esta seccion opcional desarrollaremos algunas de las transformaciones mas comunes que se realizan
mediante funciones vectoriales: el cambio a coordenadas polares, cilindricas y esféricas. Calcularemos
el operador nabla para cada una de los distintos sistemas de coordenadas, lo cual sera de especial
utilidad en cursos futuros.
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(Problema 2.5) Sean

f (u,v) = (ucosv,usenv) parau>0 y —g<v<z

2
g(z,y) = (\/ x? + y?, arctan (Q)) para z > 0
A

(a) Interpretando adecuadamente la sustitucién, conjeture un valor para
la matriz jacobiana de g o f.

(b) Calcule la matriz jacobiana de g o f y ratifique el resultado anterior.

Solucién:

(a) Observando f, parece ser la conversién a coordenadas cartesianas desde coordenadas polares
y g, la transformada a coordenadas polares desde coordenadas cartesianas, por lo cual g o f
debiese entregarnos las coordenadas cartesianas originales. En otras palabras, la composicion es
la funcién identidad y por lo tanto la matriz jacobiana es la identidad.

(b) Se tiene que:

Dg o f = DgDf
Evaluamos cada una de las matrices derivando:
L Y wcosv  usenv ] /
pe= | @+ @ | gt = | ulnw webso| = [ ]
2242 22 + 42 w2 u2 u u
Asimismo,
Df — {COS v —usen v}
Senv  UCcosv
Es decir,

Dg (f) Df =

senv  coswv
Senv U CcoSv 0 1

cosv senv] {cosv —usenv} B {1 0}

u u

comprobando asi lo conjeturado. B
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(Problema 2.6] Considere el operador nabla y el cambio a coordenadas cilindricas:

V= (%, (%, %) y (z,y,2) = (rcosf,rsenb, z) (2.10)
(a) Calcule el operador V en coordenadas cilindricas.

(b) Calcule el gradiente de f (r,0, z) = logr + 62z en coordenadas cilindri-
cas.

~—

o(x,y,z

(C) Calcule W

Solucién:

(a) Consideremos una funcién ¢. Aplicando la regla de la cadena se tiene que:

% _ o0u G0y 09c
or  O0xdr Oyor Z Or

¢  9p0x 00y = 0¢
90 ox00  oyoo T aZo0
o 09
9: 02

Asimismo, derivando las relaciones definidas:

ox ox
E—CObQ %f—rsenﬁ
Oy _ Oy
E—berﬂ : %—7‘0050

Entonces, simbdlica y matricialmente,

d/0r cos®  senf 0| [0/0x 0/0x cos —senf/r 0| [0/Or
0/00 | = |—rsen@ rcos 0| [9/0y | — | 0/0y | = |senf cosO/r 0O | 0/00
0/0z 0 0 1| \0/0z 0/0z 0 0 1| \9/0z

En otras palabras,

0/0x cos00/0r — senf/r 0/00
d0/0y | = | sen00/0r + cos8/rd/00
0/0z 0/0z
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como T =rcosfi+rsenfjy = —senfi-+ cosbj, se observa entonces que:

0/0x 1
00y | = 5+ ——50+ -k
8/0z A

Concluimos entonces que, en coordenadas cilindricas:

- o. 10, 0~

(b) Reemplazamos directamente en la formula deducida:

- 10f - 0f. © 202, -
G0y 1075 OFp B 225 g
: r 00 0z r r

(c) Tomamos la matriz obtenida:

7 cosf  senf/r 0
9(z.y,2) _ —rsenf rcosf Of|=r
8(7“,9,2’) 0 0 1

[Problema 2_7J Considere el cambio de coordenadas al sistema de coordenadas esféricas:

(x,y,2) = (rsenf cos g, rsenfsenp,rcosb) (2.11)

(a) Calcule el operador V en coordenadas esféricas.
(b) Calcule V£ en coordenadas esféricas.

(c) Pruebe que Olw.y2) _ —r?senf.

d(r,0,¢)

(d) [Propuesto] Demuestre que para una funcién f : R® — R de clase
C? el Laplaciano viene dado por:

s2p_ 10 (,0f 1 9 of 1o
V= "o ) T imseng o0 ™00 ) T Zsenza 0,2

Solucién:

(a) Procedemos de forma andloga a la pregunta anterior. En primer lugar, considerando una
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funcién ¢, escribimos el cambio de coordenadas empleando la regla de la cadena:

00 _ 000 000y  000:
or Jr dr  Oyodr 0z 0r
96 _ 0¢0z 040y 090z
00 Jdxd0  0ydh 0z 00
% _ d00r 900y 0602
Oy dxrdp OJydp 0z 0y

Ahora calculamos cada una de las derivadas parciales de acuerdo a las relaciones:

Ox 0 ox 0 x 0
— =senfcosp ; — =rcosfcosp ; — = —rsenfsen
or LT LR -
% sen 6 sen %y cos 6 sen % sen 6 cos
— = . = =7 . —Z =
or LT T D -
0 0 0
a—i:COSQ : a—gz—rsenﬁ ; iz()
Es decir, matricialmente:
o sen 6 cos ¢ sen 6 sen cos 6 o
¢9 | = | rcosficosp rcosfseny —rsend| | ¢,
by —rsenfsenp rsenfcosp 0 0
Invertimos la matriz:
[o» senfcosp cosfcosp/r —seng/(rsenf)| [,
¢y | = |senfsenp senpcosf/r cosp/(rsend) o
0. cos 0 —senf/r 0 by
Es decir,
o sen 6 cos ¢ ¢, + cos @ cos p/r pg — sen/(rsen ),
¢y | = | senfsenp ¢, +senpcosb/r gy + cosp/(rsend)ep,
op cosf ¢, —senf/r ¢g

Consideremos asimismo que:

>

senflcospX +senflsenpy + cos 6z

D>
I

cosfcospx 4 cosfsenpy —senfz

—sen X+ cospy

>
|

Entonces, agrupando términos:
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(b) Reemplazar es directo en este caso:

of  10f, 1 9

:87r+;89 rsent dp

Vi

ASY

(c) A partir de la matriz ya obtenida en el punto (a), se tiene que:

9w,y 2 sen 6 cos sen f sen cos 6
S SR rcosfcosy rcosfseny —rsenf
9(r,0,¢) —rsenflsenyp rsenfcosy 0

s s S S

Calculando este determinante mediante el método de los cofactores y simplificando los términos:
= —rsenfsen’® (—r sen? ) — r cos? 9) — rsenfcos® o (—r sen® ) — r cos? 9)
= —r?senf (sen2 © + cos® Lp‘)

... Obtenemos finalmente que:

W =—r’senf| W

Sea f : R?2 — R € C% Se define el Laplaciano de f como V2f = for + fyy-

Definimos el cambio de variables en coordenadas polares
(x,y) = (rcosf,rsenf)

Demuestre que la férmula del Laplaciano en coordenadas polares viene dado
por:
0?g 109 10%

=, 0%g 1 g
vg_8r2+7’5’7’+r2892

2.2. Teorema de la funciéon implicita

Recuerde el lector que para un sistema del tipo

Ax =y

conx € R", A =A,,«, ey € R se tiene que si m < n, entonces necesariamente la solucién x se
escribird como combinacién lineal de algunos de los x; del vector. En particular, m variables seran

despejadas en funcién de las n — m variables restantes.

La pregunta subsecuente es: ;jcomo se garantiza esto en un sistema lineal? En otras palabras, si el
sistema esta subdeterminado, ;bajo qué condiciones podremos despejar algunas variables en funcién
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de otras? En el caso del sistema lineal, basta con que las m variables despejadas correspondan a
columnas linealmente independientes (por esa razon es que aparecen los pivotes).

Extendiéndolo a funciones no lineales: ;cémo determinamos estas condiciones? La respuesta a estas
interrogantes las entrega el Teorema de la Funcién Implicita, una condicion suficiente pero no necesaria
para garantizar este tipo de despejes de las funciones, muy utiles en superficies de nivel cuando es
necesario determinar una funcién a partir de otras variables, como en el tipico ejemplo de la esfera
22y 22 =2

Partamos enunciando del teorema, de modo de recordar y conocer sus hipotesis y conclusiones.

Teorema: Teorema de la Funcién Implicita. Si se tiene que

F1(x0,y0) =0
: xg € R"; yo € R™ (212)
Fm(XO7 YO) =0
O bien, F(xg,yo) = 0 y ademads se verifica que
d(Fy,...,Fp)
DL Tm) £ en (xg,¥0) € R™T™ 213
a(ylv'“?ym) 7& ( 0 YO) ( )

entonces se puede despejar localmente y = f(x) cerca del punto (Xg,yo). En otras palabras,
existen vecindades V(xg) y Va(yo) tales que para cada x € V) existe un tnico y € V, tal que
F(x,y) =0.

Sea F}, con 1 < k < m. Entonces, se tendra que

Fr=Fylz, 20, Zn, 1 (X1, ) 5 oo o Y (21, .. 7)) =0
Observe que podemos derivar la ecuacion implicitamente, aplicando de forma correcta la Regla de la
Cadena. De esta forma, si derivamos con respecto a x; se tendra que:
8Fk i GFk 8y1 8Fk 8ym

0= ..
Ox; Oy, Oz L OYp, Oz,

O bien,

Oy Oz OYp, Oz Oz,
Esto debe cumplirse para todo k, con lo cual se genera el sistema:

8Fk% 8Fk 8ym . 8Fk

OF 0y OOy, _ _OR
Oy Oz OYp, Oz N Ox;
OFOn OFcdy _ _OF
Oy Oz, M O Oz,
aFm%++%ay_m — _aFm
Oy Oz, OY, Ox; N Oz

133



Por inspeccion cuidadosa, puede notarse rapidamente que este sistema puede ser escrito de forma
matricial como:

dy  OF

DF(y>8_xj__8_:cj

oy - Oy1 Oy Y
donde = , ey .
833]- aZL'j 833']' 8xj

Dado que DF (y) debe ser invertible bajo las hipétesis del Teorema de la Funcién implicita, entonces

debera tenerse que:
0 OF
S =D 'F(y) 5
ZL‘j 8[)3]'
Recordando la Regla de Cramer (ver anexo al final), tendremos que para la componente k—ésima de
y se tendrd que:

O(Fy,...,Fy)
Y. _ W Y1, Tjy Y41y - - .Ym) < posicién k — ésima (2.14)
Oz, O(Fy,...,Fp) '
O (Y1, Ym)
Es decir, para calcular la derivada parcial de y;, con respecto a x;, dividimos el jacobiano de Fi, ..., F,

con respecto a las variables y,, pero reemplazando en la posicién (jOjo aqui con las letras, no
confundirse con la notacién y el orden!, fijarse en los colores) k—ésima (jk, no j!) y; por el z;

(ij, no k!).

Esta forma de obtener las derivadas parciales resulta tremendamente 1til en expresiones implicitas
dificiles de manejar, y guarda un gran simil con las derivaciones implicitas en funciones de una
variable:

du
dy  ar du dudy du
_— = = - = = - O
de du PUES 42 dy dz con dy 7
dy

(Problema 2_9] Dada la ecuacién 3y — 3zz — 2* = 0, determine condiciones para que ella
defina una funcién diferenciable z = f(z,y) y demuestre que

0%z 0%z

Solucién:

Sea F (x,y,2) = 3y — 3xz — 23. El Teorema de la Funcién Implicita plantea que se puede definir
z = f (z,y) para todo punto tal que
OF oF

0— -
0z 7 0z

=32 —32"#0

Es decir, todo punto tal que x + 22 # 0 satisface lo pedido. Asumiendo que z = f(x,y), se tiene
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entonces que:

0z OF/0x -3z z

or = OFjo: = a-32 wraz

Derivando nuevamente en funcién de z: (jOjo! z es funcién de z e y, por lo cual hay que derivar
aplicando correctamente la regla de la cadena)

Pz oz +?)—2(0+22-2)  wm—z—2-z 2
Ox? (2 + 22)° (& + 22)° (2 + 22)°
Analogamente,
0z OFfoy 3 1
oy  OF/0z  —3x—322 x4 22
0?2 222y 2z

_— — =
dy? (z+22)°  (z+22)°

Sumando,
0%z 0%z 2zx 21z

S
0x2 o* (x+ 22)3 (x + 22)3

demostrando asi lo pedido. B

Con las ideas anteriores, la resolucion del siguiente problema debiese ser directa.

(Problema 2.10) Suponga que la expresién F (x,y, z) = 0 determina implicitamente funciones
diferenciables = = z (y,2), y = y (v, 2) y 2 = 2z (z,y). Demuestre que:

0xdyoz _ _,
Oy 0z 0x
Aplicando Regla de Cramer se tendra que:
oF OF OF
v _ Oy . 9% _ 9x . 9% _ Ox
oy  OoF 7 9 OF ' 9z OF
ox dy 0z

OF  9F  OF
BT T i
8yazax_ oF oF oF

demostrando asi lo pedido. B
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(Problema 2.11) Elsistema u—v = z+y, u+v = x—y define funciones implicitas u = u (, y),
v=uv(r,y), r =1x(u,v) ey =y (u,v). Compruebe que

9 (u,v) 0 (x,y)

0 (z,y) 0 (u,v) =1

Soluciodn:

Dado el sistema

u—v = x+vy

ut+v = Tr—yY
este es equivalente a
u—v—xr—y = 0+ F
ut+v—ao+y = 0G

De acuerdo al Teorema de la Funcién Implicita, este permitird despejar v y v en funcién de x e
y si y solo si la siguiente matriz es invertible:

scion acoo) =1 7]

la cual evidentemente lo es dado su determinante. Analogamente, se puede despejar x e y en
funcién de x e y si y solo si la matriz:

e Seed- [

es invertible, lo cual también es cierto. Luego, se tiene que:

ov/dx Ov/dy

ou/0x 3u/0y’

Si bien despejar las variables en este caso es muy evidente y se pueden calcular las derivadas
parciales sin grandes dificultades, solo para reforzar los métodos algebraicos mas sofisticados lo
haremos mediante la regla de Cramer. Se tiene que:

F, F, -1 -1
- = — — — = - = ]_
Oz F, F, 1 —1 2

G, G, 1 1
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Anélogamente se calcula:

F!/ E’ Fu FI Fu EJ
ou_ |6, G o GGl o |GGl
oy |k E| 7 0x  |F, K| 7 0y |FF|

Gu GU Gu Gv Gu Gv

Es decir,
d(u,v) o
9 (x,y)
Procediendo por analogia se llega a que
O(x,y) _
0 (u,v)

que:

demostrando asi lo pedido. B

[Problema 2_12j Demostrar que el sistema
( sen (Z) =0
w

et —1 = 0

2c—u+v—w+1 = 0

\

define implicitamente tres funciones v = w(x), v = v(z) y w = w(x) en
un entorno del punto (xg, ug, vg, wp) = (0,0,0,1). Obtenga el desarrollo de
Taylor de orden dos de v(z) en torno a x = 0.

Solucién:

Observe que tenemos tres ecuaciones y tres funciones despejadas. Sean

T
F (z,u,v,w) = sen (—) o G(rv,u,v,w) =€ =1 ; H(z,u,v,w)=2r—u+v—w-+1
w

entonces se cumplird lo propuesto por el enunciado si y solo si

0(F,G, H)

d (u,v,w) (0.0.1) #0

137




En efecto,

0 0 %COS <Z>
w

0(F,G,H) w ot T s
W = e.’l,‘+u O O = —€ E COS (a)
-1 1 -1
Evaluando en los puntos dados,
0 0 —m
o(F,G,H
(7 ) >(0,0,1>: 1 0 0 :—77#0
9 (u,v,w) -1 1 -1

demostrando asi lo pedido B

Dado que v = v (x), su polinomio de Taylor de orden 2 viene dado por:

v" (0) ,
—

v(z) =v(0)+v (0)z+ 5

donde v (0) = 0 por la informacién del enunciado. Por Regla de Cramer ya sabemos que:

0 0 —lcos <z)

w? w
J(F,G, H) ettty grtu 0 atu T T
L (z) = - Sltw) e -l —ereos () (1+2)
— () = — = — = —
i 9(F, G, H) 0 0 —% cos <z) _ex+ui2 oS (Z)
w w w w
0 (u,v,w) P 0
-1 1 —1
d
— é (r) = =3 para todo .

Es inmediato que v”(0) = 0 pues la derivada de v es constante. En otras palabras,

v(z)~ -3z

No es de extranar que el polinomio de Taylor de orden 2 resulte ser un polinomio de grado 1.
En efecto, observe intuitivamente que cerca de w = 1 se tendra que

sen<z> :0—>z:k7r—>w:1
w w
de la segunda ecuacion, x = —u con lo cual la tercera ecuacion queda 3x + v = 0, con lo cual
efectivamente se verifica el resultado pedido. Esto puede interpretarse solamente como que el
coeficiente del grado 2 de la expansién de orden 2 es 0, tal como en cualquier otra funcion
polinomial de grado 2.

Merece atencién la siguiente pregunta, donde no se pide solo demostrar que existen los despejes
implicitos, si no que piden encontrarlos.
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(Problema 2.13) Si F (z,y) = (y — x2)2 — 2%, encontrar soluciones de la forma y = f(z)
de la ecuacién F' (x,y) = 0, con f funcién de clase C! en una vecindad del
punto (1,0) y respectivamente, una vecindad del punto (1,2). ;Qué puede
decir de lo que ocurre en torno a (0,0)7

Solucién:

La funcién F es claramente C* por tratarse de una combinacién de funciones conocidamente C*.
Sus derivadas parciales son

8£
ox

oF
= —5xt + 4z (352 — y) 5 (z,y) = —22° + 2y
Y
Por lo tanto, en el punto (1,0) se tiene que F, (1,0) = —2 # 0. Por lo tanto, por Teorema de
la Funcién Implicita, se puede hacer el despeje de la funcién y = f (x) en una vecindad abierta
cerca de x = 1. Podemos despejarla directamente tomando la raiz negativa (pues es en torno a
una vecindad de y =0y x = 1):

(y—m2)2:.r5—> y:xQ—x5/2

En el caso del punto (1,2), se tiene que F,(1,2) = 2 # 0 y se puede aplicar nuevamente el
Teorema de la Funcién Implicita, obteniendo vecindades para hacer el despeje, ahora tomando la
rama positiva:

fla) =a®+y?

En el punto (0,0) no se puede aplicar el teorema pues F, (0,0) = 0. Ambas soluciones f (z) =
w2 — 2%/% 6 f(x) = 2% + 2°? con & > 0 son de clase C' y satisfacen f (0) = 0. Se conluye que
existen soluciones, pero no son unicas. El teorema en este caso no garantiza ni existencia
ni unicidad.
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(Problema 2_14] Dado el sistema

u = f(z)
v o= g(z,y)
w = h(x,y,z2),
para el cual se cumple que (£.9.7) £ 0.
0(z,y,z)

(a) Demuestre que, localmente, se pueden despejar variables y, u yz como
funciones de (z,v,w) y que

ou _9dy _,
ow Ow
1 9(h,g)

z
b) D t — = .
(b) Demuestre que . G 92 y)

Solucién:

(a) El sistema presentado es equivalente a:

u—f(z) = 0+ A(z,y,z,u,v,w)
v—g(zy) = 0« B(x,y,zu,v,w)
w—nh(r,y,z) = 0+ C(z,y,2z,u,0,w)

Se podra realizar el despeje a la luz del Teorema de la Funcién Implicita si y solo si

0(A,B,C
9 (y,u, 2)
Realizando la derivacién,
9 (A, B,C) 0o 1 0
D (v.u ) =|—9y 0 0 |=—gyh,
(y,u,z) ~h, 0 —h,

Luego, por Regla de Cramer se tendra que:

0(4,B,C) 0 0 0
ou _ Oywz) _ L | g g1,
ow B 0 (A/ Bv C) B gyhz —zy 1 —h -
e Y N
0(y,u,2)
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pues la primera fila de la matriz es cero y por lo tanto esta es singular (no invertible). Anédloga-
mente,

9(4,5,C) 00 o 010
dy  O(w,u,z) 1 g 0 0 |= 1 00 0l=o
Y9 _ _ —g, — —
ow 0(A,B,C)  g,h, “hy 1 —h. gyh 1 0 —h,

0 (y,u, z)

pues la primera columna es claramente linealmente dependiente de la tercera. Con esto se de-
muestra asi todo lo pedido. B

(b) Tenemos bajo la Regla de Cramer que:

9(A5.C) .
A e _Z;T = —— (g.hy — g,h)
ox d(A,B,C)  gyh, _hz 0 _hz gh, 92 T 9l
9 (y,u,2)
Pero,
| 1 1 d(h,g)
Y g:L'h1 — Oy h.’L’ e h797 _g7h7 -
gyhz ( / ! ) gyhz ( / J) gyhz (9(:E,y)

por definicién de jacobiano. Finalmente, concluimos que:

0z 1 9(h,g)
ox  gyh. 0 (z,y)

(Problema 2_15] Considere el sistema

ry+er+2v =3
T+uy—v =-1

(a) Compruebe que existe una vecindad de p = (0,1) y funciones u =
u(x,y)yv=uv(z,y) tales que u(0,1) =0y v (0,1) = 1 que resuelven
el sistema.

(b) Calcule u, (0,1) y gy (0,1).

Soluciodn:

(a) Definamos:

F(z,y,u,v) = xzy+e"+2v—3
G(z,y,u,v) = z+uy—v+1
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Se cumplird lo planteado por el enunciado si y solo si:

J(F,G)
0 (u,v)

et 2

Y —1

g

en (xo, Yo, Uo, Vo) = (0,1,0,1) (dado por el enunciado). Luego, se tiene que:

IFG) o 2|
or e W R

por lo cual a la luz del Teorema de la Funcién Implicita se cumplira lo pedido. B

(b) De acuerdo a la Regla de Cramer se tiene que:

J(F,Q)
du_ G(wo) 1 fyvuem 2| (ytue +2)
or  O0(F,G) xew 42 1 -1 reu® + 2y
0 (u,v)
ou 3
—(0,1) = —=
ax( Y ) 2
Adicionalmente, derivando en funcion de y se tiene que:
ou 0 (y+ ue™ +2)
U/$ —_= e
Y Oyox dy xwe"™ 4 2y

(1 + uye"® + uru,e™) (ze™ + 2y) — (r2uye™ + 2) (y + ue™™ + 2)
(zeur + 2y)°

Observe que al derivar aparece u,, razén por la cual requerimos calcularlos:

J(F,G)
u:_ﬁ(y,v): 1 x 2'__ T+ 2u
Y J(F,G) zew 42y |u —1 revr 4 2y
0 (u,v)

En vez de reemplazar con esta expresién, dado que solo nos la piden en un punto particular
evaluamos directamente y solo ahi reemplazamos:

u, (0,1) =0

Finalmente,

1—-6 5
uzy (0,1) :—T—> uaty (O,].) :é
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(Problema 2.16] Verifique que el sistema

322 + 2y —3xy +4uww = 6
v+t —avtyu = 0

define implicitamente x = hy (u,v), ¥y = hy(u,v) en algin entorno de
(1,1,1,1) y calcule
O
1,1,1,1).
8u8v( LLL)

Solucidn:
Definiendo:

F(z,y,u,v) = 322 + 2y% — 3xy + 4uv — 6
G(r,y,u,v) = y*+0° =20 +yu
De acuerdo al Teorema de la Funcién Implicita, para que se cumpla lo pedido requerimos que:

0 (F,Q)
Nz, y)

£0

Entonces,
J(F,G)  |6x—3y 4y — 3z
Oxy) | —v  2ytu

= (62 — 3y) 2y +u) + v (4y — 3x)

Evaluando en (1,1,1, 1) tendremos que:

0 (F,Q)
=3-3+1#0
d(z,y)
Para calcular la derivada partimos calculando:
J0(F, Q)
oz Od(vy) _ 1 du 4y — 3x
o OFG)  (6x—3y) (2y+u)+v(dy—3r)[2v—z 2y+tu
d(z,y)

du (2/y +u) — (2v — ) (4y — 3x)
(6x — 3y) (2y + u) + v (4y — 3x)
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Derivando nuevamente,

dr 0 du (2y + u) + z (4dy — 3x)

Oudv  Bu (6z — 3y) (2y +u) + v (4y — 3x)
[4(2y +u) + 4u (2yu + 1) + 2y (dy — 32) + = (dyu — 324)] [(62 — 3y) (2y + u) + v (dy — 32)] - --

[(62 — 3y) (2y + u) + v (4y — 3z)]°
C = [4u 2y 4 u) + 2 (dy — 32)] (624 — 3yu) (2y + u) + (62 — 3y) (2yu + 1) + v (dyy — 32y)]

Es evidente que requerimos x, e ¥, razéon por la cual las calculamos:

J(F,G)
Oz O(uy) _ 1 dv 4y — 3x
ou  O(F.G)  (6x—3y)(2y+u)+vdy—3r)|y 2y+u
0 (z,y)
. W (2ytu) -y 4y —32)
(6x — 3y) (2y + u) + v (4y — 3x)
Reemplazando,
ox 12 -1 11
)= S
Ju (1,1) 9+1 10
Anélogamente,
0 (F.G)
Oy _ O(xu) 1 6x — 3y 4o
ou  O(F.G)  (6r—3y)(Qy+u)+vdy—3z)| —v Yy
0 (z,y)
- (62 — 3y) y + 4v?
(62— 3y) (2y +u) + v (4y — 37)
Evaluando,
Ay 3+4 7
= Ll)=————=——=
ou (L,1) 9+1 10
Finalmente, reemplazamos:
Pr _ 10[12+44(-5+1) -5 -H+ B -2+ YBEH+H +30-1)+ K+ H)]
dudv 100
obteniendo asi,
0%z 433
1,1,1,1) = —
Oudv (1,1,1,1) 50
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(Problema 2.17) Sea G (x,y) una funcién dos veces diferenciable. Considere la funcién

(a) Determine las condiciones sobre z, y y G (x,y) de modo que
F (z,y,z) = 0 permita definir z = f (z,y) implicitamente como fun-
cién dos veces diferenciable.

(b) Pruebe que en dicho caso se verifica la ecuacién

(G—22)§2f+2§f-ﬁG—2H§fH2+z§2G:—4

Solucién:

(a) Aplicando el Teorema de la Funcién Implicita, debera cumplirse que:

oOF

— #0

0z 7
Derivando la relacién implicita:

oF

=G (2,y) — 2
5, = Glry) 2270

Entonces como G (z,y) es una funcién que depende exclusivamente de x e y, entonces basta
imponer que G (z,y) # 0 en todo punto para que siempre se pueda hacer el despeje de la funcién
2z (en particular cuando z = 0).

(b) Dado que aparecen laplacianos, la sugerencia es derivar dos veces ambas ecuaciones, cruzando
los dedos de encontrar una relacion. Hagamoslo:

» Derivando en funcién de z la relacién y asumiendo que z = f (z,y), se tendra que:
2v+ .G+ fG, —2ff., =0
Derivando nuevamente en funcién de z:

24 fooG + foGo 4 foGo + [Gaw — 2f2 — 2f fre = 0
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= Derivando en funcién de y:
20+ f,G+ fG, — 222, =0
Derivando nuevamente en funcién de y:

2+ f,,G+ f,Gy + [,Gy + fGyy —2fy2 —2ffyy =0

Sumando ambas ecuaciones de las dobles derivadas:

A+ (far + fin) G +2(foGa + f,Gy) +f (Gaa + Gyy) =2 (f2 + £,) =2f (faa + f1u) =0
—_———

- / - / " 9 (. /

v2f ﬁf‘%G $2G ||§7||2 égf
Concluimos asi que:

(G—zz)€2f+2€f.6G-2H6fH2+N?G:—4 m

Suponga que la expresion
y+z 22
/ g(t)dt + / h(£)dt =0
T 3

z T4y

donde g,h : R — R son funciones continuas, define implicitamente una funcion
diferenciable z = f (z,y). Determine sus derivadas parciales.

Anexo: La Regla de Cramer

Demostracion:

1
Al

Para A invertible se tiene que x = A~'b. Como A~! = Adj(A) se sigue que
1

Adj(A)b
A

X =
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La componente j—ésima se obtiene premultiplicando por €;, lo que equivale a obtener la fila j—ésima
de Adj(A)b. Notemos que

e/ Adj(A)b = (—1)""|A;[b; = |A,]

i=1

donde |A;;| representa la matriz obtenida de eliminar la fila i-ésima y la columna j — ésima. Final-

mente,
A
T =T
A

2.3. Teorema de la funcion inversa

Una extension, o bien consecuencia directa del Teorema de la Funcién Implicita, es el teorema siguiente:

Teorema: (de la Funcién Inversa) Dada F : R™ — R" de clase C' en una vecindad de xq. Sea
yo = F(x0). Si |DF(x¢)| # 0, entonces existe vecindad V(xy) en la cual F es 1—1 y por lo tanto
invertible.

Observacién: Sea F~!(z) la funcién inversa en la vecindad V(xg). Luego, se tiene que:

(F'oF)(x) = Ix

D(F'oF)(x) I

DF !(y)DF(x) = I
DF~'(y) = DF(x)™

Tomando el determinante en ambos extremos concluimos que

- — 01, ..., xy) 1
DF~!(y) = DF (x) '| — ——— =

8(331, c. ,xn)

Estas son las dos formulas importantes para esta seccion. Partamos resolviendo problemas de caracter
bésico:
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(a) Sea F (z,y) = (v + y,xy). Demuestre que F es invertible en una ve-
(Problema 2.19) cindad de (2,1) y calcule DF~! (3,2) sin determinar F~!.

(b) Sea g : R — R una funcién continua tal que g (0) = 1. Considere la
funciéon F : R? — R? dada por

F(z,y) = ( [ sttt / } g(t)dt>

Demuestre que esta funcién tiene una inversa F~! definida en una bola
B del origen de coordenadas. Determine DF (0, 0).

Solucién:

(a) Tenemos que:

DF (1. y) B ﬂ ~DF(2,1) = E ﬂ

la cual tiene determinante distinto de cero pues sus columnas son Li. Luego, la funcién es local-
mente invertible a la luz del Teorema de la Funcién Inversa. Tenemos que:

DF~'(3,2) =DF (2,1)"' = E ﬂl

Aplicando el método de célculo de funciones inversas tenemos que:

DF ! (3,2) = [_21 11]

(b) Obtenemos la matriz jacobiana derivando de forma apropiada y aplicando el T.F.C.:

| =gz 9(y)
DF (z,y) = [gw (z?) —g(yJ

En el origen de coordenadas se tiene que:
-1 1
DF (0,0) = { 0 _1]

la cual es claramente invertible. Luego, por el Teorema de la Funcidén Inversa tenemos que la
funcion tiene inversa en una bola centrada en el origen.

Andlogamente, tenemos que:

et =[5 4] -3 ]
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(Problema 2.20) Si (u,v) = F (2, y) es una funcién invertible con primeras derivadas parciales
continuas. ;Qué condicién(es) deben cumplir las derivadas parciales de u y
v respecto a x y y para que se cumpla que

or_ 1,
ou  Ou/Or’

Solucién:

Partamos interpretando la informacién de la que si disponemos. Tenemos que como F es inver-
tible, entonces:

T

Vg Uy

es invertible si y solo si u,v, — u,v, # 0 lo cual se asume cierto por hipdtesis para todo z, y.

Observe que en el enunciado se habla de las derivada parcial de x con respecto a u, razén por
la cual una buena forma de conectar la informacién es calculando la matriz jacobiana de DF !,
ya que en ella aparecera informacion sobre x,. Se tiene que:

) teo. 1 _
DF ! (u,v) = {“’u ”3} o { Yy “y}

Yu Yo UgVy — UyUy |~V Uy

Es decir,

Buscamos entonces que

UgVy — Uylp Uy

Basta que ’uyvx = O‘ y |vy # 0| para que se cumpla lo pedido, pues de esta forma se tendra que:

Uy Uy 1

UpUy — Uyly  Ugly Uy

que es exactamente lo buscado.
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(Problema 2.21) Pruebe que la funcién f : R? — R? definida por

f(x,y) = (u,v) = (e_x +e¥ 2 e3y)

0%z

Oudv
pO - (x’y7u’/lj) = (07 07 27 2) °

es localmente invertible en todo punto y calcule (po) donde

Solucién:

Tenemos que:

_ o 2y
e 2e ] N 0 (u,v)

DF (ma y) - |: 2623: 3631/ - - [3632/7:0 + 462(1’+y)}

Dado que las exponenciales reales son siempre positivas, tendremos que siempre

para todo (z,y).

Luego, se demuestra gracias al Teorema de la Funcion Inversa que la funcién es localmente inverti-
ble en todo punto. Si bien no podemos despejar localmente de forma sencillas las funciones dado
que aparecen sumas de logaritmos con distintos coeficientes, podemos aplicar lo ya estudiado:

1 [ 3e3Y —262?/]

-1 _ -
DF ™" (u,v) = DF (z,y) = 33—t 1 42ty | —2e2  —e®

Requerimos calcular x,,, con lo cual identificamos inmediatamente a partir de la matriz que:

2e%Y

3€3y—a: + 462x+2y

Ty =
Derivamos nuevamente, ahora con respecto a u, pero considerando que z = x (u,v) e y = y (u, v).

Entonces, se tiene que:

4y, (3eBVTT 4 4ePTT) — 262 [3e37T (3y, — 1) + 8T (2, 4 )|

(3€3y—x + 462$+2y)2

':EUU

Despejando x,, e y, de la matriz tenemos que en el punto pedido, (z,y) = (0,0) obtenemos:

3 2
Ty (27 2) — _? , yu s ?
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Finalmente,

43(7)2{3($+§>§: $—2(2) 18

72 G
18
Lo (2/ 2) = %
(Problema 2.22) Sea F (z,y) = (F1 (z,y), F> (z,y)) una funcién diferenciable R? — R2. Su-
ponga. que F (0,0) = (0,0) y que
OF, oF,
0,0 0 0,0
Soo=0 oo-
8F2 8FQ

o (0.0)=1, T (0,0) = 0.

Considere la funcion G = F o F o F. Demuestre que G es invertible en una
vecindad de (0,0) y calcule la matriz jacobiana inversa en (0, 0).

Solucién:

La informacion que se nos esta entregando es que:

0 —1
DF (0,0) = L ; ]
Asimismo, sabemos que como F (0,0) = (0,0) entonces G (0,0) = F (0,0) = (0,0)" y a su vez:
DG (0,0) = DF (0,0) DF (0,0) DF (0,0)

Es decir,
DG1(0,0) = DF (0,0)' DF (0,0)” ' DF (0,0)""

Evaluando:

-1 0 1

DF (0,0)" = [0 1] — DG (0,0) = [0 —01]

iOjo! La observacién marcada con (*) NO implica (necesariamente) que DG (0,0) = DF (0, 0).
Recuerde Calculo I: que dos funciones valgan lo mismo en un punto, jimplica que sus derivadas
son necesariamente iguales en dicho punto? jpor qué en este caso esto seria una excepcion?
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(Problema 2.23) Sea F : R? — R? definida por F (2,y) = (u,v) dondeu = x+1, v = z+y°+1.
Determine los puntos en los cuales se puede definir F~! y calcule

o o o
ou’  Ov Y Ou?

Solucién:

De acuerdo al Teorema de la Funcién Inversa, aquellos puntos seran los que:

0 (u,v)
0 (z,y)

£0

Derivando:

O (u,v) {1 0 ] _ 3,2

O(xy) |1 3y

Luego, es posible despejar localmente F~! en torno a todo punto tal que . Observe que las
derivadas parciales también es posible despejarlas a partir del sistema, derivando implicitamente
de forma adecuada el sistema:

u= x+1

v= x+y’+1

Derivando con respecto a u:

1 = 2,
0 = Iu+3y2yu

Es decir, 2, = 1 y por lo tanto (aunque no se pide directamente) vy, = —1/3y?. Andlogamente,
derivando respecto a v:

0 = =,
1 = xq,+3y2yq,

Se sigue que x, = y, = 0. Finalmente,

Yu = —371?/72 — Yuu = 37y3yu

Reemplazando con y,:
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(Problema 2_24) Las siguientes preguntas son independientes.

(a) Considere la transformaciéon u = x + 2% +y, v = ° +y?. Halle, en caso
de existir, y, (3,2) sabiendo que v (1,1) =3y v (1,1) =2.

(b) Considere el cambio de variables

r = u’+2v
= 2u+v?
Usando el Teorema de la Funcién Inversa, calcule u, y v, como funciones

de u y v. Haciendo uso de estos célculos, encuentre f,, para f = f(u,v)
una funcién R? — R de clase C2.

Solucioén:

(a) Derivando implicitamente:
u:x—kxg—i—y% l=x,4+2x 2, + Yy

v=212"+ y2 — 0 = 5ztz, + ITRETS

Evaluando en el punto (z,y,u,v) = (1,1, 3,2) (de acuerdo al enunciado) tendremos que:

31”(1, + yu
0 = 5x,+ 2y,

Dado que piden despejar 1, multiplicamos el sistema:

Restando,
Yu (3,2) = =5
(b) Aplicandolo, tenemos que:
2u 2
DF (u,v) = {2 21)}

Dado que el determinante es 4 (uv — 1), calculamos la funcién inversa sin mayores dificultades.
De esta forma,

1 20 =2
DF =
([L’,y) 4<UU— 1) |:_2 2IL:|
Es decir,
v 1
Uy = Uy = —
2 (uv —1) Y 2 (uv —1)
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Derivando,
f:L‘ - fuu:l? + fvvx

Derivando nuevamente, aplicando lo ya aprendido sobre la Regla de la Cadena:
2 2
Jee = fuutly + funtaVe + fullze + foullaVe + forUy + foUea
Calculando,

20, (uv — 1) = 20 (ugv + uvy,) vy (uv — 1) — v (uxv + uv,)
uf[?$ fr— fr—

4 (uv — 1) 2 (uv — 1)

UpV + UV,
2 (uv — 1)

Vga =

Reemplazando, y notando que f,, = fou:

2

v v Vg (uv — 1) — v (ugv + uv,
fa:x = T, 2Juu— 72qu+ ) 2 )fu
4 (uv — 1) 2 (uv —1) 2 (uv —1)
ULV + UV,
v + VU
2 (uv — 1)2f 4 (uv — 1)2f

donde u, y v, ya son conocidos.

(Problema 2.25) Sea G : R' — R? G = (G1,G2) una funcién con derivadas parciales
continuas en R* y tal que satisface G (0,0,0,0) = (0,0) y

0G, 0G5 0G5 0G4
e T #0 en el punto (0,0,0,0)

Se define H (x,y, z,w) = (z,y,G1 (z,y, z,w) , G (z,y, z,w)).

(a) Pruebe que H es localmente invertible en el origen.

(b) Suponga que VG (0) = (0,0,2,0) y VG, (0) = (0,0,0,3). Calcule la
matriz jacobiana de K = G o H™! en el origen.

Solucién:

(a) Para probar invertibilidad tenemos que tomar la matriz jacobiana de H, la cual por definicién
corresponde a:

1 0 0 0
0 1 0 0

0G1/0x 9G, /0y 0G0z 0Gs/ow| + (VG

0G2/0x 9Go/0y 0G2/0z 0Gs/0w| + (VGs!

DH (z,y, z,w) =
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Tomando el determinante se tiene que:

8(H1,H2,G1,G2) aGl 8G2 8G2 8G1

(0,0,0,0) = 0z dw 9z Ow 70

0 (z,y,z,w)
por hipétesis del enunciado. Luego, la funcién es invertible en una vecindad del origen. ll

(b) Buscamos calcular DK, la cual es claramente una matriz de 2 x 4 (dado que Kes una funcién
R* — R?) pero por diferenciabilidad:

DK (0,0,0,0) = DG (H(0,0,0,0))DH"'(0,0,0,0)
— DG (H(0,0,0,0)) DH(0,0,0,0) "

Se tiene entonces que dado que conocemos VG; y VGs en estos puntos, podemos entonces
reemplazarlos en la definicién de matriz jacobiana rapidamente:

1000 Lo o0 o
DH(0,0,0.0)= [0 ¢ 5 o = DH0.00.0= | ¢ %)
000 3 00 0 1/3
Adicionalmente, }
DG (z,y,z,w) = [: ggi :}

Como H (0,0,0,0) = (0,0,G4 (0,0,0,0),G5(0,0,0,0)) = (0,0,0,0), entonces:

Y f
DG (0,0,0,0) = {Vc;l (0,0,0,0)} B [o 0 2 ()]

VG, (0,0,0,0) 000 3
Finalmente,
10 0 0
002001 0 o0
DK(O’O’O’O)_{O 0 0 3] 00 1/2 0
00 0 1/3
0010
— DK(O,O,O,O):{O . 1],

lo cual no es un resultado que deba llamar la atencion, si pensamos que en la matriz jacobiana
de H aparecian las derivadas parciales de G y estas a su vez aparecian en la matriz inversa de
G.
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(Problema 2.26) Considere la transformacién F : R* — R* dada por

u=xy* , v=x+3y , w=z—x

Se verifica F (a) = F (b) = (4,7,—2) = c para los puntos a = (4,1,2) y
b=(1,2-1).

(a) Pruebe que en torno a ambos puntos a, b existen inversas loca-
les (z,y,2) = Gy (u,v,w) y (x,y,2) = Gz (u,v,w) que satisfacen
Gi(c)=a, Go(c) =b.

ox
(b) Calcule —, en el punto ¢, para ambas inversas.

ov

Solucién:

(a) Tomando el jacobiano:

) y? 2zy 0

=1 3 0|=3y*—2zy
-1 0 1

0 (u,v,w

0 (z,y,2)

En a = (4,1,2) el jacobiano vale 3 —8 # 0 y en b = (1,2,—1) vale 12 — 4 # 0, por lo cual de
acuerdo al Teorema de la Funcién Inversa si es posible despejar localmente las inversas G (¢) = a
y Ga (c) = b, demostrando asi lo pedido. B

(b) Para calcular esta matriz podemos

= Derivar implicitamente el sistema de ecuaciones como ya hemos hecho.

= [nvertir la matriz jacobiana.

Si bien el segundo procedimiento es bastante mas tedioso, garantiza un tratamiento sistematico
que no esta demas repasar. Recordamos que la matriz inversa puede calcularse como:

1

A=
Al

Adj(A)

donde Adj (A) es la transpuesta de la matriz de cofactores. Es decir,

3 1 3 ! 3 —2xy 0
Adj (DF) = | —2zy 3° —2xy — Adj (DF) = |-1  ¢? 0
0 0 3y?—2zy 3 —2xy 3y? — 2y
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De esta forma,

1 3 —2zy 0
DF t=——_|—-1 ¢ 0
3y? — 2xy v
3 —2zy 3y? — 2y

Finalmente, de acuerdo a la definicion de la matriz jacobiana inversa:

B 2y
Y 2y — 32

Evaluando en el punto ¢ para la primera inversa, entonces a = (4, 1,2) con lo cual

8 8
Loy (C) = ﬁ — Loy (C) = 5
Andlogamente, para b = (1,2, —1):
4 4
Ty (€) = 1—12 3 — |1y, (€) = 5

Nota: Se puede observar que, con la debida préctica, no era necesario tomar toda la matriz
adjunta, si no que solamente la componente marcada en azul en la matriz adjunta, y dividirla
por el determinante para asi obtener x,.

Comentario: Esto no hace mas que comprobar el hecho de que el Teorema de la Funcién Inversa
define inversas locales en torno a cierto punto, no garantiza que la inversa sea la misma para un
c dado en torno a puntos a y b, pudiendo incluso generar funciones diferentes, con derivadas
diferentes, como se pudo ratificar.
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(Problema 2.27) Sea ¢ : R — R una funcién continua y f,g : R? — R definidas por:

f(sc,m:/oﬁyso(t)dt o= [

(a) Probar que f y g son de clase C! sobre R? y calcular sus diferenciales.

(b) Se define F : R? — R? por F (z,y) = (f (z,vy),9 (x,y)). Suponiendo
que ¢ (0) y ¢ (1) son no nulos, probar que F es un C!'—difeomorfismo
de una vecindad (0, 1) (respectivamente (1,0))“

(¢) Suponiendo ¢ (t) > 0 para todo t € R, pruebe que la restriccién de F
al dominio D = {(z,y) : = <y} es un C'—difeomorfismo de D sobre
F (D).

“Esto puede interpretarse como que F~1(1,0) = (0,1) o bien que hay que hacerlo
también para el otro punto.

Solucioén:

(a) Recordamos que una funcién es de clase C" si todas sus derivadas parciales n—ésimas exis-
ten y son continuas. Se sigue de inmediato por teorema que si f es de clase C' entonces es
diferenciable.

Tenemos que:

of : L

a—‘ = ¢ (x + y) — continua (composicién)
v

of : S

90 = ¢ (x 4+ y) — continua (composicion)
Y

dg : T

il (ry) — continua (multiplicacién)

dg . o

5y = T¥ (xy) — continua (multiplicacién)
Y

Luego, encontramos lo pedido y demostramos que ambas son de clase C! por simple inspeccion.

(b) Una funcién es un C'—difeomorfismo si es invertible y de clase C'. En este caso, F es
evidentemente de clase C' pues tanto f como ¢ lo son. Para demostrar que es invertible, usamos
simplemente el Teorema de la Funcién Inversa. Se tiene que:

ety e(r+y) 1 _le() w(1)
DF (z,y) = yp (ry) o (y) obE (0,1)—{99(0) 0}

El determinante de la matriz anterior es —¢ (0) ¢ (1), claramente no nulo por hipdtesis, demos-
trando asi lo pedido. l
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(c) Esto es equivalente a demostrar que si imponemos que y > z, entonces F es invertible en
todo punto. En efecto,

= zp(z+y)e(ry) —ye(r+y)p(zy)
= (z—y)e+y e(ry)

Si ¢ (t) > 0 para todo R, entonces el segundo y tercer término nunca se anula. Como x < y —
xr —y < 0y por lo tanto el determinante nunca se anula. Luego, la funcion es invertible para
todo = < y, demostrando asi lo pedido. l

Sea f : qQ C R™ — R definida en el abierto €2 de R™. Sea p € 2 un punto
tal que Vf (p) # 0. Considere que la funcion F : Q@ C R* — R", F (x) =

(f (X),22,...,2,).

(a) Demuestre que esta funcién tiene inversa F~! definida en alguna bola B
de F (p) en R™.

(b) Demuestre que existe una infinidad de puntos x € R” tales que f (x) = ¢,
con c en el rango de f.

(¢) ¢Qué puede concluir respecto a la inyectividad de f cualquiera con el
resultado anterior?
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3. Integrales multiples

El objetivo del siguiente apartado es calcular el valor de una integral para una funcién f : R® — R
en un conjunto de puntos D C R", con especial énfasis en R? y R3 ya que son aquellas presentan el
mayor campo de aplicacion en cdlculo vectorial y en aplicaciones fisicas e ingenieriles. De esta forma,

se busca calcular:
//f (x)dzy - - - dxy,
D

En la mayoria de los casos las técnicas de integracién son exactamente las mismas que en calculo de
una variable. Sin embargo, se agregan dificultades adicionales que deberemos resolver:

= La regién D requiere establecer claramente los limites para cada una de las variables. De esta
forma, se requiere llevar la integral multiple a la forma de una integral iterada, que si es
posible calcular:

b ppa(zr) P2(T1,5sTr—1)
/‘/f(x)dxl-'-dxn:/ / / dz,_q---dr
5 a Joi(x1) P1(x1,0 T —1)

» Muchas veces el calculo de la integral en un orden de integracién dado puede generar expresiones
para las cuales determinar la primitiva resulta imposible. Por esta razén es oportuno lograr
cambiar el orden de integracion, y esto requiere profundo conocimiento del area de integracién
que se esta tratando.

El campo de aplicaciones practicas de las integrales miltiples puede ser limitado en aplicaciones. Sin
embargo, sientan el desarrollo tedérico para calcular integrales mas complejas: integrales de linea e
integrales de superficie. Son estas tltimas las cuales nos permiten expresar los mas importantes resul-
tados del calculo vectorial: el Teorema de Green, el Teorema de Stokes y el Teorema de la Divergencia.

Dedicaremos gran parte de los esfuerzos a estudiar integrales dobles y triples. Debido a su caracter
poco practico, estudiaremos solo con fines ilustrativos algunas integrales multiples.

3.1. Integrales dobles

Comenzaremos con integrales dobles, en las cuales se deben integrar funciones en R2. Para ello,
desarrollaremos en primer lugar la idea bésica de integracién secuencial en dominios de integracién
cuadrados para posteriormente extenderlos a dominios de integracion de regiones mas generales.
Hecho esto trabajaremos el teorema de sustituciéon y un amplio conjunto de diversas aplicaciones
para las integrales dobles.

3.1.1. Areas rectangulares

La idea maés bésica para calcular integrales dobles consiste en hacerlo en regiones cuadradas. Una
vez desarrollado el concepto de integral doble en su forma formal, se puede establecer el siguiente
resultado para calcularlas en areas rectangulares:
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Teorema: Sea f : Q C R?> — R es una funcién acotada e integrable en el rectdngulo Q =
[a,b] X [c,d]. Supongamos que para cada y € [c,d] exista la funcién g(y) = fab f(z,y)dz. Si g(y)
es interable en [c, d], entonces

] oy - / d / e y)dady (3.1)
Q

En otras palabras, se integra de forma secuencial asumiendo la variable que no esta siendo integrada
como constante.

(Problema 3.1) Calcule

7= // yedxdy

R
con @ = [1,2] x [2,4].

Solucién:

Por definicién, la integral en cuestiéon se reduce a la siguiente integral iterada:

4 p2
I:/ / yedzdy
2 J1
Evaluando de forma secuencial:

4
7 = /e‘”’y
2

Es decir,

Revisemos ahora un importante desarrollo de esta seccion, que es el Teorema de Fubini, el cual nos
permite alternar el orden de integracién en regiones cuadradas bajo ciertas hipdtesis.
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(a) Sea @ = [—1,1] x [—1, 1]. Calcule:
ry
//1 + 2%+ y2dA
Q
(b) Sea @ =[—1,1] x [0,1] y sea:

0, siy < 2.
Calcule //f (z,y)dA
Q

(Problema 3.2)

Solucidn:

(a) Nuevamente, por definicién la integral en cuestién se expresa como:

/ /—11+12+y dedy

Observe que el orden de integracion es irrelevante ya que estamos integrando en el producto
cartesiano del mismo intervalo ([—1,1]) y para una funcién en que la participaciéon de x e y es

simétrica. Luego, como y es una constante desde la variable de integracion x:

1 1
Y 2z
— =z ——dxd
/_12/_11+x2+y2 v
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Es facil reconocer de esta forma la primitiva:
Ly
7T = / §log(1+x2+y2) dy
—1
-1

- /_1 [log (2+y?) — log (2 +32)] dy

1

=0

N <

lo cual era un resultado esperable dada la simetria de la funcién. Finalmente,

7=0

//f (z,y)dA
Q

Observe que la funcién no es continua en y = z? ya que:

(b) Se quiere calcular:

lim 2%y = 2% # 0
y—a?

Por esta misma razén no somos indiferentes ante un cambio del orden de integracion, i.e. no se
cumple necesariamente que:

/_z/olf(x,y)dydx—/Olf_llf(x,y)dxdy

Integrando de la primera forma, observe que la funcién no se anula solamente si y > 22, con lo
cual no tiene sentido integrar en todo el dominio, en particular solo para aquellos y mayores que

22, con lo cual:
11 1,1
//f(x,y)dydx = //x2y3dydx
-1J0 -1 Jx2
1
1 4
_ /ny
-1

|

1 /1
= Z/ x2(1—x8)dx
1
1 /1
= Z/ 2?2 — 20z
1
1 x31 x”l
~ a3 1
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Por otra parte, al integrar de la segunda forma solo tenemos que considerar los z tales que
2% < y. Es decir, los x tales que —/¥ <z < /y (se resolvid la inecuacion para y fijo). Con ello,

1,1 Ly .
/ / [z, y)dedy = / / 2y dedy
0o J-1
= /Qy/ z2dzdy
Y32
[ 2%

2 (1,
- = /24
TR

Por lo tanto, comprobamos que si se cumple que las integrales alternadas entregan el mismo valor,
4/33. Luego, el Teorema de Fubini plantea que la continuidad de la funcién es una condicién
suficiente, pero no necesaria.

En conclusion,

4
Q

(Problema 3.3) Calcule

1,6 ,.a
/x xdx
o logx

b

x’ — x®

b
sabiendo que / /dy = .
a log x

Solucién:

Aplicando la ayuda, tenemos que:

/I_xdx—//xydydx
o logx

Como la regién es cuadrada y ¥ es una funcién evidentemente continua para x € [0, 1], entonces
podemos aplicar el Teorema de Fubini y alternar las integrales, lo cual evidentemente simplifica
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nuestros cédlculos por tratarse de una funciéon potencia. Es decir,

1 _..b a
/x_xdm—// 2dady
o logux
/xy-l-l
a,y+10
_ M dy
B /ay+1

= log|y + 1

dy

b

con lo cual concluimos que:

/1$b—Lad o b+1
o logx e a+1
(Problema 3.4) Sea f : R? — R definida por

22— 2

" s (wy) £ (0,0),
(22 +y?)
fla,y) =
0, si (z,y) = (0,0)

Calcule ambas integrales y compruebe que:

/Olfolf(x,y)dydx7é/Ol/olf(x,y)dxdy

;Contradice en algo este resultado al Teorema de Fubini?

Solucioén:

Calculamos la primera integral:

//ffydydf—// ﬂ_y dydz

Despreciamos el aporte de la discontinuidad en (0,0) ya que representa un conjunto de medida
cero. Calculando la integral:

1 1 1 1 1/ 1 /Zd,
[ [ [ o] s ]
0 Jo 0 o (22 +1?) o (22+y?)
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Por una parte,

, (1 dy 1 1 1
x ———5 = —arctan | — | + 75—
o (224 y?) 2z x 2(z2+1)
Lg2dy 1 1 1
————s =—arctan | — | — -——5——
o (22492 2z x 2(22+1)

1 1 1 dz T
,y) dyde = = -
| [ s~ [ -7

/Ol/olf(x,y)dxdy = // 52+5 dxdy
2 1
- [ U [l

Observe que nos podemos ahorrar mucho trabajo, ya que como las variables son mudas podemos
notar inmediatamente que:

1 1 _121dy_1y2dy}
/D/Of(x,y)dxdy = /0 {x /o 7(12+y2)2 /o($2+y2)2 dz

™

4

y por otra?,

Es decir,

Ahora bien,

Es decir, se comprueba que:

/Ol/olf(x,y)dydx#/Ol/olf(a:,y)dxdy

Observe que esto no contradice el Teorema de Fubini, ya que este tltimo plantea que una condicién
suficiente para poder alternar el orden de integraciéon en una integral iterada es que la funcion
sea continua en todo el compacto que se esta integrando.

En este caso, la funcién no es continua en (0, 0) (ya que, de hecho, no se puede redefinir de forma
continua alli ya que el limite de la funcién en cuestién no existe), y por lo tanto no se cumplen
las hipdtesis del teorema. Esto no quiere decir que para toda funcién que no sea continua no se
satisfard el teorema®, sino que el teorema no puede garantizar esta condicién. Esto no contradice
en absoluto lo planteado por Fubini.

“Estas integrales se resuelven de forma rdpida mediante la sustitucién y = ztan (¢), lo cual es un problema
de célculo de una variable que se deja propuesto al lector.
®De hecho, comprobamos en un ejercicio anterior que esto no era asi, efectivamente.

Finalizamos con un problema propuesto en que se realiza una extension de las regiones cuadradas a
todo R? y con ello se pueden demostrar algunos resultados interesantes.
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Se define la convolucion de dos funciones f (z) y g (z) como:
(F+9)@) = f@)rgle)= [ FOo-¢) e (3.4

Demuestre que para dos funciones cuya convolucién existe para todo x se cumple

h [ r@rawa= ([ r@an) ([ awa)

3.1.2. Regiones generales

Se puede ampliar el concepto de integral doble a regiones mas generales, no necesariamente encerradas
sobre rectangulos. Se clasifican en tres tipos:

» REGION DE TIPO I: Sean ¢1(z) y ¢2(z) dos funciones R — R continuas y a y b constantes
reales tales que i (z) < po(x) Vo € [a,b]. Una regién de tipo I es de la forma

Ri={(z,y) : a<x<b ¢1(z) <y < pa(z)}

Su integracién se realiza de una tnica forma:

/a b ( / (()) f(x,y)dy> ai

» REGION DE TIPO II: Sean v (y) y 12(y) dos funciones continuas y ¢ y d constantes reales tales
que Y1 (y) < o(y) Yy € [c,d]. Una regién de tipo II es de la forma

Rir={(z,y) : c<y<d, hi(y) <z <aha(y)}

[ (L see) o

» REGION DE TIPO III: Son aquellas regiones que se pueden descomponer mediante un nimero
finito de cortes en regiones de tipo I y II. Por lo tanto, la integracion requiere un analisis del
problema.

Su integracion se realiza como:
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1 2z
(Problema 3.6)  (a) Dibuje la regién de integracién de / / dydz.
0 T

(b) Cambie el orden de integracién para expresar la integral anterior en
términos de una o mas integrales en términos del orden de integracién
dxdy. No calcule.

Solucién:

(a) La region queda correctamente dibujada con el siguiente gréfico:

2
1.5 1
i ~
0.5 -
0 T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b) Integrando en y, observe que desde el eje x hasta la linea azul la coordenada z estd acotada
por las lineas rojas (las inversas de f(z): y/2 e y). En cambio, después de la linea roja el extremo
izquierdo es una curva roja, y el extremo derecho la horizontal x = 1. Con esto ya es notorio
que requerimos separar la integral en dos partes al cambiar el orden de integracion.

De esta forma, siguiendo el grafico el cambio de integral se da en y = 1, con lo cual la misma

integral se escribe como:
1 ry 2,1
I—// dxdy+// dxdy
0 Jy/2 1 Jy/2
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2 x?
(Problema 3.7) (a) Evalte la integral / / 122 dydz.
1 T

(b) Dibuje la regién de integracion y exprese la integral en el orden dzdy.
Integre nuevamente y coteje su resultado.

Solucién:

(a) Se puede realizar por integracion directa:

2 pz? 2
/ / 12z dydx = / 12z (:1:2 — :13) dx
1 T 1

Integrando directamente una funcién polinomial,

2 x?
/ / 12z dyde = 17
1 T

(b) Siempre es recomendable para este tipo de problemas dibujar la regién de integracion.
Dibujandola:

Observe que integrando en y en primer lugar, los extremos de integracion en x dependeran de
si estamos antes de la linea azul o después. Si estamos antes la linea azul, los extremos en x
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vienen dados por la inversa de 2, VY, y la inversa de x, y. Si estamos después de la linea azul,
los extremos cambian a ,/y hasta la linea vertical x = 2.

Esta linea azul, x = 2, producird que al integrar en y la integral se separe en dos: una desde
y = 1 hasta y = 2, tal como puede apreciarse en la figura, y otra desde y = 2 hasta y = 4. De

esta forma,
2 px? 2y 4 p2
// 12xdydx:// 12xdxdy+// 12z dzdy
1 Ja 1 Jyy 2 Jyy

Esta separacién de integrales es el concepto mas importante a rescatar de este ejercicio, pues
debemos notar que se estd integrando efectivamente en toda el area. El calculo de las integrales
sigue siendo igualmente directo, y es facil notar que:

2y 4 2
/ / 12z dxdy + / / 12z dady = 17
1 Jym 2 Jyy

comprobando asi que en efecto son iguales.

(Problema 3'8] Calcule la integral doble // ¢®YdA donde R es la regién en R? encerrada

R
por las gréficas y = /x e y = Jx.

Solucién:

Es evidente que las cotas para integrar en el orden de y ya estan impuestas. Sin embargo, no
tenemos claro cémo integrar en x. Como esto no esta explicitado, buscamos intersecciones entre
ambas curvas, lo cual es muy sencillo de notar al graficarlas:
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Observe que las intersecciones evidentes son z = 0 y = 1 (también resulta facil de determinar de
forma analitica). Luego, la forma mds sencilla de expresar como integral iterada es evidentemente

la siguiente:
1 ¥z
//e”/ydA:/ / e Vdyda
R 0 Jva

Sin embargo, se hace evidente que este problema no es sencillo de resolver de esta forma ya que no
podemos determinar una primitiva para exp (1/y). Es necesario invertir el orden de integracion,
y esto también resulta sencillo de hacer a partir de la gréafica. Si:

Vr<y<+vzx conzxel01]

Entonces,
y' <z y z<y’

Por lo tanto, la integral también se puede escribir como:

1 y?
//e‘”/ydA = / / *Vdzdy
0 Jy3
R
! 2 3
- / y <€y fy _ oY /y) dy
0

1
= / ye! — yeVdy
0

1 1
= / yeldy — / ye’dy
0 0
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Para la primera integral se aplica integracion por partes (u = y, dv = ¢¥) y para la segunda la
sustitucién u = y?, obteniendo asi que:

Jeran=tee
R

(Problema 3_9) Cambie el orden de integracion y calcule cuando sea posible:

1 VT 2
(a) / / :Ey dydz.
o Jo 1—y!
1 z )
(b) / / ze ¥ dydz.
0 Jz2

1 pr/2
(c) / / cos (z) /1 + cos? (z)dzdy.
0 Jarcsen(y)

dydz.

o [ 7

Solucioén:

En todos estos problemas la mejor practica es dibujar adecuadamente la region para comprobar
los resultados. En muchos casos una sola integral puede separarse en dos, y esto no es del todo
notorio si no se grafica.

(a) Observe que ahora integraremos primero en z, por lo cual debemos notar de dénde a dénde
puede moverse esta coordenada. Se grafica la regién como sigue a continuacion:
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0.8 1

0.6

0.4 1

0.2

Observamos que se puede mover entre la curva azul x = y?) y la curva verde (x = 1). Después,
la coordenada y puede moverse desde 0 a 1.

Con esto en mente, podemos escribir la integral:

L vz 9., L rl 9y
/ / £y4dyda::/ / xy4d.rdy
o Jo 1—y 0 Jy2 1=y

Observe que esta integral si es posible evaluarla:

Lol 1 1
/ / xy4dxdy = / Y i (/ 2xdm) dy
0 y2 1-— Yy 0 1-— y y2

1
Yy
= /0 i () dy

Observe que gracias a la simplificacion, la integral es tremendamente sencilla de evaluar:

L Ve g 1 1
/ / gcylldydx:/ ydy = =
o Jo 11—y 0 2

(b) Graficamos la region:
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0.8 1

0.6 1

0.4

0.2

En este caso el grafico no requiere grandes consideraciones al invertir el orden de integracion.
Ahora tenemos que integrar en z primero, y notamos que z puede moverse entre y y /y (la
inversa de y = 2%). La coordenada y puede moverse entre 0 y 1 por simple inspeccién del gréfico.

1 pz , 1 VT .
/ / ze Y dydx:/ / ze Y dzdy
0 Jz2 0 Jy

Evaluando esta integral:

T rvy 5 1 ) N
/ / ze Vdedy = / eV (/ zdz> dy
0 Jy 0 Y

1

1
- 5/ e (y—v’) dy
0

1 VY 1 1 1 1
/ / ze_ygdzdy = —/ 2ye_y2dy — —/ yze_ygdy
0 Jy 4 Jo 2 Jo

Para la primera integral simplemente hacemos u = y? y se obtiene el resultado deseado. Pa-
ra la segunda integral, tal como probamos en calculo de una variable, esta se puede calcular
recursivamente haciendo:

De esta forma,

Separando,

1
- du=—=d

dv = —2ye_92dy — v = e_dey

De esta forma,

Loy 1t 1 1,
/O/y 26y2d2dy:z_1/0 e’“du—§ —§ye’y2
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Finalmente,
Es decir,

Se define la funcién error como:

2 T
erf (l') = \/E/Ov eft dt

la cual, como varias funciones, se computa numéricamente. De esta forma, concluimos que:

I
I = 1 — ?erf(l)

(c) Partimos graficando la regién: x se mueve entre x = 7/2 y x = arcsen (y) — y = sen (z).
Luego, se tiene que el grafico viene dado por:

0.8 1
0.6
0.4+

0.2 1

_
[=))

% &|a
—
[=)}

Ahora tenemos que integrar en y en primer lugar. ;Cémo se mueve la coordenada y? Puede
moverse entre 0 y sen (z). Andlogamente, x puede moverse entre 0 y 7/2. De esta forma,

1 pr/2 w/2  psen(zx)
/ / cos () /1 + cos? (x)dedy = / / dydz
0 Jarcsen(y) 0 0
/2

= / cos (x) y/1 + cos? (x) (/ dy) dz
0 0

w/2
= / sen (x) cos (x) y/1 + cos? (z)dx
0
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Para calcular esta tltima integral hacemos, por ejemplo:

u = cos® (r) — du = —2cos (z)sen (z) dx
Es decir,
/2 1 1
/ sen (x) cos (x) v/1 + cos? (z)dz = 5/ V1 + udu
0 0
Finalmente,

1

1 pr/2 1 2 32
cos () /1 + cos? (x)dzdy = = - = (1 + u)
0 Jarcsen(y) 2 3

0

1 w/2 1 ‘
— / / cos () /1 + cos? (r)dady = - (2%% - 1)
0 arcsen(y) 3

(d) Graficamos la regién:

De esta forma, al integrar primero en z, notamos que x puede moverse entre la recta x = 0 hasta
la curva /= =y — = = y*. De esta forma,

dzxdy

1,1 1 ry?

xr s
// dydx://
0o Jyz Va2 +y? 0o Jo a2+ y?

176




La integracion resulta ahora mucho més sencilla, pues podemos hacer u = 2. De esta forma,

dedy = dxdy

1Lt 2
2/0/0 Va2 +y?
1 [t v du
L)
2Jo \Jo u + y?
4

1 Y
= /\/u+y2 dy—/ Vyt+y? = lyldy
0 0 P

[ 7=
o Jo x? + 92

1
0

Reordenando, como el intervalo de integracién es positivo, se tiene que:
1 py? P 1
/ / —=——dedy = / yVyr+1—ydy
o Jo 2?+y? 0
1! 1
= / Vu+ 1du — =
2 /o 2

12 e L
n 23( 1) 2

Simplificando, concluimos finalmente que:

2v/2
dydx:\gf—

S| Ot

1 1 T
/0 /\/5 Va2 4 y?

(Problema 3.10) Calcule la integral de la funcién f (z,y) = (sen ) /2 sobre el tridngulo A en
el plano xy delimitado por el eje z y las rectas y = x, x = 1.

Solucién:

El triangulo de la region de integracion no debiese ser complicado reconocerlo. Observe que no
es conveniente integrar primero en x, pues desconocemos la primitiva de (senz) /x (y de hecho,
no es posible calcularla. Integrando primero en y:

7 — /1/Zsenxdyd$:/1xsen(:1:)d$
o Jo T 0 x
1
= /sen(x)dx
0

I'=1-cos(1)

Es decir,
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Propuesto Juguemos un poco con regiones generales:

(a) Sean a,b € R tales que a < b. Considere f : (a,b) x (a,b) — R una
funcién continua. Pruebe que:

1:/ab/:f@,y)dydx:/:/ybm,y)dxdy

(b) Deduzca que si f (x,y) = f (y,z) en el rectdngulo B = [a, b] X |a, b] enton-

ces:
//f x,y) dedy

(c¢) Pruebe que si a > 0, entonces:

/Oa/:%dydx:/oaf(a:)dx

3.1.3. Cambios de variables en integrales dobles
Ahora utilizaremos el Teorema de Sustitucién, el cual se puede demostrar ya sea mediante argumentos

formales o bien geométricos. Este plantea lo siguiente:

Teorema: Sea f : Q C R? — R una funcién continua de variables x, y definida en la regién Q
y sea (x,y) = F (u,v) una funcién inyectiva en . Si F es de clase C! y

0 (x,y)
0

J (u,v) 7
para todo (u,v) en la regiéon ' = F(Q2) o bien lo es solo para un nimero finito de puntos,
entonces:

//fx ) dad —/f[:vuv (u,v)] 0y )dudv (3.5)
y) dedy 9 (u,v) '
Al respecto podemos hacer algunos comentarios:
= Haciendo el abuso de notacién habitual, notamos entonces que:
dxdy = 0(,y) dudv , o bien dA = 0(x,y) dA’
9 (u,v) 9 (u,v)
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= El lector puede preguntarse: ;jpor qué el médulo? La respuesta seria directa dados los argu-
mentos geométricos de la demostracién. Sin embargo, siendo atin més suspicaces, este teorema
en particular debiese cumplirse para y = f(z), lo cual implicaria que:

b yL(b)
/ £ () dy = / £ (y (@) | ()] dz

~!(a)

que diverge en el valor absoluto respecto a la formula ya estudiada. Sin embargo, notamos
que si y es decreciente en todo el intervalo, entonces y~! (b) < y~!(a). Se pueden alterar los
extremos de integracion anteponiendo un signo —, el cual hara que la integral completa conserve
el signo. He aqui la explicacion del modulo, que incluso es véalida en problemas de célculo de
una variable.

= Un error muy comin, asociado con la notacién, es olvidar este médulo en la integral doble. Es
muy importante no hacerlo, ya que puede conducir a resultados completamente erréneos.

(Problema 3_12) Utilice la sustitucién u = x?/y, v = xy para encontrar el drea de la regién
Q2 en el plano zy dada por:

Qz{(x,y)éRz : 1§x2/y§2,0§xy§1}

Solucién:

Partimos notando que intentar resolver la integral en x — y puede ser bastante complicado, mas
atin considerando el hecho de que la region es complicada de graficar, y por lo tanto de deducir
los extremos.

Sin embargo, utilizando el teorema de sustitucién se tendra que:

5 (z,y)
dzdy = — | dudwv
v '0 (u,v)
Dada la transformacién, tenemos que:
2z x?
0 (u,v v 2l 22 2? 3a?
(>: y y :7—|——:7
9 (z,y) y Yy
Yy x
Es decir,
1 1
dxdy = ‘L’ dudv = ——dudv
32 3 |ul
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Al preguntarnos cuéles deben ser los extremos de integracion se hace evidente la ventaja de
haber realizado esta sustitucion. Si

1<—<2=1<u<?2

SE2
Yy

0<2rzy<1—-0<v<1

Mediante esta sustitucién convertimos una regién no lineal en una cuadrada, por lo cual la
integracion es en extremo sencilla. En la préctica, realizamos una conversién de regiones del
tipo:

En efecto,
2,1 , 1 2
//dA B //dvduzl/dv/ %
1 0 Su 3 0 1 u
Q
1
= §1n(2)
Finalmente,
//dA : In (2)
3
Q

Un tipo comtn de sustituciones en este tipo de problemas son las de tipo polar en R? y cilindrica y
esférica en R? (como veremos mas adelante). La sustitucién consiste en realizar:

= rcosf

= rsenf

De esta forma,

dedy =

d(z,y) B cosf) —rsenf
30 0) ‘ drdf = ‘det <sen9 " cos > ‘ drdf

= rdrdf

|dxdy =r drd0|
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pues habitualmente r > 0 para describir el sistema polar. Se recomienda memorizar esta sustitucién
por su uso recurrente. En efecto, se puede notar este resultado incluso de forma geométrica:

rdf

El diferencial de drea es la multiplicacion del alto, aproximadamente dr, por el ancho: el perimetro
de esta seccién de circunferencia, ~ rAf — rdf. Es decir,

dA = daxdy = rdf x dr = rdrdd

(Problema 3_13J Utilizando coordenadas polares, calcule:

2,2
// Y dedy
) (22 +172)

siendo D = {(z,y) € R* : 1 < a® +y* < 2}.

Solucién:

Utilizando lo anterior tendremos que la nueva region viene dada por:
l<z?+y¥<2—o1<r?P<2o1<r<vV?2

y 6 € [0, 27] para cubrir completamente el anillo. De esta forma,

Y dedy = [Vt costg o 0 g
M (22 +y2)° Jo N1 r
D

27 \/5
= / / r [cos 6 - sen A]* drdd
0 1 —

(% sen 20)2
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dado que la funcién es separable, tendremos que:

2% 1 ([ V2
//Tdexdy = - (/ sen? 26 d9> / rdr
) (@ +y?) 4 \/o J1
2T ] — cos 46 1
([ =5)s

2

16

2,2
//I J sdrdy = T

@+ ) 3
D

A~

Finalmente,

[Problema 3_14J Una aplicacién del plano zy en el plano uv se define por

z Y
U=——; v=—""—
l—2z—y l—2—y
0
(a) Encuentre la matriz (u,v)'
(z,y)
0
(b) Encuentre la transformacién inversa y la matriz M
0 (u,v)
(c¢) Encuentre la regién R del plano xy que corresponde al cuadrado @
en el plano uv definido por las lineas v = —1/2, v = =1, v = —1,
v=—3/2.

(d) Calcule el drea de R.

Solucioén:

(a) Derivando,

11—y x
Uy = ——5 ; u, = —
(1—2—y)° Tol—z—y)

Y 11—z
Vp="————""""7 | Uy=—-"T —
(1—z—y) To(l-a—y)

Si bien esta no es la notacién que hemos convenido para la matriz jacobiana, cumplamos con lo
que se pide utilizandola:

0 (u,v) 1 )QF_y x]

d(ry) (1—x—y y l-=
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(b) Despejando las inversas:
u(l—z—y)=z—u=(u+1)z+uy

v(l—z—y)=y—>v=vr+(v+1)y

con (1 —x —y) # 0 para que exista la inversa. Luego, invirtiendo la matriz asociada al sistema:

() = armer=w | e ()

r=— =
“oturl YT vrur1
Finalmente,
3(x7y)_ |:6(U,7U):|_1_>8(1’,y)_ (1_:L‘_y)2 |:1—£C _$1
a(uvv) a(l’,y) a<u’v) (1_y) (1—$)—$y -y l—y
Entonces,
0 (z,y) l—2z —=x
— 1 —_ —_
0 (u,v) (1-z y)[ Y 1—y]
Escribiendo en términos de u y v:
o(x,y) 1 [v+1 —u]
d(u,v)  (utv+1)° [ —v u+tl
(c) Dada la regién cuadrada, tenemos que:
1<u<-1/2
-3/2<v< -1

Reemplazando con los valores de u y v para llevar las desigualdades a expresiones en términos
de u y v:

x 1

1< <=

l—2—y 2

3 ¥Y 4
2 1—ax—y —

Si bien podemos resolver estas inecuaciones de la forma convencional aprendida en los cursos de
precéalculo, podemos hacerlo de forma inteligente, separando por tramos.

Suponiendo que 1 —z —y > 0 — x +y < 1, tenemos que:

1
“ll-e-y)<rs—5(1-a-y)
1
%x+y—1<x§§(x+y—1)
1
—>y—1<0§§(y—w—1)
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A partir de la segunda inecuacion:

3
Hl-r-y)<y<-1(1-z-y)

Entonces, deben cumplirse las siguientes condiciones en este caso:

r+y<l—=y<l—uo.

y<1.

y>x+ 1.

m x> 1.

y—3+3r<0—y<3— 3.

Esta region corresponde al conjunto vacio, puesto que si x > 1, entonces entonces es imposible

cumplir con que y < 1 —x y que y > = + 1 simultdneamente.

Supongamos ahoraque 1l —x —y <0 —x+y >1—y > 1—x. Luego, las mismas inecuaciones

generan las mismas desigualdades, solo que con el sentido invertido.

y > 1 — x— redundante pues y > 1.

oy > 1.

m y<z+1
e r <1

=y >3— 3.

Estas regiones si son compatibles y generan la siguiente region en el espacio tras haberlas grafi-

cado adecuadamente:
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(d) Integramos directamente en xy observando la regién y sus extremos:

2/3  pa+l 1 z+1
A(R) = / dydx + / / dydz
1/2 J3-3z 2/3J1

Dado que estas integrales son polinomiales, muy faciles de calcular, se deja el desarrollo propuesto
al lector. Concluimos que:

Observacién: El area de esta regién no tiene por qué ser la misma a pesar de que los extremos
de integracion son los mismos. En efecto, de acuerdo al teorema de sustitucién,

mmamwiﬂmwz ﬂ” ‘%%%
" -3~

x[-5.1]

dudov

esta tltima integral es claramente distinta en general al area en wv. Es decir, en general:

‘ﬂmw¢ ﬂ‘ dudv
R [-3-1]x[-3.-1]
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(Problema 3.15) Dada la aplicacién de R* en R?, ¢ : (u,v) — (,y), definida por:

U+ v 1/2 V—U 1/2
Tr = N =
2 Y 2
encontrar la imagen D = ¢(R) por esta aplicacién (en el plano xy) del
rectangulo R en el plano wv limitado por u = 1, u =4, v =9, v =16y

calcular
// ry dxdy

D
Solucién:
Despejando, se obtiene que:
v o= 2? +y2
2 2
y = v -y

Por lo tanto,
D:{(:L’,y)ER2 cl1<a?—yP<4 9§$2+y2§16}

Notando que las primeras relaciones son hipérbolas, podemos graficar la region D en el plano xy
(achurada en azul):
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8

Es claro que integrar la region en el plano xy es complicado, razén por la cual lo realizaremos
en el plano u,v. La matriz jacobiana de la transformacién es:

1<u+v>_1/2 1<u+v>_1/2

4 2 4 2

Do —

7 _} vV — U —1/2 1 vV — U —1/2
4 2 4 2
d(z,y) _ 1
0 (u, ?)) A/12 — 2

Como el jacobiano es estrictamente positivo en R, luego ¢ es una biyeccién y su inversa también
1
es C .

El Jacobiano es:

Haciendo el cambio de variables, concluimos que:

16 1 4  r16 21
dzdy — dvdu = dvdu = =
//"Ly””y //wm”“ 8/1/9 v
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(Problema 3.16] Utilice coordenadas polares para calcular

2 2
//y x+ydA’
T

R

siendo R = {(z,y) e R? : 1<z <2, 0<y<uz}

Solucién:

Observe que ahora la situacién se complica no por la sustitucion, pero si por la region. Grafi-
candola:

0.5 1

Es intuitivo del grafico que esta region en coordenadas polares produce que 6 € [0, ﬂ (la linea

y = x se representa por § = m/4). Sin embargo, ;qué hacemos con r? La respuesta a esta
pregunta viene de la desigualdad

1 <rcosf <2

Dado que 0 € [0, ﬂ, el coseno no se anulara ni sera negativo, razén por la cual deberd cumpirse

que:

1 2
<r<
cos) — T cosl

. Es esto de extranar? No del todo, la unica diferencia con el problema anterior radica en que
ahora no tenemos una regién de integracion cuadrada en coordenadas polares. Luego, como
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dxdy = r drdf tendremos que:

//y\/x2+y2dA B / /Q/COEG’IQCHH 2440
x 0 1/coso T COSO
R
2/ cos
= / / r? tan Odrdd
1/cos@
7 [™* tan6
S / tand
3Jy cos3l
., Como calculamos la integral en 87 Notamos que:
tan 0 sen 0 du
p—y 0= cos48d0 = con u = cosf

Finalmente,

2 2 1 .
//y x+ydA:7/ dZ
) x 3 )3 u

p 2 12
. //W/dA7(N§_1>
€T 9
R

[Problema 3. 17) Sea f (z,y) = 2*|y| y R la regién del plano interior al circulo 22 +y? =4y
exterior a los circulos 22 + (y — 1)%, 2% + (y + 1)* = 1. Calcule:

[ # @ anay

Soluciodn:

Partamos graficando la regién para comprender adecuadamente lo que estamos haciendo:
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Digamos que C; corresponde al a regién que encierra la primera circunferencia mencionada, Co
la segunda y Cs la tercera. Entonces, por superposicién de las integrales, y haciendo abuso de

notacién, debera cumplirse que:
00

Ci Ca C3

Se puede observar que calcular las integrales por separado resulta mucho mas sencillo que tratar
de resolver la integral como un todo. Partamos por C;. En este caso, dada la simetria, es evidente
que se requiere la sutitucion polar habitual. De esta forma,

0<a?4+2<4-50<r2<4250<r<2

Adicionalmente, 0 € [0,27] y dzdy = r drdé, con lo cual

2 2m
//f(x,y)dxdy:// r? cos® 0 |r sen 6| r drd6
0o Jo
R

como r > 0 — |r| = r, entonces:

2 27
—/ 7“4dr/ cos” 0 |sen 6| df
0 0

Toda la dificultad de esta integral radica en calcular la segunda integral. Como senf < 0 para
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0 € [m, 27| en este intervalo de integracion, entonces tendremos que:

2m ™ 2m
/ cos® 0 [senf|df = / cos” 0 sen 0df) — / cos” @ sen 0df < u = cos
0 0 i

g

coseno es creciente

1 1
= / u?du + / w?du
0 0
Calculando la integral en r concluimos que:

[[r@waa=2]-a)

Calculemos ahora la integral de Cs. Para ello notamos que la region polar ahora no es tan facil
de deducir. Una opcion valida es parametrizar la circunferencia en polares desde el origen, pero
esto no es del todo practico si pensamos en cémo se podia escribir esta curva en paramétricas:
aprovechandonos de la simetria hacemos:

Wl N

r = rcosf

y—1 = rsenf —y=rsenf+1

Calculando este jacobiano nuevamente tendremos que dxdy = rdrdf ya que el +1 desaparece
en la derivacién. De esta forma, y considerando que r € [0,1] y 6 € [0, 27], entonces se tendra

que:
1 2w
//x2 ly| dA = / / r? cos® 0 [rsen @ + 1| rdrdd
o Jo
Ca

Observe que como r € [0, 1] entonces —1 < rsenf <1 — 0 <rsenf + 1 < 2. Es decir,

1 27
//3:2 ly|dA = / / 73 cos® @ (rsen + 1) drdd
/ o Jo
1 27 1 27
= / r4dr/ cos? Osenfdb + / 7’3d7’/ cos? 6do
0 0 0 0

Este truco es habitual: observe que:

27 1 271
/ cos?fsenfdl = = / cos 0 sen 20 d0
0 2 Jo

Tal como demostramos el Calculo I, esta ultima integral es cero pues corresponde a la integracién
de funciones trigonométricas de distinta frecuencia. Se puede verificar esto de forma muy sencilla
mediante prostaféresis. Para la segunda integral, hacemos:

5 1 + cos 20
cos™f = ———
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Notando que entre 0 y 27 la funcién cos 26 (grafique la funcién en el intervalo y vea como las
areas se cancelan), tendremos entonces que:

) 1 1 2w
lyldA = - = 1+ cos260dd
Co
ﬂ?wmA:me
Co

Finalmente tenemos que calcular la integral en C3. Para ello hacemos ahora

r = rcosf

y+1 = rsend

bajo el mismo jacobiano y extremos de integracion que la integral anterior. Luego,

1 2m

//f(a:./y)dA—// r?cos* 0 |rsen — 1| r drdf
o Jo

C3

Bajo el mismo argumento anterior tendremos ahora que |rsenf — 1| =1 — rsen#@, con lo cual

1 21 1 2
_/ r3dr/ cos29d9—/ 7‘4er
0 0 0
//;U?yymAZ L (3)
Cs

Finalmente, combinando (1), (2) y (3) concluimos que:

//m,y)dxdy:fg-g
R

(Problema 3.18) Usando el cambio de variables x = u + v, y = —2u + v calcule

/ V522 + 2zy + 22 dady
R

siendo R la region R = {(x,y) € R? : 522 + 22y + 2y*> < 1}.

Solucién:
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Siguiendo las indicaciones, partimos reescribiendo el jacobiano. Tendremos que:

a P
(z,y) det (_12 1) ‘ dudv

0 (u,v)
De la misma forma, haciendo el trabajo algebraico con la sutitucion, se tendréa que:

dudv =

dedy = ‘

= 3dudv

5% 4+ 2wy + 2y* =9 (u2 + U2>
Como la regién se caracteriza por

5% + 2xy 4+ 2y° < 1

: 1 : - :
entonces se sigue que u? 4+ v? < ~. Notar que mediante esta sutitucién hemos convertido una

Ne}

region eliptica rotada en una circunferencia de radio 1/3. Luego, tendremos que:

//\/5352 + 2xy + 2y?dady = 3//3\/u2 + v2dudv
R/

R

Haciendo la sustitucién polar evidente dada la aparicién de u? + v?, se sigue que:
1/3 p2n 1/3
cee = 9/ / r?drdf = 187r/ r2drdd
0 0 0

2
/ V522 + 2zy + 292 dedy = g
R

con lo cual,

Es interesante la tipologia de problemas en los cuales no se entrega la sustitucién y es necesario
identificar esta. Veamos algunos ejemplos, partiendo con unos bésico:

(Problema 3_19J Realizando una sustitucion pertinente, calcule:

3 prt+l
/ / (x +y) e *dydz.
0 z—2

Soluciodn:

Observe que calcular esta integral de forma iterativa puede resultar en extremo tedioso. Sin em-
bargo, observando la forma en que aparecen los términos de la funcion, puede resultar interesante
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realizar la sustituciéon

u = r+y
- y—x

que simplifica los términos y puede dejar una integral mucho més directa de trabajar, ue’. Bajo
esta sustituciéon tendremos que:

0
(o) _[1 1] _, oy 1
d(z,y) |-1 1 0 (u,v) 2
Luego, se sigue que:
U—v u—+v
r = e y=
2 2

Es decir, la regién de integracion es tal que:

u—v—4<u+v<u—v+2

—2<y< 1—
ToASYSTH 2~ 2 = 3

reordenando términos — —2 <v <1

Adicionalmente,
0<z<3—=0<u—v<b6—=v<u<b6+w

3 z+1 1 1 v+6
/ / (x +y)e!*dyde = —/ / ue’dudv
0 Jax-2 2 —2Juv
1 1

_ Z/_2 [(v+6)2—v2] e’dv

Es decir,

La integracion en este caso se hace casi directa por partes, con lo cual:

3 x+1
/ / (x 4+ y) e’ “dydr = e
0 r—2

(Problema 3_2()) Evalte la integral

VAax? — 8x + y? dxdy

422 —8z+y2<0

Solucién:

Partamos identificando la region de integracién inicial. ;A qué lugar geométrico corresponde?
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Completando cuadrados como se acostumbra en problemas de secciones cénicas:
4r =8+t =4z — 1)’ +12 —4—=4d(x -1+ <4

Es decir, se trata de una elipse desplazada en una unidad hacia la derecha. Aprovechandonos de
la simetria del problema podemos hacer de inmediato la sustitucion

2(x—1) = rcosf

y = rsenf

Derivando para obtener el jacobiano de la sustitucion:

cos /2 —rsen0/2‘ T

sen 0 rcosf 2

Es decir, dedy = gdrd& De esta forma la integral se reescribe como:

2
/ Viax? — 8x + y?dady = // %drdG

422 —8x+1y2<0 r2<4
1 2 21
= — / r2dr / do
2 0 0
8
- 2 9.
2.3°°"

Finalmente,

8
V4x? — 8z + y?dady = %

4x2—8x+y2<0

(Problema 3_21J Sea R la region del plano en el cuarto cuadrante acotada por las rectas

r+y=0 , z—y=1 1y y=0

e /7[ R

Solucién:

Grafiquemos la region acotada en cuestién, considerando que las lineas son:
r+y=0—=y=—x

r—y=1—=y=2-1

Entonces, el grafico corresponde a:
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.24
-0.3

-0.4 1

-0.5-

Observe que las funciones de la regiones aparecen repetidas en la integral, razén por la cual es
en extremo sugerente la sustitucion:

u = r+y
= z—y
Entonces,
O (u,v) ‘1 1 ‘ o dry) 1
J(x,y) |1 -1 0 (u,v) 2
Es decir,
dxdy = du2dv

Ademas del gréafico se desprende que las restricciones corresponden a:
y>—cr—x+y>0—=u>0
y>r—1—=-1>2r—y—=->v<1
y§0—>u2;1)§0—>u§v

De esta forma, podemos graficar la nueva region:

0.8

0.6

0.4

0.2
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... y escribir la nueva integral a partir del grafico:

7/2/[($+y?fjgi PR ;/01 /ul(jz()i;;2
.g/olui/s(l—u:%)du
(3-3)

- 4/ [<x+y(>1ij— D @

SOt N~

[Problema 3_22j Calcule la integral doble

// (12 — 22)™ (2 + y?) dady

siendo R el conjunto de puntos tales que z,y >0, a <zy <b,0<y—=zxe
y? —22<1lcon0<a<b.

Solucioén:

Nuevamente, observando la regién de integracion y la expresion involucrada, se puede determinar
por ensayo y error que una sustitucién conveniente corresponde a:

u = xy
_ y2—552

De esta forma:
a<zy<b—a<u<b

yQ—x2§1—>U§1

Como (y* —2?)=(y—x)(y+2x) yz,y >0y y—x >0, entonces se sigue implicitamente que
y? — 2% > 0 — v > 0. Nuevamente, observe cémo la sustitucién convierte una regién no lineal
en una cuadrada.

Determinamos ahora el jacobiano de la sustitucién. Requerimos calcular 0 (z,y) /0 (u,v). Para
evitar hacer el despeje de variables, utilizamos los corolarios del Teorema de la Funcion Inversa:

0 (u,v) Yo T o2 o d(z,y) 1
‘—Zx Qy'_Q(y +x)—>8(u,v)_2(9172+342)
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Observe otra ventaja de realizar esta sustitucién:

(mz + y2) dxdy = dudv

mediante esta sustitucién también eliminamos el (22 + y?) de la funcién original. Con todo esto,

obtenemos que:
N 1 b !
// (y2 — xZ) Y (:1:2 + yz) drxdy = 3 / / v*dodu
a 0
R

Integramos primero en v ya que se trata de integrar una polinomial de esta forma, lo cual resulta

directo. Finalmente,
1 /b 1
c== du
2/, ut1l

— // (v* — 2*)" (2* + y*) dady = ; log

R

a—+1

b+1‘

(Problema 3_23J Calcule la integral

dxdy
3
o)
donde  es la region delimitada por las curvas y = sen (x), y = 2sen (),

y = cos(x), y = 2cos (z) tal que 0 < z < /2. Para ello, utilice el cambio
de variables:

Solucioén:

Se tiene que:

d(x,y) |—sen(x)/y —cos(z)

Asimismo, las restricciones se convierten en:

d (u,v) cos(z)/y —sen(x)/
/

y=sen(x) —u=1
y=2sen(zr) — u=1/2
y=cos(x) —v=1

y=2cos(x) —v=1/2
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Entonces, aplicando la sustitucién:

dzd Lot 1
e
Y 1/2J1/2 4

Q

(Problema 3_24J Calcular la doble integral

//2a2 +2a(z —y) — (2% + y°) dady

R

sobre la regién R = {(x,y) : 2? +y? — 2ax + 2ay — 2a® = 0}.

Solucién:

La complejidad de la expresién suele confundir sobre cual es el camino correcto a seguir para
calcular la integral. Partamos identificando la region de integracion, la cual si analizamos con
calma nos daremos cuenta que es sencilla. La region es equivalente a:

(¢ —a)’ + (y + a)* = 4a®

lo cual es una circunferencia de radio 2a y centro en (a, —a). Hagamos por lo tanto la sustitucién
polar:

r—a = 2arcosb

y+a = 2arsent

con r € [0,1] y 6 € [0, 27]. Luego, calculando el jacobiano de la transformacién:

d(z,y)
0 (r,0)

<

= 2ar drdd

En otras palabras,
2 1
//2@2 +2a(zx—vy) — (.7;2 + y2) dedy = — / / (4a2 — 4a27’2) rdrdf
o Jo
1

R
= —47ra2/ 1 —wudu
0
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donde se aplicé la sustitucién v = r2. Finalmente,

//2a2 +2a(zx—vy) — (12 + yz) dedy = —2ma?
R

Calcule: 2 logo
/ / (x — 1) V1+ e dydx
1 Jo

3.1.4. Aplicaciones de la integral doble

Revisemos ahora algunas aplicaciones de la integral doble, particularmente para el calculo de areas,
momentos, masas y centros de masa. Teniendo claro el significado fisico de cada variable, estos
problemas siempre se terminan reduciendo al correcto calculo de una integral doble.

(Problema 3.26) Considere el semianillo R = {(z,y) € R? : 1 <2” +y? <9, y > 0} con den-
sidad

Y

U(%y):m

(a) Determine la masa M de R.

(b) Escriba la coordenada x del centro de masa, Z, como una integral
doble, indicando el integrando y los limites de integracion.

(c) Sin calcular, explique por qué z = 0.

Solucioén:

(a) De la definicién de la regién y la funcién empleada que se recomienda el uso de coordenadas
polares. La masa viene dada por
M = // dm

R

Graficando la regién de integracion:
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Se sigue que r € [1,3] de acuerdo a la regién y 6 € [0, 7| para lograr que y > 0. Tenemos que
por tratarse de una figura plana, entonces dm = o (z,y) dzdy = or drdf, con lo cual

3 i 3 T
M = / / rseznerdrdﬁz/ dr/ sen 6d6o
1 Jo r 1 0

s

=4

= —2cosf

[ =1]

(b) De acuerdo a lo estudiado en Calculo II, recordamos que:

M

—

M

siendo M, el momento de la figura con respecto al eje y. Recordamos adicionalmente que:

dM, = xdm = zrodzxdy
rsen 6

= rcosf - rdrdf

r2

Entonces, dado que los extremos de integracion son los mismos:

=) [
T =— r cos 6 sen 6d0
M Jy Jo

(c) Analiticamente: La integral es cero porque es separable en la integral de r y . Ademads

cosfsenf) = —sen 20 y la estamos integrando en un periodo, por lo que dard cero y por lo tanto

toda la integral cero.

Intuitivamente: Tanto la region como la densidad,

Yy
x? 492

son simétricas con respecto al eje y (en efecto, o (z,y) = o (—z,y)). Luego, = = 0 ya que la masa
se distribuird de forma simétrica en torno al eje, tal como estudiamos en varios casos en Célculo

I1.
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(Problema 3_27] Considere la region R del plano zy delimitada por las curvas z = 1, x = 4,
y = 2%, y = —x. Calcule las coordenadas de su centroide.

Solucién:

Nuevamente no resulta complejo determinar la region:

Asumiendo densidad constante,

4 x?
A://dA:/ / dydx:z
1 —x 2
R

Ahora calculamos los momentos:

4 x2
33
My://di:// mdydx:Tg
% 1 —x
4 2
4
Mx://ydA:// ydydx:?
1 —T
R

Se deja propuesto el detalle de los calculos al lector ya que solo consisten en integrar adecuada-
mente regiones polinomiales.

De esta forma,

[ 306
A 38 Y7 o5
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El resultado es razonable, pensando que T es mas cercano a 4 pues ahi se concentra la mayoria
de la masa, e y cercano a 3,5 dado que también ahi se concentra la mayoria de la masa / érea
de la region.

(Problema 3.28) Calcule el momento de inercia ?(30211 respecto al eje x de la figura plana con
densidad o (z,y) = y (2? + y?)~ /2 limitada por las restricciones 1 /2<y<1
ya?+y° <1

Solucién:
Sea R la region de integracion, recordamos que por definicién el momento de inercia es
dI = d*dm

donde d es la distancia al eje de giro y dm el diferencial de masa. En este caso, dado que
trabajamos con una figura plana girando en torno al eje x, entonces se cumplira que dm =
o (z,y) dA y la distancia al eje = viene dada por y (jno z!).

De esta forma, integrando se obtiene la expresion para el momento de inercia:

3
J (22 +y?)

Dada la expresion de la funcién y que aparece 22+ y? < 1 en la regién, es evidente la sustitucién
recomendada: polares. Ya sabemos que:

dxdy = rdrdf

Partamos graficando al regién de integracion para poder hacer la transformacion:

0.4 1

0.2 1

Observamos que ahora no es del todo sencillo determinar la region, pues no serd lineal. Para r
tenemos una cota por arriba dada por una circunferencia de radio 1 y por abajo por la linea
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vertical y = 1/2. § se encontrara en un intervalo cuyos extremos estdn dados por la interseccién
de ambas curvas. Notemos que se debe cumplir que:

x2—|—y2§1—>r§1

Adicionalmente,

1 1
y>——rsenf > —
2 2

Como estamos integrando para #s donde sen 6 > 0, entonces.

>
"= 2send

Determinamos 6 a partir de la interseccion de ambas curvas. Tenemos que:

— 0 !
— n — —
2senf e 2

Para el intervalo de interés la solucién de esta ecuacién es 6y = 7/6y 0 = 7 — 7/6 = 57/6.

Luego,
57/6 1 3gend 0 1 57/ 1
= [0 P s =g [ sets (1o )0
/6 1/2sen@ r 2 7/6 4sen26

1 57/6 1 57 /6
= —/ sen39d9——/ sen 6 dé
2 /6 8 /6

El célculo de la segunda integral es directo. Para la primera notamos que:
sen® g = (1 — cos? 9) sen 6

con lo cual hacemos u = cosf — du = —senfdf para realizar la integracion. De esta forma
concluimos que:
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(Problema 3_29] ]Cillndeste problema demostraremos que el valor de la integral gaussiana viene
ado por:

/ e dx = /7

—00
el cual es un importante resultado en el campo de teoria de probabilidades.
Proceda como se sugiere a continuacion:

(a) Demuestre que:

é[ e (@H°) qp = ( /_ Z e‘x2da:)2

(b) Calcule la integral doble del apartado anterior y concluya.

(¢) Propuesto: Una funcién de densidad probabilistica se define como una
funcién f tal que f (z) > 0 para todo x e integra 1 en todo el espacio.
Dado o, jqué valores deben tomar p y a de modo que la siguiente
funcién sea una funcién de densidad probabilistica?

() = aexp |~ (‘” - “)2

g

Solucién:

Este problema integra perfectamente todo lo aprendido, apareciendo como unica dificultad nueva
los extremos de integracién no acotado, generando integrales impropias de primera especie.

Se puede demostrar de forma muy sencilla que esta integral converge. En particular, basta notar
que
6—:1:2
lim — =0
T—00 (2*\37\

/ e lPldr = 2 / e dex =2
—00 JO

2

con lo cual notamos que como

evidentemente converge, entonces la integral de e™® en todo R converge. Nos basta solamente
usar este argumento y los ya estudiados para calcular su valor, no perdiendo el tiempo tratando
de determinar la primitiva.
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(a) Notemos que:

//e_(“2+y2)dx = / / e " ¥ dzdy
2 —oo J —o0
= / eV (/ e‘xzdx) dy

Notamos que / e~ dx es una constante al interior de la integral exterior. Luego,

[ ([ ([

Como la variable de integracién es muda,

) 2 oo
//e(x%ry?)dxdy = (/ e_xzdx) — / e dr = //e—(mzﬂﬁ)dxdy O
R? o o R?

(b) Observe que la aparicién de 2% + y? sugiere de inmediato una sustitucién del tipo polar para
simplificar los calculos. En efecto, hagamos:

T = rcosl

y = rsenf
Aplicando esta sustitucion, tendremos evidentemente que de acuerdo al teorema de sustitucion:
dxdy = rdrdf

Para cubrir todo R?, notamos que 6 € [0, 27| cubre todos los signos posibles. Por lo tanto, basta
hacer r € [0,00). De esta forma,

o) 2
//e(xQerQ)dxdy = / / re " dOdr
o Jo
RQ
27 [e%e) )
= (/ d9> </ re " dr)
0 0

1 o
= 27 - —/ e “du
2 /o

= 7

Finalmente, reemplazando con este valor en la demostracion anterior,

/ e‘“szd:z:ﬁ |

—00
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(Problema 3_30] El Problema de Basilea® es un problema famoso de teoria de niimeros resuelto

por Leonhard Euler en 1735, y cuya resolucién motivé muchos trabajos
posteriores en teoria de niimeros, en particular uno de Riemann. El problema
consiste en determinar el valor exacto de la serie

— 1
n=1

Por medio de la aproximacion por polinomios de Taylor, Euler pudo resolver
este problema obteniendo el valor de 72/6. En este apartado resolveremos
este problema por una (de varias) vias alternativas: asociando la serie con
una integral doble y calculando finalmente el valor de esta mediante las
técnicas ya conocidas.

(a) Sea 2 laregion cuadrada definida por [0, 1]x [0, 1] y sea f (r) la funcién:

Suponiendo r = xy, realice una expansion en serie de potencias de
f (r) para demostrar que:

o

1 1
1—ay n?
Q

n=1

(b) Aplique una sustitucién del tipo rotacién, i.e.

T\ T\ (u | cos() sen(0)
(y) =R <_Z> (v) con R (0) = [— sen (0) cos (6)
Reescriba Z con el diferencial dudv aplicando el teorema de sustitucion.

Comente sobre la ventaja de utilizar la sustitucion.

(¢) Mediante la integracién de Z con la expresién obtenida en (b), calcule
la integral y demuestre entonces que:

*M3és informacién aqui.

Solucioén:
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(a) Sabemos que la serie de potencias

fry =3 =

1 —
n=0 "

converge uniformemente para todo |r| < 1y es integrable, integrando término a término la serie
de potencias (i.e. los operadores serie e integral conmutan). Por lo tanto,

1 1 1
// dedy = //1+my+x2y2+...dxdy
I—uay 0 Jo
Q
1

1 1
= / 14+ -+ —22+ ... dx
0

2 3
1 1 1
= 1+§+§+E+...
=1
=) — =
n=0
(b) Evaluando la sustitucién se tendré que:
1
r = —((u—v
7 (u—v)
1
= —(u+v
Y 7 (u+v)
2 2(y —
Luego, u = M y U= M Esto se traduce en que:

2

0< (u—v)§1—>0§u—v§\/§

0< (u+v)§1—>0§u+v§\/§

SRS

Graficamente esta transformacion se ve como se muestra a continuacion:
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Con esto, notamos que la nueva regién (un cuadrado rotado en 45° en sentido horario) se puede
subdividir en dos de tipo I, las cuales son:

2
R, = {(u,v)6R2:0§u§\2[y—u§’U§u}

[

R2 = {(U,U)ERQ: SUS\@Y\/Q—USUSU—@}

de modo que 2 = R; UR,. Ademés,

d(z,y)

2w, ) dudov

De esta forma, la integral se reescribe como:
oz, 1 1
@9)] Gudo + //
1= w(u, 0)y(, )

/Q/ e | ool

’R] RQ

con los valores ya calculados. Hagamos los reemplazos pertinentes. En primer lugar,

z(u,v)y(u,v) = ; (u2 — 112)
I 1 2
l—ay 1_}(u2_vz)72—u2+v2
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Ademas, la nueva funcién es par tanto para u como para v, razén por la cual podemos tomar
solo el eje y positivo en ambas integrales, de esta forma:

;o / / dvdu / / V2 qudw
N 2—u2—|—v2 V2 2 — w2402
Observe que mediante estas sustituciones hemos obtenido integrales que si es posible estudiar

mediante la obtencion de primitivas. Adicionalmente, notamos que esto elimina la complicacién
en el comportamiento de las integrales como integrales impropias 1/(1 — zy) tenia problemas en

(z,y) = (1,1).

(c) Calculemos la primera integral:

L, = / / dudu —/ {;arctan (L>}
b 2—uwr+0? o |V2—u? 2 — u?

= ———arctan | ——= | du
0o V2 —u? 2 — u?
Hacemos u = v/2sen(t) — du = v/2 cos(t)dt. Es decir,

oS

7"/6 77/6
4L, = 4/ arctan (tan(t)) d¢ :4/ tdt
0 0

Ahora calcularemos I. Procedemos analogamente:

2 w \/5 v=v2—u
dvdu 1 v
4l = =4 ———— arct I d
2 /f/ 2—U2—|—U2 /\f ,—2_u2arcan( 2_u2> ) U
4 / ! t V2-u d
= ————arctan —— | du
vz o2 - u? V2 +u
Observamos que la expresion dentro del arcotangente asemeja a la férmula:

. 1 — cos2a
anq =4/ ———
1+ cos2a

Precisamente, haremos la sustitucién u = v/2cost — du = —+v/2sendt. La integral queda
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reescrita como:

.0 -
1 —cost
41, = 4/ arctan | 4/ R dt
/3 1+ cost
/3 t /3 2
= 4 / arctan (tan ) dt = t?
0 2

7T2 ’/TQ 7T2
[ =4l 441, = — + =
1T =0T 9 =5

> 1 (S 2
22:// dxdyzﬂ—l
—~n o Jo 1—ay 6

0

Finalmente,

Esto es,

Para finalizar la revisién de integrales dobles, aprovechamos de estudiar las funciones Beta y Gamma,
debido a que ahora disponemos de todas las herramientas matematicas para un estudio basico de
ellas. Asimismo, se aconseja revisar estas preguntas ya que al conocer sus propiedades cierta familia
de integrales puede resolver de forma sencilla.

(Problema 3.31) Un estudio de las funciones Gamma y Beta (1). Se define la funcién
[ (z) como la integral impropia:

I(z) = /O h e dt (3.6)

convergente para todo Re{z} > 1. Comenzaremos demostrando algunas
propiedades:
(a) Calcule I' (1), I'(2) y I' (1/2).

(b) Usando integracién por partes demuestre que I' (z + 1) = «I" (x). Lue-
go utilice esto para concluir que I'(n + 1) = n! si n € N%

(c) Demuestre las siguientes propiedades:

" P(n+1) _ 1.3.5...(2n—1)\/@x/ e
2 on 0
by Si p > 0, I'(x) =

“Es decir, la funcién gamma es una extensién a dominio continuo de la funcién factorial.

Solucién:
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(a) No queda mas opcién que hacer esto por definicién. Sin embargo, esto puede no ser del todo
complicado.

(1) :/ eldt = - =1
Y 0
Anélogamente,
[(2) = / te~tdt
0
Hacemos integracién por partes:
u=t — du = dt
dv=ec7ldt —v=—ec"
con lo cual
0
['(2) =—te +/ e tdt =1
0 L,_/
(1)
Finalmente,

1 o0
r (—) :/ 12t 4t
2 0

Si bien no es tan evidente, podemos notar que aparece una funcién y su derivada:
1/2 L1
u=1t""—du= Et dt
con lo cual notando que los extremos de integraciéon no cambian:
1 [e.@]
r (—) = 2/ e du
2 0

la cual es la mitad de la integral Gaussiana, por lo cual su valor es y/7/2. Concluimos entonces

-

Estos los valores basicos de la funcion bésicos de la funcion Gamma y a partir de los cuales pueden
calcularse los valores més relevantes. Otros valores, como por ejemplo 1/3, suelen calcularse
mediante aproximaciones numéricas.

(b) Tenemos que:
Mz+1)= / te "t dt
0
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Haciendo la integraciéon por partes, notamos que es conveniente derivar la funcién polinomial
para obtener el I' (z) del lado derecho de la identidad que se desea demostrar. Entonces,

u=t" — du = xt*1dt
dv=etdt — v=—etdt

con lo cual
o

+ / xt* e tde
0

0
Para el limite de integracion del primer término notamos que:

[(z+1)=—e"t"

= Demostramos que la integral converge absolutamente para x > 0 para Calculo II.

= Por Regla de L’Hopital o bien por el comportamiento absorbente de la exponencial se
puede notar con relativa facilidad que los limites de ambos extremos se anularan.

Agregando el hecho de que x no depende de t y se puede sacar de la integral, entonces:

F(:L'—{—l):a:/ t" e tdt =2l (z)| W
0

Haciendo x = n € N, entonces aplicando la propiedad anterior, tendremos que:
'n+1)=nl'(n)=n(n—1)(n—2)---I'(1)
lo cual coincide exactamente con la definicién de factorial. Es decir, I' (n 4+ 1) = nl.

(c) Para la primera propiedad procedemos de forma andloga a como hicimos anteriormente:

)t (-3

Iterando muchas veces:
1 1 3 5 25 —1 2n —1 1
) = B _ —Z) e n= coin = rf(:=
O N ) o o R G N (e WAL O
1 . -
Dado que I (§> = /7 sumamos fracciones y reescribimos:

F(n+%> B (2n2—1> (2n2—3> <2n2—5)g;%ﬁ
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En el denominador podemos notar que aparecen n veces el niimero 2, con lo cual:

F(n—kl) B 1-2-3-5--~(2n—1)\/7_T -

2 2n

Para la segunda propiedad primero escribimos la integral que se quiere igualar a I" (z):

oo 00
pz’/ 6—psscc—1ds _ / e—pspxsac—lds
0 0

Podemos agrupar los términos polinomiales notando que p® = p®~!p, con lo cual

p”ﬁ/ e P s = / e s (ps)xilpds
0 0

Dado que p > 0, hagamos t = ps — dt = pds. Es decir,

px/ e 55" s = / e " ldt =T ()
0 0

demostrando asi lo pedido. B
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(Problema 3.32) Un estudio de las funciones Gamma y Beta (2). Ahora definimos la
funcién beta de dos variables B (m,n) como la integral impropia:

1
B(m,n) = / 2™ (1 — )" e, (3.7)
0
la cual converge para m, n positivos no nulos.

(a) Demuestre que B(m,n) = B(n,m) y que B(m,n) =
w/2
2 / sen®™ 19 cos® 10 d6.
0

x
(b) Haciendo la sustitucién u (z) = T demuestre que:
—x

00 um—l
B(m,n :/ ————du
( ) 0 (1+u)m+n

(c) Demuestre que:

1 1 /OO —(14+u)s m+n—1d
= e S S
Aro™  Tmtn o

(d) Aplicando propiedades de integrales dobles, demuestre que:

['(m)T(n)

B(m,n) = Tmtn)

(3.8)

Solucién:

(a) Partiremos primero demostrando la propiedad de conmutatividad en los argumentos. Para
ello, notamos que:

1
B(n,m) = / (1 —w)"  du
0
Hagamos u =1—x —du= —dxy z =1 — u, con lo cual
! 1 | ! 1
B(n,m) = —/ (1—2)" 2™ e = / g™ (1 —2)" dr =B (m,n)
1 0
demostrando asi lo pedido. B

Para demostrar la segunda propiedad notemos que:

w/2 w/2
/ sen?™ 19 cos? 1 Hdh = / sen®™ 20 cos?” 20 senf coshdb
0 0
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pero cos?™ 20 = (cos?0)™ " = (1 —sen26)™ ", con lo cual:
w/2 /2 S o
/ sen?™ 10 cos? 1O do = / (sen2 9) (1 — cos? 9) sen 6 cosfdf
0 0

Aqui ya se hace patente esta manipulacion algebraica: nos permite hacer la sustitucién v =
sen?d — du = 2sen f cos 6 df. Entonces,

w/2 1 1
/ sen®” 10 cos®™ 10 dh = —/ ™ (1 —w)" du
0 2 Jo

Finalmente,

/2 1
2/ sen”™ 10 cos™ 1O dh = / w1 —w)" "du=B(m,n)| W
0 0

(b) Tomemos la integral en funcién de wu:

e’} m—1
/ u—erndu
o (1+u)

Dada la sustitucién de u, partimos notando que:

Entonces,

Adicionalmente,

m—1 m—1
x x
um ! B (1—1:) B (1—:10)

11—z

um—l

-
(1 + u)m+n

Despejando x en funcién de u, entonces:

— pm-l (1 - x)m—&-n—&-l—m — g1 (1 - LL’)TH_I

U
u+1

U—UT =T — T =

De esta forma x (00) =1y 2 (0) = 0, con lo cual la integral se reescribe como:

o0 umfl 1
/ ————du = / 21— )" (1 — ) P de
o ( 0

1+u)m+n
1
— / xm! (1-— a:)n_l dz
0
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Finalmente,

] um—l 1
/ (—du = / 2™ (1 —2)"'de =B (m,n)| B
0 0

1 + u)m+n

(c) Para esta propiedad utilizamos la propiedad demostrada en (c):

I (z) :pz/ e 55" ds.
0
Hagamos * =m+ny p =1+ u, con lo cual:

L'(m+n)=(1+ u)m+n/ e~ Utwsglmtn=lqy,
0

Reordenando términos:

(1 . 1)m+n _ F( 1+ ) /OO ef(lJru)sS(ern)fldS. ]
u m-mn).Jo

(d) Tenemos que:

00 m—1 oo m—1 oo
B (m; n) - / . m-+n - / ! </ 6(1+u)85(m+n)1d5> du.
o (14w o I(m+mn)\J

Dado que I' (m +n) no depende de las variables de integracién, lo sacamos de las integrales,
obteniendo de inmediato el denominador de la expresién deseada. Luego,

B (m,n) = L /OO /OO um e (s gmin)=1qq ) dy
' C'(m+n)J, 0

Dada la complejidad de integrar directamente, la region cuadrada y las funciones continuas
podemos aplicar el Teorema de Fubini:

— B(m,n) = L /OO /00 um e (W gmin)=lqy, ) 4
’ L'(m+n)J 0

Eliminamos al interior todo lo que no depende de s:

1 oo o
B(m,n) = —/ glmtm=le=s / u™ e " du | ds
'(m-+n)J, 0

De la propiedad notada en (c), podemos separar inteligentemente s(™m+m)=1:

1 o o0
B(m,n) = —/ s"lems sm/ ™ e du ds
( ) I'(m,n) Jo . Jo

)
J/

r(m)
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Dado que I' (m) no depende de las variables de integracién, entonces:

r 9]

B (m,n) = (m)/ s"leds
L'(m+n) J,
| ——
I'(n)
con lo cual finalmente,
r I'(n
B (m,n) = ['(m)T(n) -
I'(m+n)

En la practica muchas integrales son de la forma

/2
/ sen®” 19 cos® 1 Hdo
0

o bien

1
/ Im—l (1 o I’)nil dr
0

bésicos necesarios: I' (1) = 1y ' (1/2) = /7.

En el curso de Célculo I se descubrieron metodologias recursivas para calcular cada una de estas
integrales. Sin embargo, con las deducciones anteriores basta identificar m y n en las expresiones
de estas integrales para reducirlas a la funcién Beta. Luego, se deja la funcién en términos de
Gamma y se calcula haciendo uso de la relaciéon de bajada (I'(z + 1) = zI' (z)) y los valores

3.2. Integrales triples y aplicaciones

Nota: La mayoria de problemas incluyen figuras, los cuales se encuentran disponibles en la hoja
de calculo Maple asociada a la seccién. Si se presentan dificultades para comprender una figura, se
recomienda revisar y ejecutar los cédigos para observar los sélidos desde la perspectiva adecuada.

Trabajaremos ahora con integrales triples, las cuales desde el punto de vista tedrico presentan si-
militudes con las integrales dobles, tanto en su calculo iterativo como en los procedimientos de

sustitucion.

Partiremos evaluando integrales triples de forma iterada. La principal dificultad que aparece en este
tipo de problemas es identificar e imaginar adecuadamente el sélido, para establecer correctamente

los extremos de integracién en cada intervalo.
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(Problema 3.33) Considere el tetraedro 7 definido en R3 por los vértices (0,0,0), (2,0,0),

(0,3,0) y (0,0,4). Calcule:
///w daxdydz
42

Solucién:

Imaginandonos los puntos, podemos notar intuitivamente que el tetraedro corresponde a uno
delimitado por los planos coordenados (zy, yz y zz) y un plano a determinar. Graficando los
puntos, obtenemos un sélido como el siguiente:

Tenemos que determinar este plano, que pasa por los puntos (2,0,0), (0,3,0) y (0,0,4) (ojo: no
por el origen, este genera los otros planos mencionados). Sea el plano dado por la ecuacion:

ar +by+cz=d

con a, b, ¢ y d puntos a determinar. Como pasa por el punto (2,0, 0), entonces reemplazando:

d
2aq = —
a=d—a 5

Anélogamente para los demas puntos:

d
Bed— b’
—0=3
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d
de=d—c= -
4
Luego, la ecuacién se reescribe como:

d . d . d d

2" T3V Ty
Como el plano no pasa por el origen, d # 0 y se pueden simplificar las d. Multiplicando a ambos
lados por 12 obtenemos que:

6z + 4y + 32 = 12

Hecho esto, podemos escribir la integral. Podemos partir integrando en z pensando en la figura.
Para ello, notamos que z estd acotado inferiormente por el plano zy con ecuacién z = 0 y
superiormente por el plano ya calculado.

La pregunta siguiente seria, ;cémo integramos en el plano zy? Solo graficando los puntos que
estan en este plano obtenemos una regién como la siguiente:

donde la linea diagonal consiste en la interseccién del plano 6z + 4y + 3z = 12 con el plano xy
de ecuacion z = 0, i.e. 62 + 4y = 12 es la ecuacion de esta recta.

Luego, escribir la integral se puede hacer de forma directa:

12—6x 12—6x—4y

2 4 3
I = / / / r dzdydx
0o Jo 0

Esta expresion se puede calcular de forma directa pues integracién polinomial. De esta forma,
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(Problema 3'34] Calcular /// dxdydz donde D es la regién limitada por:
D

z=at 4yt z=4t 44 y=2" , y=3

Solucién:

La principal dificultad de este problema radica en escribir la integral iterada, y para ello se
requiere conocer la regién sobre la cual se estd integrando. Las primeras dos superficies corres-
ponen a paraboloides y las segundas dos a funciones en el plano XY que se extienden en todo
z pues no imponen restricciones sobre esta variable.

En el plano xy se observa algo como lo siguiente:

Considerando la coordenada z, esta puede moverse entre ambos paraboloides, donde evidente-
mente ubicaremos el segundo paraboloide sobre el primero. Se puede entender mejor la situacién
con el siguiente gréfico:
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00—

200—

Luego, notamos que la coordenada z solo puede moverse entre ambos paraboloides, y luego
las coordenadas = e y las integramos de acuerdo a lo ya aprendido sobre integrales dobles. En
particular, podemos hacer que y se mueva entre 22 y 3z de acuerdo a la primera figura y x entre
0 y 3. De esta forma, la integral se escribe como:

3 3x dx24+4y?
///d:l?dydz = / / / dzdydx
s 0 y“.2 -’L'2+'y2

Observe que la integracién es directa en este caso, pues solo estamos calculando polinomiales.
Este es un procedimiento sencillo, pero en extremo tedioso.

4
/// drdydz = AT
35

D

Finalmente,

Nuevamente, puede resultar imposible evaluar integrales en cierto orden iterado ya que no es posible
determinar las primitivas. Sin embargo, cambiando el orden de integracién a veces si puede ser
posible evaluar la integral. El problema es que al realizar el cambio de orden de integracién en tres
dimensiones, pueden aparecer diversas consideraciones adicionales que pueden realmente complicar

el proceso.

En los siguientes problemas revisamos exclusivamente el proceso de cambio de orden de integracion.
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(Problema 3_35] Cambie los 6rdenes de integracion:

1/2 pl-2z p2—4z—2y
(a) / / / f(z,y, z)dzdydz a dedzdy.
o Jo 0
1 Vi—z? 1—a2—y?
(b) / / / f(z,y,2)dzdydz a dydzdz.
-1J-v1-2%2Jo
1 y2 1—y
(c) / / / f(z,y,z)dzdzdy a dydzdz.
o Jo Jo

1 2x 1—x
(d) / / f(z,y, z)dzdydz a dzdzdy.
0 T 0

Solucioén:

Para todos estos problemas, siempre la mejor practica es tratar de graficar la region de integracion
a partir de la informacion que la integral entrega. Luego, se trata de realizar el cambio de orden
de integracién a partir del gréfico generado/imaginado.

(a) Tenemos que la coordenada z se mueve entre el origen y el plano 4x + 2y + z = 2. La
coordenada y se moverd entre 0 y la recta y = 1 —2x y la coordenada x entre 0 y 1/2. Agregando
la coordenada z como una proyeccién, obtenemos el grafico de un evidente tetraedro entre los
planos coordenados y el plano z = 2 — 4z — 2y:

05

Ahora bien, queremos integrar en primer lugar en x. Notamos que entonces la coordenada x se
movera entre 0 y © = i (2 — z — 2y). Luego, la coordenada y se puede mover entre 0 y la recta
de interseccién del plano dado con el plano yz (z = 0). Es decir, y varia entre 0 y 1 — z/2.
Finalmente, la coordenada z varia entre 0 y la interseccién de esta recta con el eje z, en z = 2.
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Es decir,

1/2 pl—2z p2—dz—2y 2 pl-z/2 pl2-2y—2)
/ / / f(z,y,2) dzdydz = / / / [ (z,y,2) dzdydz
0 0 0 0 Jo 0

(b) Nuevamente, partimos imagindndonos el grafico obtenido a partir de la regién que entrega
la integral iterada.

La coordenada z se mueve entre 0 y el paraboloide z = 1 — 22 — 4? (jojo, es muy tentador
pensar que esto era una esfera, pero en dicho caso hubiese sido /1 — 22 — y?). La coordenada y
se mueve entre las semicircunferencias —v/1 — 22 y v/1 — 22 y la coordenada z se mueve entre
-1y 1.

No resulta del todo complicado notar que la region buscada corresponde a:

Ahora queremos integrar en primer lugar en la coordenada ¥, luego en la coordenada z y final-
mente en la coordenada z. Esto puede entenderse como que en el corte del solido en el plano zz
(y = 0) se mapea a cada punto de la regién una integral que se mueve entre ciertos y dados. El
corte en el plano zz viene dado por la siguiente figura:

0.5 1

este corte viene representado por z = 1 — 22 — y? haciendo y = 0, i.e. z = 1 — 2%, La primera
pregunta entonces es: jentre donde y donde se mueve la coordenada y? Esta vendra dada por
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los extremos del paraboloide. Recordamos que:
r=1-2 -y sy =1-2>—2—oy=+V1—2—2a?

En este caso, integramos entre ambos signos. Luego, debemos integrar esta funcién de z y x en
2. Mirando la segunda figura, notamos que z puede moverse entre 0 y 1 — z2. Finalmente, x
puede moverse entre —1 y 1. De esta forma,

1—a2—y? 1—a2 Vi—z—2a? 332
/ / / (x,y, z) dzdydx —/ / / (x,y, z) dydzdx
—/1—22 —V1—z— xz

(c) Procedemos de forma similar. En primer lugar, a componente z puede moverse entre 0 y la
superficie z = 1 — y que se cumple para todo x. Luego, la componente = se mueve entre 0 e 1>
en el plano zy y la componente y entre 0 y 1. Graficando en primer lugar el plano zy:

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.21

Luego, agregando la componente z, el plano 1 — y obtenemos un sélido como el siguiente:
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Ahora consideraremos el plano zz, y en cada punto de este plano mapearemos una integral que
depende de y. Entonces, ;dénde integramos en y?

La coordenada y siempre estara delimitada por abajo por el plano y = \/x (indistinto de z) y por
arriba por el plano y = 1—z. Luego, en el plano zz debemos integrar primero en x. Observamos de
inmediato que x se mueve entre oy z = 1—y con y = v/z. Entonces, z = 1—/z — = = (1 — z)g.
Finalmente, la coordenada z se movera entre 0 y 1. De esta forma,

1 ry? pl—y 1 p(l—2)? pl—z
[ [ revadaay= [ [ [ f @) e
o Jo Jo o Jo Nz

(d) Para la primera parte, estamos integrando primero en z, luego en x y luego en y, por lo que
el plano zy nos marca la regién a la cual en cada punto estaremos mapeando una integral en z.
El plano zy esta dado por las eucaciones z y 2z, entre x = 0 y x = 1. El sé6lido asi obtenido es
el siguiente:
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Observe que al cambiar al primer orden de integraciéon seguimos integrando en z en primer
lugar, por lo cual todo se reduce a cambiar el orden de integracién de la integral doble, lo cual
ya sabemos hacerlo. Grafiquemos la regién en el plano xy:

0.5

Observe que integrando primero en z, distinguiremos dos casos de extremos de integracion.
Primero de y entre 0 y 1 la coordenada x se mueve entre y/2 e y. En cambio de 1 a 2 se mueve
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de y/2 a 1, razén por la cual tendremos que separar la integral en 2, conservando la integracion
en z. De esta forma,

f

1 p2z -1—:1:
/ / / (x,y, z) dzdydx —/ / / (z,y, 2 (hdgdi’+/ / / (x,y, 2) dzdy
Jo Jaz Jo y/2J0 y/2J0

Propuesto: Integre en el orden dedydz.

Comenzaremos a utilizar ahora el Teorema de Sustituciéon, el cual es exactamente andlogo al ya
estudiado en integrales dobles, y se enuncia como:

//fxy, dxdydz—//f w, v, W) (uvw)z(uvw)]'gézg’u})

Andlogamente al caso R?, vale la pena senalar y recordar siempre dos tipos de simetrias que pueden
ser ttiles para una tipologia muy diversa de problemas:

dudvdw

= Simetria cilindrica: tipica en hélices, cilindros, conos, paraboloides, etc. Se observa indiscu-
tiblemente simetria radial en alguno de los planos (tipicamente el plano xy) e independencia
en el eje restante (tipicamente el eje z). Entonces, se hace la sustitucion:

= rcosf
d(x,y,2)|
=rsenf — ‘8(7’,9,2) =r
z =z

= Simetria esférica: existe simetria en torno a un punto, tipicamente el origen. Se utiliza la
convencion internacional usada en Fisica e Ingenieria y presentada en la figura siguiente:

P(I’,B,(p) 8z %r

Fuente: Wikipedia.
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donde 0 € [0, 7], ¢ € [0,27] y > 0. Luego,

x =rsenfcosp

y =rsenfseny — M =r?senf
d(r,p,0)

z =rcosf

(Problema 3.36) Sea (2 la regién del solido delimitado por las inecuaciones:

%+ y2 + 22 < a?
r,y =2 0
Sin calcular:

(a) Escriba la integral triple que entrega el volumen de (.

(b) Escriba la integral anterior en coordenadas cilindricas, indicando el
integrando y los limites.

(c) Escriba la féormula en coordenadas esféricas que entregue la distancia
promedio de los puntos de €2 al plano zz.

Solucién:

Partamos imaginando a lo que corresponde el sélido: es una porcién de esfera de radio a que
considera tanto la coordenada x como la coordenada y positivas. Luego, corresponde a la porcién
de esfera contenida en dos octantes, lo cual puede graficarse como:

SRR
“.\;:‘s*‘@;,\‘\@
|

3
Nt

(a) Si integramos en el orden z — x — y, tendremos que la coordenada z se mueve entre los
extremos obtenidos al despejar 2% + y* + 22 = a® donde z = z (z,y). Es decir, z se mueve entre
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z=+/a2— 12— y?y 2 = —/a® — 22 — y2. Luego, integramos cada una de estas integrales en z
en el plano zy. En el plano zy el sélido se ve como z? + y* < a? (hacemos z = 0) en el primer
cuadrante.

Si integramos primero en 3, la componente y se moverd entre —/a? — 22 y v/a? — 2. Finalmente,
x se mueve entre 0 y a, por lo cual integrando,

Va2—z2 (12 —x2—
/ / / dzdyd:p
w2 —g2 ,y

(b) En el sistema cilindrico tenemos que el diferencial viene dado por:

dV = daxdydz = rdrdfdz

donde en este caso 0 € [0, %} para generar el sélido y r € [0,a]. La coordenada z se movia

originalmente entre —\/a2 — 22 — y? y /a2 — 22 — y2 pero como 1r? = x% + y?, entonces los

extremos cambian a simplemente —v/a2 — r2 y va? — r2. Luego,

VaZ—r2
/ / / rdzdOdr

(c) De lo ya estudiado, recordamos que en coordenadas esféricas se cumple que:

dV = dadydz = r? sen 6 drdfde

Dado que integramos z, recordamos que en el sistema esférico se tiene que z = rcosf (la
proyeccion de r sobre el eje z, el cual mide 6).

Integrando esta region, tenemos que 0 € [0,7] y ¢ € [0, %] para lograr el sélido pedido. Final-

mente, como 7 € [0, al:
w/2 pm ra
My, = / / / 3 sen @ cos 0 drdfdyp
0 0o Jo

(Problema 3_37J Determine el volumen del sélido encerrado por las superficies:

p=Vatty? 5 o p=3@2 ) ;) 2ty =1 2=2

Solucién:

Para resolver este problema se procede de forma similar al anterior. Partimos notando que las
primeras dos superficies corresponden a conos. ;Cémo se nota esto? Notando que en el origen
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se genera un vértice pues la funcién no es diferenciable (y vale cero) y que para todos los demaés
puntos la componente z mide la norma de los vectores, razén por la cual se forman anillos
concéntricos como superficies de nivel, que generan variaciones de altura constantes en z.

Entonces, la coordenada z debe estar contenida entre ambos conos. Adicionalmente, esta no debe
ser superior a 2 en altura y debe estar en el exterior de la esfera 2% + 3? + 22 = 1. Es pertinente
graficar la situacién (o bien tratar de imaginarla) para comprender mejor cémo integrar.

El grafico del sélido hace evidente que el problema presenta simetria cilindrica (radial en el plano
xy, z es independiente)®. Entonces, haremos:

dxdydz = rdrdfdz

Escribamos entonces los intervalos de integracion entonces inmediatamente en el sistema cilin-
drico. Para ello, hagamos un corte de este sélido, obteniendo una regién como la siguiente (ahora
z es funcién de r en los cortes):
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1.5 1

0.5

Es evidente que integrando en z en primer lugar la integral buscada se separa en 3, donde para
todas 0 € [0,27]. Dado que esta parece ser la opcién més simple a priori, intentemos hacerlo.
Luego,

V=V+Vh+V

donde cada V; representa una integral de izquierda a derecha. Para Vi notamos que z se movera
entre la esfera, v1 —r2, v el cono mayor z = v/3r. En este intervalo r se moverd desde la
interseccién de la esfera y el cono menor, la cual se da en

1
Vi—r2=r s3r=_—"—
V2

y la interseccién de la esfera con el cono mayor, la cual se da en

1
m:\/gr—)rzi

Luego,

21 pV2/2  p3r
Vi= / / / dzdrdd
0 1/2 Vi=r2
21 p2/V/3 V3
Vo = / / / dzdrdé
0 Vv2/2 Jr
2w 2 2
Vi = / / / dzdrdé
0 2/vV3Jr

Anélogamente,

y finalmente:
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Observe que las tltimas dos integrales son en extremo sencillas de calcular pues la integracion es
directa. Para la segunda se requiere identificar la primitiva de y/1 — r2. En este caso, se puede
realizar la sustitucion r = sen — dr = cos 6 df con lo cual se alcanza con facilidad lo pedido.

Los célculos en detalle de estas integrales debiesen dominarse desde los primeros cursos de célculo,
por lo cual el detalle se deja propuesto al lector. Finalmente,

V:V1+V2+V3:27r{§—é(\/_—\/§)}

Nota: Para el lector que desee hacer una revision adicional, el mismo volumen puede calcularse
en coordenadas esféricas como:

2n  pm/4 p2/cose
V= / / / r? sen § drdfdy
0 w/6 J1

generando asi el mismo resultado.

2Si bien pueden generarse cdlculos mas sencillos con simetria esférica, el planteamiento no es tan evidente
como en este caso.

(Problema 3.38} Calcule el volumen del sélido que estd determinado por el plano xzy y las
superficies z = 22 + y? y 2% + 4y* = 4.

Solucién:

Partimos en primer lugar preguntandonos: ja qué corresponde el sélido? Dado que z = 22 4 32
corresponde a un paraboloide, y 2% + 4y?> = 4 a una elipse en el plano xy con libertad en z,
entonces el sélido puede verse como:

TTIIITITIT)

;{,_;_/r/.'
f'l:I f %’r’iﬁ
(f L
R

[e-

fifrriss
/1 /
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Si bien integrarlo directamente en cartesianas siguiendo las ideas anteriores no es imposible, no
se recomienda pensando en el hecho de que se puede utilizar una sustitucion polar adecuada:
sea:

r = rcos(0)
= rsen(0) /2

con § € [0,27] y r € [0, 2] nos ubicaremos en la elipse®. El paraboloide se obtiene de reemplazar
con estas coordenadas. Luego,

cos (f) —rsen(d) 0

d(z,y,2) _|sen (6)  rcos(0) ol = T
d(r.,0,2) 2 2 2
0 0 1

La coordenada z se moverd entre el plano xy y el paraboloide, i.e. z = 7% cos? () + 72 sen? () /4.

De esta forma,
21 p2  pr2cos?(6)+r? sen?(0)/4 r
V = / / / — dzdrdd
o Jo Jo 2
1 27 2 ,r3
- / / 7 cos® (0) + — sen® () drdf
1

24 2T ) 24 27 )
= —|[— cos 9d9—|——/ sen QdH}
5|7 [ o @ans T [Tsno

= Llgn
—27T7T

Es decir,

?Otra sustitucién que entrega el mismo resultado es © = 2rcos (0), y = rcos(f), z=zconrentre 0 y 1 y ¢
entre 0 y 27.
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(Problema 3_39] Sea () la region interior al sélido limitado por:

S A N
C

Calcule

Solucién:

Observe que estamos integrando un elipsoide con una simetria similar en la funcién de integra-
cién, por lo que se puede utilizar integracién en coordenadas cilindricas, haciendo la modificacién
respectiva para dejar simétricos los ejes.

En efecto, hacemos:

r =au o ) a 0 0
y =bv %mzo b 0| =abc>0
z =cw o 00 ¢

Entonces la regién se convierte a u? + v? + w? = 1 y la integral se reescribe como:

///{1—( +Zz+Zz)F/de:abc/Q///[1_u2_U2_wz]3/de

Nota: Es muy tentador cotejar la restriccion del sélido con la funcién y pensar que la integral
tiene valor 0, pero esto no es asi, puesto que esto solo ocurre en la frontera, no en el interior
del sélido, donde u? + v? + w? < 1.

Ahora bien, se hace evidente utilizar la simetria esférica, de modo que u? + v? + w? = 72 con

re0,1],0 € [0,7] y ¢ € [0,27]. Haciendo dV = r?sen ¢ drdfdy se tendrd entonces la integral:

2
I = abc/ / / /22 sen # drdfde

= 27rabc/ sené’d@/ )3/2(17”
&L 0

2

Dado que no es evidente la aparicién de una funcién y su derivada, hacemos r = sent — dr =
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costdt, con lo cual la segunda integral queda:
' 2 2\3/2 e 2 2 ,\3/2
r (1—7“) dr = sen t(l—sen t) costdt
0 0
/2
= / cos’ t sen® t dt
0

Notar que se omitié el modulo en el coseno pues este es positivo en el intervalo de integracion.
Luego, si bien se puede integrar mediante los métodos aprendidos en Céalculo I, esto resulta en
extremo tedioso, por lo cual podemos hacer uso de lo ya estudiado de la funcion Beta:

1 /2
B (z,y) = / A=) e = 2/ cos?* 1 (9) sen® ! (0) dd
0 0

Entonces,

/0179 (1-)"ar = 2B (5 3) - 1r(g)r(g>

Evaluando la funcion Gamma:

['(4)=3'=6
Es decir,
1
3
2 1 2 3/2d 0
|-
Entonces,
2
I = 4%@603—2 = 7%abc

(Problema 3_4()) Calcule el volumen del sélido limitado por:

1.2 y2 Z2 fC2
I R | ll
1797 Yo

oS,

Solucién:

El volumen se puede imaginar como la interseccién de dos elipsoides del mismo factor de forma,
pero a distancia de dos unidades en el eje z entre ellas. En efecto, el sélido corresponde a:
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Como primera aproximacion, podemos dejar todos los ejes simétricos haciendo la sustitucion

T =2u 9 ) 20 0
y =3 o 5l =0 30| = 12
. —ow (u,v,w) 00 2
Es decir,
[ v =12l av
Q o
y las condiciones se convierten a:
u’ +v? +w =
2w — 2)°
u2+v2+(w ):1—>u2+1}2+(w—1)2:1

Ahora la regiéon corresponde a dos esferas del mismo radio desplazadas. En efecto, la regiéon
corresponde ahora a la siguiente grafica:
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Observe que existe una simetria en la regién, no tan evidente: ambas superficies se intersectan
en una circunferencia, desde la cual si podemos integrar con relativa facilidad. En efecto, esta
circunferencia se encuentra a altura determinada por la resta de ambas ecuaciones:

1
w—(w—17=0—=(w—w+1)Q2w—-1)=0— w=g

. . 1 3
La circunferencia generada a esta altura es u? +v? + = =1 — u? + 02 = —.

4 4

Se sigue que podemos usar coordenadas cilindricas, donde r € [O, V3 / 2}, 0 € [0,27] y la coor-
denada w se puede obtener de las regiones de integracion: para la esfera superior tomamos la
parte inferior del manto. Es decir,

wi=1—-vV1I—-u2—-1v2=1-+V1-—1r2
Para el otro extremo tomamos la parte superior de la superficie, i.e.
Wy = V1 —12

Notando que dV = rdrdfdw entonces la region de integracion se convierte a:

2 pV3/2 V112
vV = 12 / / / r dwdrdf
0 0 1—V/1=r2

V3/2
- 247?/ r(2\/1—r2—1> ar
0
V3/2 V3/2
= 247?/ 2rv'1 — r2dr — 247?/ rdr
0 0

Para la primera integral hacemos simplemente t = 1 —r? — dt = —2rdr y la otra se obtiene
practicamente por integracién directa.

1
V—247r/ \/Zdt—97r—48—7r(1—1)—97r
1/4 3 8

Es decir,

|V = 147 — 97 = 57
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(Problema 3.41) Considere el sélido 2 limitado por a’r?+b*y? =1y 0 < z < 1y la superficie
S dada por 2% = a?z? + b*y?. Sean V] el volumen bajo S e interior a Q y V5
el volumen sobre § e interior a 2.

Demuestre que V;/V, no depende de a ni de b.

Solucién:

Nuevamente, al igual que en todos los demas problemas, partimos identificando las regiones y
superficies involucradas.

» ) corresponde a un cilindro de forma eliptica, dado por la elipse a?z? + b*y?> = 1 en el
plano xy y con libertad para moverse entre z =0y z = 1.

= S corresponde a un cono de la misma forma eliptica descrita en €2 con simetria en el plano
xy. En efecto, se puede ver claramente cémo esta superficie corta en dos a 2. Lo que se
nos pide demostrar es que el cociente entre dichos voliimenes es invariante a a y b.

Graficando cada uno de los volimenes respectivos:
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Para integrar en ambos casos dada la simetria, podemos utilizar coordenadas cilindricas (dado
que no hay simetria radial en la coordenada z, descartamos esféricas). Podemos hacer, por
ejemplo, para cumplir con la elipse:

-
z = —cos (0)

y = %sen(@)
= z

con r € [0,1] y 6 € [0, 27| para cumplir asi lo pedido. Calculando el jacobiano respectivo:

Para V; integramos entre z = 0 y el cono z = y/a?x? 4 by? = r asumiendo z > 0 y la sustituciéon

realizada. Luego,
1 1 27 r
Vlz—/ / / rdzdfdr
ab Jo Jo 0

Analogamente, para V; la coordenada z se mueve entre el cono z =r y z = 1, con lo cual:

1 1 27 1
Vo= — / / / rdzdfdr
ab Jo Jo r

Observe que las integrales no dependen de a ni de b, solo aparecen los factores ponderadores
respectivos del jacobiano. Luego, es evidente que V;/V, cancelard los términos 1/ab, con lo cual
se cumplird inmediatamente lo pedido, sin siquiera tener la necesidad de calcular las integrales
respectivas. ll

240




Adicionalmente, no solo podemos utilizar estas simetrias, si no que a veces puede ser ttil detectar
una sustitucién que simplifique en demasia los calculos. Revisemos el siguiente ejemplo:

(Problem a 3. 42J Encuentre el volumen de la regién encerrada por el plano z = 4 y la superficie

z=02c -yl +(r+y—1)°

Solucién:

Observe que incluso intentar escribir la integral iterada es complicado dado que no podemos
imaginar de forma sencilla cémo se grafica la forma cuadréatica dada en el enunciado. Para
deshacernos de este problema, hagamos:

u=2xr—-y ; v=r4+y—1 ; z==z

Haciendo esto la restriccion z = 4 se conserva, pero la segunda restriccién se convierte a z =
u? + v%e

De aqui se sigue que podemos integrar en el plano uv, obteniendo que la regién en uv es simple-
mente u? +v? = 4 (la interseccién del plano con el paraboloide). La componente z se moverd de
u? + v? hasta 4. Antes de integrar, calculamos el diferencial:

d(,y,2)

dV = dadydz = dudovd

V rdydz ‘0(%2)72) udvdz

Se tiene que:
ooz |2 PV d(w,y.2)| 1
—— =11 1 0|=3—|—F"—=|=<
0(z,y,z) 0 0 1 0 (u,v, z) 3

Sin embargo, dada la simetria radial de uv en el paraboloide, podemos hacer inmediatamente
la conversién a coordenadas cilindricas (lo cual inclusive pudo haberse hecho en el mismo paso
anterior). Es decir,

dudvdz = rdrdfdz

1 [2m 2 4
V = 3/ //rdzdrd@
0 0 r2

o [?

De esta forma,

= — dr — 3 dr
0
21 16
= — (16 - —
Ay
2 3-16
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%En efecto, la segunda restriccién es un paraboloide rotado que genera un sélido cuya tapa es z = 4. Al hacer
esta sustitucion lo Unico que estamos haciendo es trasladar, rotar y reescalar el paraboloide, lo cual son en la
préactica solamente transformaciones lineales.

[Problema 3_43) Calcule el volumen de la figura delimitada superiormente por el plano 3z +
4y 4+ 2z = 12 e inferiormente por la regiéon R en el plano xy que tiene por
bordes las curvas y = 0, y> =z y = + 2y = 3.

Solucién:

Partimos graficando la region en el plano xy, identificando cada una de las curvas:

= y = 0 — recta horizontal (eje x).
» y? = 2 — pardbola horizontal. Asume en este caso la forma y = /.

» 7+ 2y =3 — recta de pendiente —1/2.
Es decir, la region viene dada por:

1-
0.8
0.6 1
0.4 1
0.2 1

0

0 1 2 3

Nota: Mas de alguien puede preguntarse: ;por qué no la region de abajo? En este caso, dado que
el plano zy y el senalado en el enunciado deben engendrar un sélido con estas regiones planas
en el plano zy, esto es lo que debemos verficar. Dado que el plano 3z + 4y + 3z = 12 corta al
plano xy en la recta 3x + 4y = 12 y esta vez corta a su regiéon de mas abajo, debemos descartar
esta, por lo cual la region es efectiva y exclusivamente la primera.

El plano mencionado es un plano de normal 3x + 4y + 2z = 12, el cual nos permite delimitar
la componente z. Considerando que la otra componente es el plano xy — 2z = 0 —, entonces el
solido puede verse como:
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De esta forma, incluso sin poder imaginarse el plano superior es facil escribir la integral en la
coordenada z. Dada la region en el plano xy, podemos integrar primero en z y luego en y para

no tener que escribir dos integrales. Es decir,

12—3x—4y

1 p3-2y pliSecdy
V = / / / dzdzdy
0 Jy2 0

Esta integral puede ser obtenida por calculo directo a partir de la region polinomial. De esta

forma,

86

V=15

Ya revisamos en los problemas anteriores una aplicacion evidente de las integrales triples: el calculo
de volimenes de regiones mas generales. Sin embargo, también tienen su aplicaciéon en el célculo de

masas y centros de masas, al igual que en las integrales dobles.

El planteamiento de este tipo de problemas esta mas que estudiado desde Calculo II, por lo cual se
aconseja revisarlo y siempre partir usando las expresiones simbdlicas de los diferenciales de masa y

momentos para calcular luego la integral completa. Es decir,

dm = p(z,y,2) dV, p es la densidad, dV el diferencial de volumen (depende de coordenadas)

dM,y, = zdm = zp (z,y, z) AV
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(Problema 3_44] Calcule la posicion del centro de masa:

Q:{(x,y,z)E]R3 : 1§x2+y2+z2§4,z§\/§}

suponiendo que p es constante.

Solucién:

Partimos graficando la region. Corresponde al volumen encerrado entre casquetes esféricos a los
cuales se les recorta la parte superior, z > 2:

Observe que dada la simetria de la region se puede concluir inmediatamente que:
r=y=0

ya que las integrales de los momentos respectivos de anularan. Lamentablemente, zZ no correrd
la misma suerte ya que no se conserva la simetria. En este caso,

M,

ry

%

z =

Al escribir la integral de la region explicita, podemos notar que la integracién no sera del todo
sencilla ya que habrd un cambio en la definicién del extremo z (o r en cilindricas) y esto generard
dos integrales. Si bien es posible realizar el cdlculo, lo cual resultara tedioso, podemos notar que
si bien los centroides no son aditivos, los momentos si lo son. De modo que,

Mwy - Mxye - Mxys

donde el primer momento corresponde al de la esfera completa y M,, al de la parte superior.
El primer momento es evidentemente 0 por la simetria de la funcién (bajo el mismo argumento
anterior) y M,,. corresponde al momento de la rebanada superior, el cual resulta més sencillo
de escribir como integral. Es decir, ahora estamos integrando un sélido como el siguiente:
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-2

Dada la evidente simetria esférica, utilizaremos coordenadas esféricas. Usando ¢ € [0,27] y
0 € [0, 7] tenemos que:

dV = r?senf drdfdy

En este caso, es evidente que ¢ € [0, 27| pues existe simetria en el plano zy. Ahora bien,
2>V2 = reos > V2

Como @ en este rango de angulos de la rebanada genera cosenos positivos, y no nulos entonces

escribimos: Y /3
2 2
— <r<?2

r >
cos cosf —

donde r es la parte superior de la esfera. Analogamente, 6 partira en cero y llegara a la interseccién
con z = v/2 en la capa exterior. Es decir,

2cos9:\/§—>9:£

donde nos quedamos con 7/4 ya que es la tnica solucién que nos sirve en el intervalo. De esta

forma,
2 pw/4 0 P2
M., = ///z dV = / / / 3 cos @ sen @ drdfdyp
o 0 0 V/2/ cos

or [T/ 4
- cosf senf [ 16 — do
4/, cos* 0

T w/4 w/4
= 5 16/ cos ) sen 0 do —4/ tan @ sec? # do
0 0

-~ -~

(1) (2)
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La primera integral se calcula notando que cosf senf = %sen 20 v la segunda haciendo u =
tan @ — du = sec? § df. De esta forma,
M,y ==

Anélogamente,
V=V.-V,

4 28
donde V. es evidentemente la resta de los volimenes de las esferas % (23 -1) = =

De forma analoga,

Ve = / / / r? sen 0 drdfde
\f/ cos 0

B /4<8 2v/2 sen
0

3 cos> 0

2m m/4 m/4
= 5 8/ sen0d6’—2\/§/ tan 6 sec® 0 do
0 0

La primera integral se evalia directamente y para la segunda se emplea la misma sustitucion
sugerida para la parte anterior. De esta forma,

-2 (oo

) sen # drdfdey

Observacion: También era vélido (y de hecho un poco mas sencillo) hacer coordenadas
cilindricas dada la aparicién del extremo en z. En efecto,

2 2 Va—r2
sz:/ / / rzdzdrdd =«
0 V2 V2
2 2 pNA—T2Z o
::/ /ﬁ/ﬁ rmmﬂez—-@—5¢@
0 V2 JV2 3

Observe que con este sistema de coordenadas simplificamos la primera integral en desmedro
de la segunda.

De esta forma,

0— M, -1
z= =

287 ~ 328 16 10
R S Y
g (-2 FogrgV

Finalmente, las coordenadas del centro de masa simplificadas son:

3
j) 772 - ana_—
(#.9.7) < 124—10\ﬁ§)
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(Problema 3_45] Sea R el conjunto de puntos en el espacio tales que:

PP +2<4 y 2+yP4+(2—-2)7<4

Calcular la masa de R si la densidad de masa en cada punto es

(2.9, 2) !
r,,2) = =
piEY 24 y? 4 22

Solucién:

. Qué solido R caracterizan las desigualdades anteriormente mencionadas? La primera desigual-
dad delimita el interior es una esfera de radio 2 centrada en el origen. La segunda desigualdad
indica el interior de una esfera de radio 2 centrada en (0,0, 2), luego es facil imaginar el sélido
como sigue a continuacion:

Sirven los que se encuentran dentro de la primera esfera, pero al exclusivamente al exterior de
la segunda, razon por la cual debe ser la interseccion de ambos elementos.

Al igual que en la pregunta anterior, observamos simetria en el eje x y eje y tanto en la regién
como en la funcién a integrar, razén por la cual inmediatamente deducimos que:

=0y y=0

Sin embargo, para la coordenada z lamentablemente tendremos que realizar integracion. Observe
que esta interseccién de ambas superficies esféricas se obtiene en:

i+ = 4
Py (-2 = 4
=22 (2-2°=0—-22(22-2)=0—2=1

En dicho punto ambas esferas generan una curva caracterizada por una circunferencia. En efecto,
dicha circunferencia corresponde a z2 + y?> = /3. Es evidente que en este plano se, z = 1, se
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genera simetria radial, por lo cual lo mas cémodo puede resultar en realizar una integracion en
coordenadas cilindricas a partir de este.

En efecto, si hacemos z = rcosf, y = rsenf, z = z, entonces ¢ € [0,27], r € [0,\/3} y
despejando z de ambas superficies esféricas con esta sustitucién, z se moverd desde la segunda
circunferencia ,z = 2 — /4 — r2, hasta la primera, z = /4 — r2. Luego, integrando, y notando

que la densidad se convierte a
1

r2 4+ 22’

entonces la integral para la masa se escribe como:

V3 A 2 A2
m = / / / dzdrd@ = 27T/ arctan (M) —arctan <24T) dr
2 /4 7,2 T 0 T T

y para el momento como:

2 Vai—r2
sz - / / / B 2dzdrd9
2 m etz

= 27 / / o dzdrdQ
24—z T

Haciendo u = 2z la integral es muy sencilla de calcular pues la primitiva es casi directa de
obtener. En efecto:
r? +4 —r?

V3 V3
M,, =m rlo dT‘——T('/ rlo <2— 4—r2) dr
/ /0 gr2—|—4—4\/4—r2—|—4—r2 0 °

Haciendo u = r se puede calcular la integral anterior, obteniendo asi:

p:

(Problema 3.46] Calcule la masa del solido €2 determinado por las inecuaciones:

1§x2—y2§4 ;o 1 <ay<3 x2+y2§z§2(x2+y2)

TYz

si la densidad viene dada por p (z,y, z) = i
zt—y

Solucién:
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En otras palabras, tenemos que calcular:

e

Evidentemente tal cual como estan las expresiones, puede resultar dificil, si es que no imposible,
realizar los célculos. Por lo tanto, tenemos que escoger con muchas astucia una sustitucion
pertinente para poder calcular la integral de forma sencilla.

Observemos con detencién las expresiones tanto de la regién como de la densidad. Notemos que:

TYZ TYZ

vt =yt (22 +y?) (22— y?)

Son expresiones recurrentes zy, 2 — y? y, aunque no tan evidente, z/z% + y* pues aparece tanto
en la densidad como expresado indirectamente en la tercera restriccion de la regién. Proponemos
entonces el cambio de variables:

u o= a®—y’
= 2y,
z
w o= =,
x? + y?

Calculamos el jacobiano de la sustitucién, obteniendo asi mediante el procedimiento de derivacién
que:

2x —2y 0
d(u,v,w) y x 0 .
(9(:1‘:,y,z) - - 2xz - 2yz 1 -
(@2 +y2)° (22412 2+

Las regiones se convierten en:
1<z?—y?’<4—1<u<4

1<aey<3 —1<0v<3
x2+y2§z§2(x2+y2)—>1§w§2

En otras palabras,

W5 = st (L) () (f )

Evaluando cada una de las primitivas, concluimos que:

/// = AV = 6log2
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(Problema 3_47] Se considera el sélido €2 descrito por:

Q={(z,y,2) eR’ : 2€[0,1], 2" +y* — 22 (1 — 2) <0}

Asumiendo que la distribucién de masa dentro de S es tal que p (z,y,z) =
1 — z, determine:

(a) la masa de €.

(b) la ubicacién del centro de masa de €.

Solucién:

Como siempre, tratamos de imaginarnos ). En este caso, no resulta para nada sencillo. Sin
embargo, dado que tenemos clara libertad para mover z en [0, 1], hagamos un corte para un z
fijo, luego podemos completar cuadrados y notar que:

Py —2e(1—2) = 22—=20(1—2)+(1—2)"—(1—2)"+4°
= [b- (1= +¢" —(1-2)

Es decir, la restriccion es equivalente a que:
o= (1 =2 +y* < (1-2)°

Se sigue que para z fijo, cortando el sélido en dicho plano generamos una circunferencia de radio y
centro (1 — z). Al aumentar z, ird disminuyendo el radio y el desplazamiento de la circunferencia,
con lo cual se genera una especie de “cono en diagonal” como el siguiente:
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., Cémo integramos este solido? Es evidente que la ultima variable a integrar sera z, y luego
vamos integrando corte a corte en los planos paralelos al xy.

dm:,udV%m:///udV
Q

Integrando en z y siguiendo la idea de los cortes, podemos notar que puede resultar muy practico
escribir la integral de la siguiente forma:

1
m:/ //udA dz
' S(2)

Observe que cada una de estas areas corresponde a una circunferencia, razén por la cual podemos
realizar la integracién en coordenadas polares, haciendo en este caso:

(a) Sabemos que:

r—(1—2) = rcos(0)
y = rsen ()

conrentre 0y 1—2zy # entre 0 y 2x. El diferencial de area sigue siendo el polar, i.e. dA = r drdéd.

Con esto,
2m 1—z
//,udA:u/ / rdrdd = m (1 - 2)°
o Jo

S(2)
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De esta forma,

1
m:7r/ (1—2)3dz:ﬁ
0 4

(b) Procedemos de forma andloga al paso anterior, pero ahora integrando con mas cautela. Dado
que el cono tiene una forma diagonal, solo podemos detectar una simetria en el eje y con y = 0,
no asi en el eje z y en el eje x, donde deberemos calcular las integrales.

En primer lugar,

dM,, = pzdV

Es decir,

1 1
M,, = / //,usz dZ:TF/ Z(1—2)°dz
0 0
S(z)

= WB(2,4)=W%
1! x 3!
T

Se resolvié haciendo uso de las funciones Beta y Gamma (ver problemas sobre integrales dobles
respecto al tema). Es posible realizar los mismos calculos con lo aprendido en célculo de una
variable, pero resulta significativamente méas tedioso. Entonces,

T 1
Mwy:%—) Z:g

Ahora calculamos para la coordenada x:

M,. = /01 //udi :/Ol[u/o%/olZr2cos(9)+r(1—z)drd91dz
S(z)
_ /01(1—2) [/02 (1;3)3M+ “‘22)3019] B

= ﬂ/01(1—2)4dz

oo
5
Es decir,
M, 4
rT = —— = —
m 5)

Finalmente, las coordenadas del centroide vienen dadas por:

1

(faga 2) - g (4>Ov 1)
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Propuesto Calcule el volumen encerrado entre el elipsoide y cono de ecuaciones respectivas:

2 2 2 2 2 2
T Y z¢ T Yoz
ZTEtaTl Y Gty a

3.3. Integrales n—muiltiples (x)

En esta seccion opcional revisaremos brevemente las integrales para un orden de integracion superior
a 3. Muchas veces, principalmente como divertimento matematico, se tratan las integrales n—ésimas
en su forma general, lo cual requiere la aplicacién de principios de induccién o bien un tratamiento
muy acabado de sucesiones y expresiones generales, lo cual complica de sobremanera estos problemas.

Partamos revisando algunos problemas sencillos para comprender la idea:

(Problema 3_49) Calcule el valor promedio del producto de cuatro nimeros si cada uno de
estos varfa en el intervalo [0, 1].

Solucién:

Por calcular la integral:

1 /Lot 1 1 1 1
I = / / / / ryzw drdydzdw = </ x dx) </ ydy> </ zdz) (/ w dw>
LJo Jo Jo Jo 0 0 0 0

Es decir,
1

16
En general, para el promedio de los n niimeros se tiene que:

I

1
]71 = o n=>1
271

(Problema 3.50) Calcule el volumen del rectdngulo en R": Q = [ay,b1] X -+ X [ay, by]. Utilice
integracion directa.

Solucién:
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La integral directa es:

by pbo bn

V, = / / / dxydasy - - - dax,
(I'l 0’2 a’lL
n b
k=1" %k

Es decir,

Los problemas anteriores resultan sencillos como calentamiento. Sin embargo, basta notar que la
dificultad puede aumentar significativamente al intentar calcular algo como el volumen de una esfera.

(Problema 3. 51) Demuestre que el volumen de una esfera en R™ de radio unitario viene dada

por:
2
7Tl_[/ sen” pdy

Propuesto: Demuestre que V,, satisface la relacion de recursion:

n—1

V., = Vn_l/ sen” 2 pdp n>2
n 0

Solucién:

Para la conversién (xq, o, ..., x,) — (1,01, ...,0,) se tiene que:

1 = rsenfysenb,---senb,_ocosb,_;

Ty = rsenfysenby---senf,_ssenb,

r3 = rsenfisenfy---cosb,_s

r = rsenfisenly---sent, _(x_2)cosl,_x_1)
T, = Trcosb

Esto se puede demostrar de forma inductiva sin mayor dificultad. Se tiene entonces que:

sen @y senfy ---senf, o cosb, 1 rcosfysenfy---senf, _osenb, 1 ce —rsen @y senfy - - -sen 0, |
sen @y senfy ---senf,, _osenb, 1 rcosfsenfsy---senfb, osenb, 1 ce rsen@q senfy - --senb,,

d(x1,...,Tn) :
9(7"91)”')9” 1) - senOlser)02»user\0”,(k.72> cosO,L,(;‘,.,U 'r'cosOlser\02-<-serlo,”7(k72) cosO,I,(k71> 77‘sen01ser)02»-<ser\0”,(k.,

cos 01 0 0 0
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Se puede entonces demostrar, nuevamente mediante argumentos inductivos, que:

a (;L'l ..... [L'n) n—1 . k
’ ) = r't H Sen ek
O(r,01,....0, 1) e

Por calcular:

1 21 s s n—2
V, = /-/(1:1:1 ceodx, = / / / . / <r”‘_1 H sen® 9k> drdf,dfy - --db,,_,
, Jo Jo Jo 0 1
Qn N———
k;*Q veces
1 ) 2
= </ r"_ldr> </ d91>

Jo Jo

n—2
Finalmente,

H/ sen” 6,d0;,
50

n—2

2 " 1
Vo= = H/ sen” 0,d0,| W
n e 0

Hecha la pregunta anterior, resulta entretenido realizar la siguiente, aplicando los conocimientos
adquiridos sobre las funciones Beta y Gamma:

[Propuesto] En este ejercicio demostraremos que el volumen de una esfera

n—dimensional también puede escribirse como:

71.11/2

Indicacion: Si usted ya estudio las propiedades de la funcion Beta y Gamma en
el problema anterior respectivo, parta entonces demostrando que:

Vi =

F(I<:+1)
/2 —

/ senkxdx:g-k—2
0 1‘(§+1>

y con ello concluya lo pedido.
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4. Integrales de linea

4.1. Integrales de linea para funciones escalares y vectoriales

Ya hemos estudiado integrales sobre funciones escalares. Lo que ahora estudiaremos son integrales
que asocian a curvas en el espacio un escalar especifico. Estas se conocen como integrales de linea.

En esta seccion y las venideras se requiere un conocimiento muy acabado de las definiciones, teoremas
e hipotesis, ya que solo con ellas se puede resolver los problemas de la forma adecuado. Por esta razén
es que partiremos revisando algunos conceptos de curvas.

Repaso de conceptos de curvas
En primer lugar revisamos las definiciones basicas de curvas, ya estudiadas en Calculo II:
Definicién 1:

= Se define una curva como un conjunto unidimensional en R™ que se ve representado por una

funcion R — R"™ denominada parametrizacion.

= Sea [ una curva y A su parametrizacién, entonces I' es continua si existe una parametrizacién
que lo sea.

= La curva I' se dice derivable si existe una parametrizaciéon A tal que

o A+ h) = A()

h—0 h

existe para todo t € I. Como es un conjunto con preimagen R, entonces la curva asimismo es
diferenciable.

= Sea A : R — R" continua, se define

/ab X(t)dt = (/b A (t)dt, ..., /ab )\n(t)dt) (4.1)

Recordamos que practicamente toda curva admite mas de una parametrizacién, de hecho, infinitas
(basta con recorrer la misma traza de la curva con distinta rapidez). Se dice por lo tanto que la curva
es reparametrizable.

El siguiente concepto natural sobre trazas es obtener su medida caracteristica: su longitud.

Definicién 2: Sea I' una curva en R” con parametrizacién X (t) diferenciable. Se define entonces la
longitud de arco como:
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dado que dz; = X, (t) dt, entonces:
ds

<= [Fw| —>s(t):/at

X (1) H dt (4.2)

Y recordamos finalmente algunas definiciones simbdlicas:

Definicién 3: Simbélicamente se define el vector tangente a la curva como:

- -
=X () — Al =X ()t

pero componente a componente se tiene que dz; = \; (t) dt, con lo cual
A0 = (day, ..., day,)
Desde ahora utilizaremos estas representaciones de forma intensiva.

Agregaremos dos definiciones que permiten caracterizar geométricamente el comportamiento de la
curva.

Definicion 4:
= Se dice que una curva I' es simple si para a < t; < t5 < b (no necesariamente extremos) se
tiene que A(t1) = A(t2) = t1 = a,ts = b. Es decir, se evita que la curva se intersecte a si misma.

= Se dice que una curva I es cerrada si A(a) = A(b) (el punto inicial de la traza es igual al punto
final). En dicho caso, utilizamos la notacién:

/F 4l = ggdé’ (4.3)

Definicién 5: Sea I' una curva de Jordan (simple y cerrada) suave a tramos. Por lo tanto, por el
Teorema de la Curva de Jordan, sabemos que encerrara una region que denominaremos R. Se dice que:

s [ tiene orientacion positiva si recorre siempre en el sentido contrarreloj. Es decir, R esta a la
izquierda del vector tangente T" cuando se recorre la frontera de la region.

= [ tiene orientacion negativa en caso contrario.

Si I' tiene orientacion positiva, entonces se usa la notacion —I' para indicar que tiene orientacion
negativa.

Complementamos estos conceptos con una ultima definicion acerca de las regiones que delimitan las
curvas:

Definicién 6:

] §ea D C R”;Se dice que D es conexa si para todo x,y en D existe una curva I' C D tal que
Ata) =x y A(tp) = y. Es decir, existe una curva que los una.
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= Se dice que D es simplemente conexa si es conexa y toda curva de Jordan en D sélo encierra
puntos en D. Asi, B(0,1)\{0} no es simplemente conexa.

Integracién sobre campos escalares
El primer tipo de integrales de linea que estudiaremos son aquellas definidas sobre campos escalares.

Definicién: Se define un campo escalar como una funcién f : R®™ — R. A cada punto del espacio
R™ se le asocia un valor escalar.

Considerando que esta funcién puede representar densidad de masa o carga, entre otras caracteris-
ticas, es de interés integrar cada elemento de la curva con el punto de la funciéon asociado. Es decir,
estamos sumando infinitos diferenciales de masa (o segin corresponda al caso). Cada uno de estos
elementos estard representado por la densidad y un diferencial de largo. Es decir, para una funcién

p(x);
dm=p(x)ds=p [X(t)} ‘

Esto da lugar a la siguiente definicion:

X’(t)” dt

Definicion: Sea f : ' CR" — R con I' : R — R" una curva suave. Se define la integral de
linea de f alo largo de I' como

/Ffdsz/abf[i(t)]]

Con X(t) parametrizacién cualquiera de de I.

X’(t)H dt (4.4)

Se puede demostrar que la integral anterior es independiente de la parametriacion si esta es in-
yectiva. El procedimiento es andlogo a demostrar que la longitud de arco es independiente de la
parametrizacion.

(Problema 4_1] Calcule la masa de la curva z2/3 + yz/ 3 = 1 si la densidad lineal de masa
viene dada por p(z,y) = 3y* — 2.

Solucidn:

Partamos reconociendo la curva: corresponde a un astroide, el cual puede graficarse como sigue:
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Si bien la figura es simétrica, no debemos caer en la tentacion de integrar solo un cuarto de ella,
yva que el campo escalar es solo simétrico con respecto al eje x.

Dada la definicién, lo primero que debemos hacer es parametrizar la curva. Si recordamos que
cos? 0 +sen’f = 1

entonces basta hacer z (t) = cos®t e y (t) = sen®t para cancelar la potencia 1/3 y cumplir asf
con la parametrizacion y la condicién de la curva. Entonces,

3t - B 2t .
A(t) = (COS t) cont € [0,2n] — dl = ( ScosThsen )dt

sen’ 3sen?t cost

Es decir, ds = 3v/cos*t sen?t + cos?t sentdt = 3 [sent cost|dt. Entonces,
2m
I = 3/ (3sen’t — 2cos’t) [sent cost|dt
0
2 ‘ 2 )
= 9/ sen®t |sent cost|dt — 6/ cos®t |sent cost|dt
0 0

Para la primera integral, cotejando los gréficos por separado de sen®t y [sent cost| notamos que
la primera tiene periodo 7 y la segunda periodo 7/2. Dado que la funcién completa es positiva,
hacemos:

2T s
9/ sen®t [sent cost|dt = 18/ sen®t [sent cost|dt
0 0

Sin embargo, notamos que sen®t es simétrica respecto al eje x = 7/2, con lo cual podemos
incluso hacer:

2 w/2
9/ sen®t [sent cost|dt = 36/ sen®t sent costdt
0 0
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lo cual nos aporta la gran ventaja de eliminar el moédulo en el intervalo de integracion. Finalmente,
hacemos u = sent — du = costdt, con lo cual dicha integral se puede calcular con facilidad:

2w 1
36 9
9/ sen6t|sentcost|dt:36/ wdu == =72
0 0 8 2

Para la segunda integral notamos que existe una simetria par en torno a x = 7, siendo la primera
integral periddica de periodo 27. Por esta razén, se generara un producto de dos lébulos cuya
area se cancelard (pues, siendo ain méas precisos, cada uno de los 16bulos integra cero al ser
simétricos en torno a x = 71/2). Para que se note de mejor forma, observar la siguiente gréfica
con cada una de las funciones en rojo y azul y en verde la funcién resultante.

0.5 1

NERE
NIE
|

|

-0.54

De esta forma la segunda integral se anula. Finalmente,

[Problema 4_2] Calcule la siguiente integral de linea:

x
——ds
/r VvVt +y?

donde I" es una vuelta de la hélice de radio r y de paso 2.

Solucién:

Ya es sabido cémo parametrizar una hélice. Se define el paso de una hélice como la diferencia de
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altura en el eje z cuando esta realiza una vuelta completa. Una hélice de paso 27wb se parametriza

como:
rcost
Ay (1) = | rsent

bt

En este caso el paso es 27, asi que nuestra hélice corresponde a:

cost —rsent
A(t)=[sent | = XN (t)=| rcost | =>ds=+v1+r2dt
t 1

Reemplazando y considerando que solo deseamos integrar una vuelta, podemos hacerlo de 0 a
27

us

/\/7(15—/ rcos ( \/1+7 dt =v1 72/ cos (t) dt

Finalmente,

T
s =
/l—‘ / ./If2 _|_ !/2

20 de 27 a 4w o de € a £ + 2. jPor qué todas son validas? ;Sdlo por la simetria de la curva?

Integracién sobre campos vectoriales

El tipo de integrales anterior tiene un campo de aplicacion bastante limitado. Las principales apli-
caciones fisicas de las integrales de linea son sobre campos vectoriales. Partamos redefiniendo este
campo:

Definicién:
» Una funcién F : R" — R” se denomina campo vectorial. Asocia a cada vector x un vector F(x)
en el mismo subespacio. Es decir, cada coordenada de F(x) es una funcién F; : R® — R.
= Un campo se dice de clase C" si cada una de sus componentes es una funcion de clase C™.
Se suele asociar graficar esta relacién asociando el vector direccién F(x) en el punto x. Esta forma
de graficar se denomina campo de direcciones. Esta idea puede ser ttil para describir campos de

velocidades de fluidos en un tubo, un campo de fuerzas en un espacio R? o R?® donde a cada punto
x se le asocia una fuerza F(x) o un campo electrostatico producido por una carga eléctrica g.

En la siguiente gréfica se presenta una ejemplificacién de un campo de direcciones para F(x,y) =
(vy, 2%y):
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Figura 4.1: Gréfica del campo de direcciones para F(x,y) = (zy, 2%y).

Se dice que un campo es continuo y/o diferenciable si cada una de sus componentes lo es.
Definicion:
» Se definen las lineas de campo de un campo R™ como conjuntos unidimensionales en R™ (curvas)

tales que su tangente va en direccién de F. En particular, enR? una curva y = y(z) que sea
linea de campo debera verificar que
! F2 (SL’, y)

v= Fl(xay)

» El campo F : R” — R" F(x) = ax se denomina campo radial.

Como observacién, si f : R™ — R es una funcién para la cual todas sus derivadas parciales existen,
entonces Vf es una funcién R” — R y corresponde a un campo vectorial.

Una vez claros estos conceptos podemos definir la integracién sobre un campo vectorial. Dado un
campo vectorial que representa el campo de fuerzas para una particula, la motivacion es cuantificar
el trabajo necesario para mover dicha particula desde un punto a hacia un punto b.

Sabemos que fisicamente el trabajo se define como fuerza por el desplazamiento. Es decir,
W =F-d vy diferencialmente 0W = Fds

Se utiliza el simbolo § para senalar que el trabajo puede depender de la trayectoria seguida por el
cuerpo. En este caso, nos enfrentamos a un campo vectorial F : R" — R” y una curva I' suave

parametrizada por \. La fuerza en el instante t estard dada por F(A(t)). El vector direccién estara
determinado por el vector tangente unitario, con el propésito de no distorsionar la fuerza ejercida.
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Luego, haciendo el producto punto entre ambos vectores obtenemos el diferencial de trabajo a inte-
grar:

valor escalar de la proyeccién

_ F (X(t)) - ﬁ
— F(X(t)) - N(t)dt

X’(t)H dt

Integrando sobre todo el intervalo, se llega a la siguiente definicion:

Definicion: Sea F : U C R” — R” un campo vectorial continuo y I' una curva suave contenida
en U parametrizada por A(t) con t € [t,,tp]. La integral de linea de F a lo largo de I' se define
como

/ F.di= / ‘g [X0)] - % ¢y a (4.5)

Para una curva suave a tramos I' ="y U ... UT', con I'y suave y I' conexa se tiene que

AR
/FFd Z

k=1

/ F-dl, (4.6)
IV

Notaciones alternativas: Dado que utilizamos la representacién simbélica d¢ = (dzy, ... ,dxn)T,
entonces también podemos utilizar la notacién:

/F-dZ:/Fldx1+---+Fndzn (4.7)
r r
Cuando la curva o camino A es cerrada, se usa la notacién:

%F-di:yﬁFldxl+...+Fndxn (4.8)
T r

Partamos con un problema basico, en el cual solo se debe aplicar correctamente las definiciones
anteriormente entregadas.
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[Problema 4.3] Exprese el trabajo realizado por el campo de fuerzas F (z,y) = (5z + 3y) it
(14 cosy)j en una particula moviéndose en direccién contraria al sentido
del reloj alrededor de una circunferencia unitaria centrada en el origen como

una integral de la forma:
b
|

No evaltie ni simplifique la integral.

Solucién:

Hacemos lo que se pide siguiendo exactamente la definicion. Una parametrizacion para la cir-
cunferencia unitaria que se recorre en el sentido contrario a las agujas del reloj viene dada por

X(t) = (COS t) —dl = <_ sent) dt cont € [0,27].

sent cost

Reemplazando el campo en la parametrizacion:

5cost+ 3sent
1+ cossent

Entonces,

27
/F-dﬁ—/ [—5costsent—Sse112t+Cost+costcossent} dt
r 0
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(Problema 4.4) Considere la regién rectangular R con vértices (0,0), (1,0), (1,4) y (0,4). La
frontera de R, es la curva I' = R consistente en los siguientes segmentos:

» I';: de (0,0) a (1,0). w '3:de (1,4) a (0,4).

» ['y: de (0,4) a (0,0).
» ['y:de (1,0) a (1,4).

Considere el campo vectorial:

~
.

F (z,y) = (cosxseny) i+ (xy + senx cosy) j

(a) Determine el trabajo de F (z,y) a lo largo de I" orientada en direccién
contraria al sentido de las manecillas del reloj.

(b) (Es el trabajo total a través de I'y, I’y y I's menor, mayor o igual que
el trabajo a lo largo de I'? Explique su resultado.

Soluciodn:

Calculemos el trabajo en cada una de las curvas por separado siguiendo la orientacion propuesta
en el problema:

» [';: parametrizamos con (¢,0) con ¢ € (0, 1). Luego,

/F-di—o
I

» T'y: parametrizamos con (1,t) con ¢ € (0,4). Luego,
. 4
/ F-dt= / t +sen(1)costdt =8+ sen (1)sen (4)
I 0
» ['5 : parametrizamos con (¢,4) con t € (0,1). Luego,
- 0
/ F.-dl = / costsen(4)dt = —sen (1) sen (4)
I's 1

» [';: parametrizamos con (0,t) con t € (0,4). Luego,

/F-df_()
Iy
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Finalmente,

%F-dfl/F-dZ+/F-dh/F-dﬂ/P-dﬁg
JT I Ty JI'3 JTy

Al agregar el trabajo de I'y se mantiene constante el valor del trabajo con respecto a I, lo cual
se explica porque el trabajo sobre I'y es nulo en este campo.

Antes de continuar con todos los problemas restantes, revisemos un ultimo teorema importante en
la definicién de integrales de linea, referente al signo de la integral dado el sentido de recorrido de la
parametrizacion.

Teorema: Sea F : U C R™ — R" un campo vectorial continuo y X : [a,b] — R™ una parametrizacién
suave de la curva I' y sean ¢ : [c,d] — [a,b] una funcién sobreyectiva suave y i : [c,d] — R" el
camino p = A o ¢. Entonces,

(a) Si¢(c) =ay ¢(d) =b, entonces

‘/Fdﬁ:/Fwﬁ
r I
/F-dﬁ:—/F~dX
I T

Es decir, cualquier reparametrizacion conserva el valor de la integral salvo el signo, el cual esta
determinado por la orientacién que siga la curva. No solo eso, con tal de que se conserven los extremos
en la nueva curva, el valor de la integral seguird siendo el mismo mientras la traza sea igual.

(b) Si ¢(c) =by ¢(d) = a, entonces

(Problema 4.5) Sea F (z,y) = (v +v) i+ (z—y)j. Calcule:

/F-di
T

donde T es la curva recorrida en sentido positivo entre los puntos (a,0) y
(—a,0), de ecuacién b*z? + a’y* = a’b*.

Solucioén:

La curva senalada corresponde a una semielipse recorrida en sentido positivo. Podemos dividir
por a?b? para parametrizar facilmente la curva:

+2 =1

2.2, 292 252 L7
b*x” + a“y fa,b%a2 2
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Hacemos entonces:

X(t) = <a o (t)> —dl = <—asent) dt cont e [0,n]

bsen (t) beost
En las ecuaciones del campo se obtiene:
- st + bsent
F </\) _ acost + bsen
acost —bsent
Es decir,

™

—a?cost sent — absen®t + abcos®t — b2 cost sent dt

/F-dZ - /

JI J0

/7T (a® + b?)
0 2

0

ab cos 2t — sen 2t dt

pues estamos integrando cada una de las funciones en un periodo. Es decir,

/F-dZ_o
I

(Problema 4.6) Considere un disco delgado de radio rg centrado en el origen y en el plano
z = 0. Ademas éste se encuentra cargado uniformemente con densidad o. Se
sabe que el campo eléctrico E generado por esta distribucién para un punto
arbitrario del eje z es:

o 1 N
=—[1- —— |k
260

1 + (7’0/2)2

E(z)

donde ¢ es la permitividad del vacio. Calcule el trabajo realizado por el
campo al mover una carga g desde el centro del disco hasta el infinito a
través del eje z.

Solucioén:

Sobre la base de conocimientos basicos de electromagnetismo, sabemos que F = ¢E, con lo cual

tendremos que:
W = / F-dl
r

Una curva que se mueve exclusivamente sobre el eje z positivo desde el origen hasta infinito
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puede ser:

Es decir,

- 1
w22 [T ——
€0 Jo 1+ (ro/2)*

Integramos directamente buscando la primitiva. Para ello primero reacomodemos términos:

1 B z : (2> 0)
it o? VT

Observe que la primitiva de 1 es sencilla de calcular. La primitiva de z/1/22 4+ ¢ se obtiene de
forma directa haciendo u = 22. De esta forma,

o o
w =17 z—/22+718 :q—'r'o
260 0 260

donde el extremo infinito se obtiene tomando el limite, y este de forma rapida notando que en
infinito /22 + r¢ & z y por lo tanto los términos z y /22 + r¢ se anulan en infinito®.

?Se deja propuesto al lector hacerlo por la via convencional si asi lo desea, pero llegara al mismo resultado.

(Problema 4_7j Sea ~ la curva que se produce de la interseccion del plano y = x con el
paraboloide z = x? + y2, contenida en el primer octante. Sea

cosy cos x s YCoST .
F _ sy g (_cosT k.
(7,9, 7) 2(1—|—2z)1+(2(1+2z)+seny)‘]+1+2z

(a) Determine los puntos p € «y para los cuales el trabajo realizado por F
a lo largo de v desde el origen hasta p sea 1.

(b) Sean p; y p2 dos puntos cualesquiera del inciso anterior. Determine el
trabajo realizado por F a lo largo de v desde p; hasta p-.

Soluciodn:

Si este problema se desarrolla de forma sistematica, y apegandose a las definiciones, resultard
ser sustancialmente mas sencillo de lo que parece. Partamos imaginando la curva que se nos pide
parametrizar: intersectar el plano y = x con libertad en z con el parboloide z = 22 4+ 2. Debiese
obtenerse una curva como la siguiente:
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Luego, la parametrizacién viene intuitivamente dada por:

1
XO)=|t | =di=1]dt ; 0<t<oo
2t* 4t

pues con ella se cumple la pertenencia a ambas superficies (ambas ecuaciones se satisfacen).

Adicionalmente, ¢ se mueve entre 0 e oo pues todos estos puntos garantizan la pertenencia al
)

primer octante.

(a) Calculemos el trabajo para un punto arbitrario y luego igualémoslo a 1 para encontrar los
puntos pedidos. En este caso,

F(X) cost ¢+ cost N ; ¢+ tcostlA{
= —1 ———————— +sen
21+ 42)  \2(1 1 4) I T

Entonces,

1 2
- cost cost 4t* cost
F-d¢ = t+ —dt
L /0 d(i+a) Ta(igar) M T e

t*
= / cost + sentdt = sen (t*) + 1 — cos (t*)
0

Es decir, buscamos de acuerdo al enunciado aquellos t* tales que:

sen (t*)+1—cos(t") =1

269




— sen (t*) = cos (t¥)
— tan (t*) =1

T
Despejando obtenemos que: t* = — + kw con k € N para garantizar asi puntos en el primer

octante.

Finalmente, los puntos p son de la forma:

/4 + km
pPr = /4 + km
2 (m/4 + kn)?

P2 .
/ F.di
P1

Y

(b) Por evaluar a través de ~:

siendo p; y p2dos puntos cualesquiera de los anteriores. Si bien ya tenemos calculada la expresion
general para un punto cualquiera (y por lo tanto, se puede evaluar directamente reemplazando),
podemos ser astutos y notar que:

p2 . P2 ~ p1 o
/ F-dfz/ F-df/ F.-d/
pP1 0 0
¥ Y ol

Pero ambas integrales desplazadas desde el origen realizan un trabajo de una unidad, por lo
tanto:

(Problema 4_3] Sean u,v : U C R? — R de clase C'. Dada una curva I' C U suave a tramos

se define:
/udv 2 /uvxdx + uv,dy
r r

Sean f,g : U C R? — R de clase C! y v C U una curva suave a tramos,
cerrada y que no contiene ceros de f. Demuestre que:

dg g
Y_hLq
§’§f D !

Solucién:
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Analicemos cada una de las expresiones de acuerdo a la definicién dada. En primer lugar,
d
%9 %-@— m+?@

Analogamente,

9 qiedh I ey O
yg\fi/df §l§f2fxda?+f2fydy

u

Por demostrar entonces que:

g
d+yd—¢ﬁﬁm+ = f,dy

v f f?

o equivalentemente, usando propiedades de la integral de linea:

6 9% 9\
Yg(f f?f)d+<f f2fy>dy !

Sin embargo, notemos que:

9 9 fgx—fxg_ﬂ(g)
fo= "0 7

con lo cual

9r _ 9 9 _ 9 _ £(£> 2(£) B (g)
Yg(f 72 $>d“<f f?fy>dy fax 7)oy 5 ) fv i)

pero V (%) A=V (%) (X) X (t)dt = % <%> (X) dt, con lo cual

fo(a) - () a- ()

Dado que X (¢ f) = X (t;) por ser una curva cerrada concluimos que:

9o _ 9 9 9 _ dg _ [ 9
§’§<f f”)d“(f foy>dy 0<—>§1§f D df .
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(Problema 4.9) Bienvenida al célculo variacional. Sea el campo F (z,y) = 3y i+3z].
Encuentre un camino que una (0,0) con (1,1) minimizando el trabajo rea-
lizado por F.

Solucién:

Si bien existe una metodologia mucho mas elaborada para resolver este tipo de problemas, dentro
del campo del Calculo Variacional, aqui lo resolveremos de una forma mas bien intuitiva.

Partamos buscando una expresion lo mas simplificada posible para el trabajo realizado por este
campo. Digamos que la curva en general es de la forma y = y (z). Entonces, A (z) = (z,y (z))
con x entre 0 y 1 de acuerdo a las condiciones del problema e imponiendo la restriccion de que

y(0)=0ey(1l) = 1. Luego, 1
7= ()

/F F-d¢t= /0 1 3y (z) + 3zy/ (2)] d

El problema de optimizacién puede “formularse” entonces como:

Entonces,

min /0 [3y° (z) + 3zy/ (2)] da
s.a. y(0)=0

y(1)=1
y (x) continua a tramos

. Nota algo distinto versus los problemas optimizacion habituales? No estamos buscando un pun-
to 6ptimo para una funcién dada, estamos buscando una funciéon que minimiza un funcional®
(la integral en este caso).

Para resolver este problema, trabajemos un poco la integral. Para ello, observe que aparece una
derivada de ¢/’ (z) en el segundo término. Para dejar todo en términos de y, integremos por partes
haciendo:

{u = — du =dx

dv=y (z)dz —v=y(z)ds
Luego,

—/Oly(x)dx

/0 [3y° (z) + 3y (z)] dz = /0 3y* (z)da + 3 | vy ()

De las condiciones de borde y (1) = 1, con lo cual:

/0 [SyQ (I) + 31‘3/ (x)] dr =3+ 3/0 [yQ (1’) —y (1‘)} dr
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Minimizar la segunda integral —nuestro objetivo— es mucho mas sencillo de lo que parece.

Notemos que:
. 1 1
y-y=\¥y-3 1
1

/01 [3y° (z) + 32y (2)] dxzz—i—/ol {y(m)—§rdx

Dado que 9/4 es un nimero fijo en la expresién, no tenemos mas opcién que minimizar la
integral, la cual es siempre positiva o como minimo nula al tratarse de una integral de términos
cuadraticos.

con lo cual

En efecto, a integral como minimo puede ser nula. ;Cémo logramos eso? Haciendo que en todo
el intervalo y (x) sea exactamente igual a 1/2. Es decir, como primera aproximacién deberfamos
definir

para cumplir lo pedido. Sin embargo, esto no satisface las condiciones de borde impuestas (y (0) =
Oey(l)=1).

Una primera aproximacion bastante burda es definir:

(0 siz=0

six e (0,1)

<
—~
8
N~—
I
|

1 siz=1

\

la cual efectivamente minimizaria el trabajo y seguiria siendo continua a tramos e integrable.
Sin embargo, no cumple con el requisito de “unir” los puntos, solamente de incluirlos en la curva.

Una mejor aproximacion entonces es definir una curva a tramos de la siguiente forma:
= De (0,0) a (0,1/2) en linea recta — se sigue realizando trabajo cero pues la direccién de
la curva (hacia arriba) es ortogonal al valor del campo (F ~ (3y?,0)) en este tramo.
= De (0,1/2) a (1,1/2) en linea recta. La integral se anula completamente.
= De (1,1/2) a (1,1) en linea recta. Se agrega un pequeno monto de trabajo que es muy

sencillo de cuantificar, pero que efectivamente minimiza el trabajo realizado.

Bajo la definicién de esta curva se cumple lo pedido.
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Este problema se deja exclusivamente como divertimento respecto a la tematica y como intro-
duccién al tema, ya que es un campo de estudio completamente ajeno al objeto de estudio en
este instante.

%Un funcional es un operador que recibe una o mas funciones y les asocia un unico escalar. Un ejemplo tipico
de ello son en efecto las integrales definidas.

Calcule la integral de linea:

/ (2zy° + yz) dz + (32°y” + 22) dy + zy dz
r

donde T es un camino cuyo punto inicial es p = (0,0,0), cuyo punto final es
(1,1,1) y cuyo camino se obtiene al intersectar las esferas z? +y> + 22 =12 y
2P+ (2 —r) =12
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Sean p y q dos puntos en R3. El objetivo de este ejercicio es probar que la

distancia méas corta entre dos puntos es la linea recta que los une. Sea f
[a,b] — R3 un camino de clase C! tal que f (a) = p, f (b) = q.

(a) Sea v € R?® un vector unitario. Considere la funcién ¢ : [a,b] — R dada
por ¢ (t) = f'(t) - v. Demuestre que:

b
/qwﬂﬁﬁz(q—plv

(b) Use la Desigualdad de Cauchy-Schwarz con los vectores f' () y v para de-

mostrar que
b b
[ ewars [Crwa

(c) Considerando el vector unitario v = ﬁ, demuestre que:
qa—-p
la—pll < £(f)

(d) Concluya que la distancia mas corta entre p y q es la linea recta que une
estos dos puntos.

(e) El Principio de Fermat plantea que la luz recorre el camino que garantiza
un paso Optico estacionario, definido como:

/Fn(s)ds

Demuestre que en un medio homogéneo (i.e. n (s) constante) la luz describe
una trayectoria recta.

4.2. Campos conservativos, funciones potenciales

De observaciones realizadas en problemas anteriores cabe realizarse algunas preguntas: ;cuando existe
una funciéon f : R™ — R tal que para el campo F : R" — R” se cumple que F = ﬁf? O bien,
.depende el valor de la integral de linea de los extremos de la funcién o importa la traza del camino?
Estas consideraciones mateméticas muchas veces han sido realizadas en problemas fisicos.

Estas interrogantes se responden con el siguiente teorema:
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Teorema: Sea F : U C R” — R” un campo de clase C* (k > 0), entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) F es el campo gradiente de una funcién f : U C R® — R de clase C*1.

(b) La integral / F-dlalo largo de un camino cualquiera X [a,b] — R"™ de clase C*
r

depende solamente del punto inicial X(a) y final X(b) del camino X.

c) La integra -d¢ a lo largo del camino cerrado X : a,bl — R™ de clase es igual a
(¢) L glyngﬁllgdl do X : [a,b] — R™ de clase C! es igual

r
Cero.

Dado que se logra una comprension a cabalidad del tema revisando la demostracion, esta se adjunta
y se recomienda revisarla.

Demostracion:

(1 — 2) Aplicando la hipdtesis y la definicién:

/FF-dZ:/Fﬁf(X(t))-X'(t)dt

—

d - — —
Vimos en un apartado anterior que &f (A(t)) = V(A1) - N(t)dt. Por lo tanto,

/F-dZ = [ FON(E))dt
= fO\®) = F(Xa)

/F F-di'= f(A(b) - f(X(a)) =0

Sean A\; y Ao caminos suaves que comparten su punto inicial y final. Entonces, el camino

(3

— 2)
A=A+

(—A2) es un camino cerrado. Se tiene que

0 = %F-d?z/ F.-d/
I )\14’(7}\2)
— /F.d1?+/ F.-d¢
/\1 —/\2

— /F.dZ— F-d/
/\1 )\2

/F-dZ:/ F.d/
)\1 )\2
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i.e. el valor de la integral es independiente del camino, y solo depende de las extremidades de este.

(2 — 1) (Solo para interesados) Se realizard este trabajo para una sola componente. Sean py un punto
cualquiera y p = (x1,...,2,) € U. Consideremos la curva suave I' que va desde pg a p, luego

— p —
/F-déz/F-dézf(ml,...,xn)
r Po

yva que F es un campo conservativo. Es decir, existe una funcién dentro de infinitas para expresar esto
que difieren en una constante y hemos escogido aquella tal que f(po) = 0. Como U es abierto, existe
r > 0 tal que B(p,r) C Dy por lo tanto, para |h| < r se tiene que p’ = (x1+h, za,...,2,) € B(p,7).
Ademas,

/

p’ . p . p .
p 1 P

0 0
/

p —
_ / Fdl+ f(z,... o)
P

Consideremos @(t) = (z1 + t,x9,23,...,2,) con t € (0,h). Como el campo es conservativo, es
independiente de la trayectoria, y por lo tanto

/

/p Feal = "E@) - F

ya que ¢'(t) = é;. Luego, consideramos la definicién de derivada parcial:

of . flar+hyxe,.. x,) — flog,..,2,) ] p’ S
0_:1:1 = }ng(l) h —}llli%g /p F-dl+ f(z1,....20) = flz, ... 20)
1 [k
h—0 0 T.F.C.

0 0
Es decir, ofF = Fi(x1,...,2,). Luego, andlogamente —— = Fj(xy,...,x,) para todo j =1,...,n.
8x1 8$j

Concluimos que F = V f

Dado que hemos demostrado 1 —+ 2 — 3y 3 — 2 — 1, entonces hemos demostrado todas las posibles
secuencias de caminos. Con ello se demuestra lo pedido. B

El teorema anterior motiva la siguiente definicién:
Definicion:

» A todo campo F : R" — R”" que satisfaga una (y por lo tanto todas) las condiciones del
teorema anterior se le denomina campo conservativo o independiente de la trayectoria.

= A la funcién f @ R™ — R que satisface que v f = F se le denomina funcion pontencial.
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Cabe realizar algunas observaciones al respecto antes de continuar:

» La funcién potencial de un campo conservativo no es tinica. Basta notar que si f es una funcion
potencial, entonces f + ¢ con ¢ € R también.

» El teorema anterior es 1til para estudiar las propiedades de un campo conservativo, pero no es
practico para decidir si el campo es o no conservativo.

Una condicién necesaria pero no suficiente para descartar conservatividad de campos viene dada por
el siguiente teorema:

Teorema: (Condicion necesaria) Sea F : U C R™ — R™ un campo vectorial conservativo de
clase C* tal que F = ([}, ..., F,), entonces se cumple que
oF;  OF;
(%cj N (9951

(Vi # j)

Si U es convexo, esta condicién también es suficiente. (4Por qué?)

Demostracién: Del teorema anterior, se tendra que existe funcién potencial f de clase C**! tal que

Fzﬁf.Luego,
:<8f of 8f>

Oxy Oxy’ 7 Ox,

0 . . . L
Como F; = —f se puede derivar con respecto a j y se verifica el lema de Schwarz, ya que la funcién

8%2‘ ’
es de clase C**!. Es decir,
8E~: of _ of :8Fj -
@l’j 8%3% &vlﬁx] 8[)32
Observacion: Estas son condiciones necesarias pero no suficientes. No podemos garantizar que un
campo es conservativo porque se satisfacen (pero si negarlo en caso de que no se cumplan). Sin
embargo, si se puede garantizar que el campo es al menos localmente conservativo en alguna bola

B,.

Este teorema se convertira en condicion suficiente una vez manejemos el Teorema de Green.

Determinacion de la funcién de potencial

Para el calculo de integrales de linea puede requerirse la determinacién de la funcién de potencial
f, pues puede simplificar significativamente los cédlculos (siempre es mas cémodo trabajar con una
expresion escalar que una vectorial). Para ello, existen dos caminos:

1) Introducir una curva

Consideramos la curva X [0,1] — R™ tal que X = t(zy,...,x,) con tescalary zy, ..., z, constantes.
Con esto,

1
/F-dZ = /(Fl(txl,...,txn)xl—|—...+Fn(tx1,...,txn)xn)dt
r 0
1
_ /Gl(xl,...,:c) Pt + . /G 1 un(f)dt
0
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donde se asumié que la funcién es seperable, de modo que Fj(tzy, ..., tx,) = Gi(xy, ..., x,)u;(t).
Luego,

/F.dZ: FOM) = FRO) = flan, 2 sz (21, ... ")/o ()t

= flz,...,x,) = inGi(xl,...,xn) /1 w;(t)dt
; 0

Hacemos f(0) = 0, pues serd una constante. Recordar que, las funciones f(x,y) £ f(0) también son
funciones potenciales.

2) Integrar (el método habitual)

Haremos el procedimiento para R2, se puede extender por analogfa a R3. Si F es conservativo, entonces
existira funcién escalar f tal que F = V f. Podemos considerar que

Mzy) = Fiay)= 2
Ng) = Faog) =5

Luego, tendremos que
fla) = [ Moo+ (o)

puesto que al derivar, toda expresién independiente de x desaparece. Luego, derivando con respecto

ay: of ~ N(zy) = 8% (/ M(Q;’y)dl’) +4'(y)

¢(y) = N(z,y) - a% ( / M(x,y)dx)

Si resulta que aparecen términos x, entonces la suposicion de que el campo era conservativo era
falsa. Contra lo que se puede pensar, esto efectivamente es asi si el campo es conservativo. Notar que
derivando con respecto a x esta expresion se verifica que:

o, ON 9

_ oy 9 /M(x,y)d:x

Despejando g(y):

Oor  Oyox

ON OM
- Oz y
=0

Integrando ¢'(y) para obtener f(z,y):

o = [ (8o =2 ([ i) )
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Finalmente,

P = [Mepdes [(Vawn - 2 ([ y@nar))a (19)

Evidentemente, no es recomendable memorizar esta formula.

Utilizando todas estas ideas, estamos en condiciones de realizar los siguientes problemas:

_ 2 _ a2\ _ s :
(Problema 4.12) (a) Muestre que F (z,y) = (32° — 6y°) i+ (4y — 12zy) j es conservativo.

(b) Encuentre f (z,y) escalar tal que F (z,y) = Vf (z, 7).

(c) SeaT lacurvaz =1+¢°(1—9)°, 0<y <1 Calcule/F~dZ
r

Solucioén:

(a) y (b) Dado que por ahora solo disponemos de la condicién necesaria, no es suficiente probar
que:

OF, OF,

oy  Ox

Por esta razon, es que habitualmente se aprovecha la tipologia de estos problemas y se encuentra
la funcién potencial de inmediato. Con eso demostramos que es conservativo y a la vez calculamos
la funcién de potencial.

Utilizaremos el procedimiento descrito en 2). Suponiendo que 6,}" = F, entonces debera cumplirse

que:
0
8£ = 322 —6y2 — f(x,y) = 7 —6xy2+c(y)

Pero esta funcién que acabamos de determinar debera cumplir adicionalmente que su derivada
con respecto a y sea la que ya conocemos, esto es:

)
af = —12zy+ (y) =4y — 122y = ' (y) = 4y
y

Efectivamente no aparecié ninguna contradiccién. ¢ (y) depende exclusivamente de y. integrando,
c(y) =2y* +d

con d € R, el cual podemos hacer arbitrariamente cero ya que nos piden solamente una funcion
escalar. Luego,

f(z,y) =2 — 6zy” + 2¢°

Con esto se demuestra lo pedido. l
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(b) Sin preocuparnos demasiado por la grafica en cuestién, podemos notar que una parametri-
zacién de la curva es: -
At)= 1+ (1-1t%),t) contel0,1]

donde identificamos inmediatamente el punto inicial como X (0) = (1,0) y el punto final X (1) =
(1,1). Luego, dado que el campo es conservativo deducimos inmediatamente el valor de la inte-
gral, sin necesidad de hacer calculos adicionales:

/F~d€:f(1,1)—f(1,0):1—6+2—1
r

— /F-dZ:—4
T

(Problema 4_13) Sea F (z,y,2) = (2xsenz, ze¥, 2% cosz + €¥), (r,y,2) € R3. Pruebe que F
deriva de un potencial.

Solucién:

Existen dos formas de hacer esto:

» Como F estd definida en todo R?, basta probar que V x F = 0 e invocar el Teorema de
Stokes.

= Encontrar dicha funciéon de potencial.

Como repaso, haremos lo segundo. Sea f dicha funcién de potencial, entonces debera cumplirse

que:
af— . o 2
B 2usenz — f(z,y,2) =x"senz + ¢ (y, 2)
T

Reemplazando con esta funcién de potencial en la segunda componente:
oc

ve — Y — Y
ay(y,z) ze¥ = c(y,z) = ze¥ +d(2)

Es decir hasta ahora f (z,y,2) = 2% sen z + ze¥ + d (z). Reemplazando en la tercera componente:

Oc
— =a’cosz+e! +d (z)=x

0z

2cosz + Y

—d (2)=0—d(z)=d
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Haciendo d constante arbitrariamente cero, concluimos que

f(z,y,2) =x*senz + ze¥

es tal que F = ﬁf y por lo tanto F es conservativo. B

~
.

(Problema 4.14) Sca F (z,y) = azyi + (e 4 22°)].

(a) Encuentre a de modo que F sea conservativo.

(b) Para el valor de a encontrado en (a), encuentre una funcién potencial
para F.

(c) Para el mismo valor de a de las partes anteriores, determine el trabajo
realizado por F a través de la curva (¢, cos (t)) con 0 <t < .

Solucién:

(a) y (b) Recordemos la condicién necesaria para que F sea conservativo. Si F = (P, @), entonces
debera cumplirse que:

or  0Q

—=——ar =4z

oy  Ox
Entonces a = 4. Si bien ya sabemos que esto no garantiza por ahora de modo alguno que sea el
valor buscado, es el uinico candidato posible, pues cumple la condicién necesaria. Cualquier otro
candidato NO genera un campo conservativo, razén por la cual si no se cumple para este valor,

entonces no hay valor de a que satisfaga lo pedido.

Para demostrar que es conservativo para este valor, encontremos la funcién de potencial para
asumiendo a = 4 y de paso respondemos la parte (b).

Supongamos que F = v f con f la funcién a buscar. Entonces f deberda cumplir que:

gf; = dzy — f(z,y) = 22y + c(y)

Derivando,

of =¥+ 227 =222+ (y)

y

Entonces ¢ (y) = e¥ — ¢(y) = ¥ + d. Haciendo d = 0 concluimos finalmente que la funcién de
potencial es:

fla,y) =20y + ¢

y exclusivamente cumple la condicién pedida.
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(b) No es més que calcular la integral de linea sobre y = cos () entre x = 0y x = 7. Es decir,
p2 = (m,—1) y p1 = (0,1). De esta forma,

/F.dff(w,—m—f(o,m—27r2+el—e

(a) Considere F (x,1, z) = (y2cos (z) 4+ 23) i+ 2ysen () j+ (3222 + 22) k.
Demuestre que es conservativo y encuentre f escalar tal que F = V f.

(Problema 4.15)

(b) Sea G (z,y,2) = F (z,y, 2) + (2%,0,0). Calcule

/G-di
T

si I' es una curva que se mueve secuencialmente y en linea recta entre
los puntos (0,0,0), (1,1,0) y (0,0,1).

Solucién:

(a) Este caso es similar a problemas anteriores, solo que se agrega una variable adicional. Ya
sabemos cémo proceder: encontramos la funcién potencial y con esto demostramos lo pedido.

Integremos primero la componente y por simplicidad: la funcién potencial f debe ser tal que:

0
O — aysen () = 7 (a,y,2) = y7sen (2) + ez, 2)
Y
Luego,
of 2 3 2 dc
—— =y cos(x)+z° =y cos(x)+
Sy cos () 4 =y cos (1) +
Entonces igualando las ecuaciones segunda y tercera se obtendra que:
e 3 3
— =2 ,2) = +d
o~ © c(x,z) =xz (2)

por lo cual hasta ahora f (z,y, z) = y*sen (z) + x> + d (z). Reemplazando en z:

of

5, 3v22 + 22 = 3122 + d' (2)

Es decir, d' (2) = 22 = d (2) = 2* + e con e = 0 asumiendo una funcién potencial en particular.
Concluimos entonces que:

f(x,y,2) = y*sen (v) + 22° + 2

y se demuestra asi lo pedido. l
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(b) Observe que trabajamos con una suma de campos, y ya sabemos por propiedades de la

integral de linea que:
/(F1+F2)-dZ:/F1-dZ+/F2-dE
r r r

para dos campos cualesquiera del mismo orden. Entonces,

/G.dZ:/F-dZJr/(Z?’,o,o).dZ
T I

Dado que F es conservativo, entonces

[ Fai= 7000~ £0.0.0) =1
I

pues son los puntos final e inicial de la curva respectivamente. Sin embargo, es facil notar que
(22,0,0) no es conservativo. En efecto,

oF, 0F3

— =32#40="

0z 7 ox
(salvo si z = 0). Por lo tanto, tendremos que calcular la integral de linea por definicién. Para ello,
por comidad podemos dividir la integral de linea en dos: un tramo que une los puntos (0,0,0) y
(1,1,0) y otro tramo que une (1, 1,0) con (0,0,1). En otras palabras,

/ (2%,0,0) -dZ:/ (2%,0,0) -dZ+/ (2%,0,0) - df

r I Iy

Es facil notar que la primera integral se anula inmediatamente, puesto que esta curva yacera en
el plano zy y por lo tanto en ella la coordenada z siempre se anulara, de hecho para cualquier
curva que tomemos. Dado que la integral contempla el campo (23,0, 0) al evaluarlo en la curva
este se anulara para todo punto del recorrido, por lo cual la integral de I'y es cero®.

Para la integral de I'y requeriremos parametrizar una recta que comienza en (1, 1,0) y termina
en (0,0,1). Ya sea por tanteo o por los métodos aprendidos en Calculo II, es fécil determinar
que una parametrizacion valida para este caso es:

1—t —1
Xt)=[1-t] =dl=|—-1|dt contel01]
t 1

Evaluando en el campo obtenemos (23,0,0) = (3,0,0), con lo cual la integral se escribe simple-

mente como: .
- 1
/ (2%,0,0) - dl = —/ 3dt = —=
I 0 4

B 1 3
G- dl=1-—-="
/F 1 1

Finalmente,
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“De hecho, notamos que para z = 0 si se cumple la condicién necesaria, por lo que incluso es facil notar que
por conservatividad en el plano, podriamos haber tomado cualquier otro camino, parabdlico por ejemplo, y haber
obtenido el mismo resultado al evaluar la integral de linea.

(Problema 4_1@ Calcule el trabajo realizado por la fuerza F = (z + 2, y?, ) sobre el arco de
hélice parametrizado por z (t) = rcost, y(t) = rsen(t) , z(t) = at y que
une los puntos a = (r,0,0), b = (r,0, 27a).

Solucién:

El campo si es conservativo (vea que el rotor se anula). Buscando su funcién de potencial nos
convenceremos aiun mas de ello. Integrando en la tercera componente:
of

=7 = x,Y,z) =xz+clz,
P f(x,y,2) (z,y)

Integrando en la segunda:

3 3
g‘]yc = 2; =y = c(n,y) = %—l—d(i) — f(z,y,2) :JJZ—F%—FCZ(:L')

Reemplazando en la primera:

2
gf—z+d’(x)—;E+z—>d’(:1;)—x—>d(a:)—x2+e
T

Haciendo e = 0 de forma arbitraria, obtenemos la funcién de potencial es

2 3
f(x,y,z):%—i-xz—i-%

Finalmente, por conservatividad:

r2 2
W = f(r,0,2ra) — f (r,0,0) = §+27Tar——

2
=W = 2rar|
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(Problema 4.17) Sea F : R? — R® definida por

F(z,y,2) = (6" (zy2® + yz) ,xze™, ™ (2°yz + 2y))

Calcule la integral de linea del campo F a lo largo de las siguientes curvas
para t € [0, 1]:

(4 53 — 32 — 2t

e (sinh (5t%)

In (1 + 6t°)
sinh (5) ) .

In (7)

e con (9 - cosh (> —t) —1
(b) X2 (t) = (1 (t2 —t+ 1), sen (t3 + 3t% — 4t), i) )

Solucién:

Evidentemente intentar evaluar las integrales de linea de forma directa puede convertirse en un
procedimiento en extremo tedioso. Por lo tanto, tratamos de determinar la funciéon de potencial
de F y después simplemente evaluamos en los extremos.

Buscamos f (x,y,z) tal que F = Vf. A simple vista, lo mas sencillo parece ser integrar en y
primero pues en la expresién de F no hay dependencia de y en la segunda componente. Entonces:

gf =xze" = f(x,y,2) = vyze™ + c(x, z)
Y

donde debemos determinar ¢ (z, z). Reemplazando en la primera ecuacion:

of

, Oc ,

) yzewz +xy22€xz i .IyZQGIZ +yzemz
Ox ox

oc

- —=0—c=c(z
e (2)
Es decir, por ahora la constante ¢ depende exclusivamente de y. Reemplazando en z:

0 . Oc ,
—f = zye + 2’yze™ + — = xye® + riyze™”
0z 0z

—d(z)=0—c(z)=d

Haciendo d arbitrariamente cero concluimos que:

f(z,y,2) = xyze™
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Por lo tanto, el campo es conservativo, y las integrales de linea simplemente se evalian en el
) Y
punto final e inicial. Es decir,

Wo=f[Xitp)] = £ X))

(a) Se tendra que:

Wl—/ F-dl'=f(1,1,1)— f(0,0,0) = ¢

A1

(b) Anélogamente,

WQZ[ F-dl = f(0,0,0) — f(0,0,0) =0

A2

(Problema 4.18) Sobre el dominio D = {(z,y,z) € R3 : 2% + 22 > 0} considerar la forma
diferencial

ar + bz x

(a) Determine a y b de modo que w = df para alguna funcién f de clase
C! en el dominio D.

(b) Sea F = Vf. Calcular el trabajo desarrollado por la fuerza F para
desplazar una particula desde el punto py, de coordenadas (1,0,0) al
punto py en coordenadas (1,2m,0), en los dos siguientes casos:

a) A lo largo de la recta que une p; con ps.

b) A lo largo de una hélice
x(t)=cost , y(t)=t , =z=sent.

(c) Explique el resultado obtenido en la pregunta (b).

Solucién:

(a) La notacién empleada puede resultar un poco confusa, pero una vez comprendida, notard
que no es nada que no se haya preguntado antes. Recuerde que el teorema de Taylor plantea
que:

fx+h)~ f(x)+Vf-h

Entonces, si nos desplazamos ar (un diferencial muy pequeno de desplazamiento), se tendra que:

F(x+d0) = £ () + ¥ f-dl
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Simbdlicamente hacemos df = f (X + df‘\) — f(x), con lo cual

df =Vf-dl).

Estas representaciones simbdlicas, ampliamente utilizadas en Fisica, tienen bastante sentido: una
variacion pequena en f evidentemente dependerd de la direccién (la tangente de la curva) en
que nos desplacemos, y viene dada por la proyeccion del gradiente en la direccion. Esto es algo
que tratamos de asimilar desde que se interpreté geométricamente el gradiente.

Observe que la forma diferencial w puede compactarse como w = F - d¢ donde

ax + bz, s r o~

F="0 -
22+ 22 yJ 22+ 22

y 4l = (dz,dy,dz). Buscamos demostrar entonces que existe una funcién escalar f tal que
w = df, o bien - - -
w=F -dl=df =Vf-dl

Con encontrar a y b tales que v f = F se cumplira lo pedido, o equivalentemente: ;para qué
valores de a y b F es conservativo? De acuerdo a lo ya estudiado, los primeros candidatos los
obtenemos a partir de la condicién necesaria:

VxF=0

donde sea que F esté definida. Tenemos que:

b (2% + 2%) — 22 (az + b2) N (22 + 22) — 2227 ;

VxF=0i+ (:L‘2+z2)2 (1}2—1—22)2 J+0k

Debemos anular la segunda componente con los valores escogidos. Para ello, reordenamos tér-
minos:

b(x?+ 2%) — 2z (ax +bz) (22 +2%)—222 (b—1)2*+ (1 —-0b) 2% —2azz

@+ =)’ @ (@25 27

Requerimos que el denominador sea cero para todo valor de x y 2, con lo cual por igualdad de

polinomios:
y

son los tnicos candidatos que pueden generar un campo conservativo. Cualquier otra combi-
nacion de valores no cumplird con la condicién necesaria de conservatividad.

Ahora bien, para garantizar que de esta forma el campo es conservativo en D, debemos buscar
la funcién de potencial y asi demostrar lo pedido. Para ello, integramos mediante las técnicas
habituales. Partamos por la componente y, pues resultar ser lo més sencillo. Sea f la funcién de
potencial a buscar, entonces:

of 2

_ v
a_y_ —>f(x,y,z)— 2+C(ZE72)

288




Reemplazando en la tercera componente:

af  Oc x 1 dz
- = = — e d
0z 0z x2 + 22 —celz,2) x/1+(z/x)2+ (z)
Evaluando la primitiva:
2
. - _¥y _ -
¢(x,z) = —arctan (x) +d(z) = f(x,y,2) ) arctan (x> +d(x)

Reemplazando en la componente z, y asumiendo los valores dados de a y b:

of _ 1z aN_Z
%_1—4—(2/95)2 $2+d($)

Entonces, haciendo la constante arbitrariamente z, concluimos que:

2

f(z,y,2) = % — arctan <i>

X

y por lo tanto los valores de a y b encontrados son los inicos que generan una funcién potencial

de F.

(b) Para ser cautelosos, calcularemos cada una de las integrales de linea por definicién y haciendo
uso de la conservatividad.

Para ambos casos, por conservatividad:

P2 .
Wc:/ F-dl = f(1,27,0) — f(1,0,0) = 27
P1

Integrando de forma recta, una parametrizacién es:
X(t) = (1,t,0)
con t € [0,27|. Luego, dl = (0,1,0) dt y evaluando en el campo:
F-dl=tdt

Entonces el trabajo en linea recta seria:

27
W, = / tdt = 272
0

Es decir, coincide con el trabajo original. Ahora, parametrizando la hélice:

—

X () = (cost, t,sent) — df = (—sent, 1, cost) dt
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Reemplazando en el campo con los valores de a y b:
F (X) = senti +tj — costk

Es decir, en este caso

P2 . 27
/ F~d€:/ —sen’t +t —cos’tdt = 272 — 27
P 0

1

— | W), =272 — 2

con lo cual W), # W, a pesar de estar integrando sobre los mismos puntos.

(c) Este resultado es menos extrano de lo que se puede pensar si es que se inspecciona adecua-
damente D y se hace una revision exhaustiva de los conceptos involucrados. Para pensando en
el siguiente campo en R? a modo de ejemplo:

* ) —X
F* = ,
(;,52 +y? x2+y2>

Si bien es facil demostrar que ), — P, = 0, /se atreveria a conjeturar que toda integral de linea
depende exclusivamente de la posiciéon final e inicial? O equivalentemente, ;se atreveria a decir
que toda integral de linea cerrada da cero como resultado?

iNo! Ya vimos para este ejemplo que eso no es asi. Cualquier integral de linea que encierre a (0, 0)
dard 27 como resultado. Esto prueba que basta que haya un punto entre medio del recorrido de
la curva o que esta lo encierre parcialmente para que la integral no dependa exclusivamente de
las posiciones final e inicial o que equivalentemente el trabajo sobre toda curva cerrada sea cero.

.Y qué estd ocurriendo acd? Para todo punto tal que z = z = 0 (el eje y) el campo no estd definido
pues los denominadores divergen. Al recorrer en linea recta el campo no estamos encerrando el
eje y, de hecho nos estamos moviendo de forma paralela al eje (por lo que se dio la coincidencia
de que los trabajos recto y por punto final menos punto inicial coincidian). Sin embargo, desde
el minuto en que rodeamos al eje y con la hélice aparecen los problemas.

En conclusién, ocurre una suerte similar a lo que ocurre en el ejemplo de R?: la conservatividad
tiene que garantizarse en un abierto simplemente conexo, y este no es el caso, pues existe toda
una recta de puntos donde F no estd definida.
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[Problema 419] Sea F (.’E, Y, Z) — (_$2 j_ 2 07 72 f_ 22>'

(a) Demuestre que F es conservativo para {(x,y,2) : © > 0} y encuentre
un potencial para F.

(b) Sea C la curva que se obtiene al intersectar el plano x +y = 0 con el
elipsoide 22 + y? + 222 = 2. Calcule por definicién:

/F'dﬁ
r

.Es F conservativo en R3?

Solucién:

(a) Demostremos que es conservativo encontrando el potencial. Integrando la primera compo-

nente: of ] ]
z , x
P R R _21<x>2 — [ (z,y,2) = —arctan <;> +9(y,2)
+ i
z
Reemplazando en la segunda componente:
af _ 9y
—=_—=0-— ,2)=h(z
= 9(5,2) =h(2)
Reemplazando en la tercera componente:
of .
of __@ + 1 (2) = — h(z)=c

0z a2 4 22 x2 + 22

Es decir,

f(z,y,z) = — arctan <§> +c
z

probando asi la conservatividad. Bl

(b) Una parametrizacién para la curva, que llamaremos I, se obtiene de la simetria dada por el
elipsoide:

r = V2cosf
= —V2cosf
z = senf

Entonces, se tendra que:

Al = (—\[2 sen f, V2 sen 6, cos 9) de
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Asimismo,

F (D) = (_ sen 0 0 V2 cos 6 )

2cos20 +sen?f’ ' 2cos?6 + sen2

Por lo tanto,

L

F-dfd=—"——
1+ cos?26

2m \/_ \/_
F-dl = =4
/r a o 1+cos?f a0 / 1+00529

Haciendo u = tan (g), la sustitucién habitual para este caso, se tendra que:
1 2
1
/F~d€:8\/§/ T G = 4r
r 0 1+ U4

Por lo tanto, F no es conservativo en R?, en particular debido a que la curva encierra a la linea
(,y,2) = (0,y,0), en la cual el potencial se indefine.

Es decir,

(Problema 4_2@ Sea h : R — R diferenciable. Pruebe que el campo:

F=nh (\/m) (x,y,2)

es conservativo en R? — {(0,0,0)}.

Solucién:

Parta el lector por observar que existe una clara dependencia radial del campo. Digamos r =

V2?2 + y? + 22, entonces:

F=h(r)(zy,2)

Esto es un hecho muy importante, dado que comprender esto a su vez nos permitird notar que
la funcién de potencial —la cual buscamos para demostrar lo pedido— también debe ser radial.
Digamos entonces que f = f (r). Entonces,

af  Of or x
2T — ah (/22 2 1 22
Jxr  OrOx f(r),/x2_|_y2+22 . < Tty +Z>

Anélogamente,

of Y B
a_y_f (r)\/m—yh(\/ﬁ—l—f%—z?)

af z B
a—f (r)\/m—zh(\/xz—i-yQ—i-z?)
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Es decir, simultanemante debera cumplirse que:

‘ =zxh(r)— f'(r)=rh(r)

N R

/ Y - r "(ry=rh(r
f(?‘)\/m—yh()%f() h(r)

z

NZCEST

Las tres ecuaciones plantean que f debe ser tal que f' (r) = rh (r). Por lo tanto, debemos integrar
de modo de obtener la funcién radial que se busca. En particular, podemos por ejemplo hacer:

f1(r)

!

zh(r) = f'(r)=rh(r)

(r)

f(r) :/ wh (u) du — f'(r) = rh(r) por T.F.C.
3
y cumplira con la condicién de ser una funcion potencial. Finalmente, concluimos que:

/ /1.2+y2+22

3

flz,y,z) = uh (u) du

es una funcién potencial y por lo tanto el campo es conservativo en todo R? salvo el origen. l

Es facil notar que no se cumple en el origen puesto que la funciéon por regla de la cadena no
puede ser diferenciable en dicho punto y por lo tanto no se satisface la condicion necesaria.

(Problema 4.21) Sea C cualquier curva que une el punto (0,0,0) con (1,1,1). Calcular:

/y2z2 dz + 2zyz? dy + 2zy* 2 dz
c

Solucién:

El campo F (z,vy, z) = (y*2?, 2zy2z?, 22y°2) estd bien definido en todo punto y es claramente de
clase C'. Asimismo, se puede notar con facilidad que es irrotacional, es decir:

VxF=0

En consecuencia, podemos intuir (y probaremos) que existe una funcién f tal que F = qu , 1o
cual simplifica el cdlculo de la integral de linea. Integramos:
of

% - 222 — f(xayv’Z) - ZL’y222 +g(yvz)
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Luego,

0 0 0
o) =20y =20y + 20 (0.2) — B (1) =0 9 (2 = h (2
Finalmente,
0
8f =2xy*z = 202 + W' (2) — W (2) =0 — h(z) = ¢
2
Es decir,

fx,y,2) =y’ + ¢

Concluimos por conservatividad de campos que:

/y222 dz + 2zyz* dy + 2xy*zdz = f(1,1,1) — £(0,0,0) = 1
c

(Problema 4.22) Determinar si el campo F (z,y, 2) = (2zyz + sen x, 222, 2%y) es un campo

conservativo y en caso que lo sea encontrar su funcién potencial.

Solucion:

Probémoslo calculando la funciéon de potencial, de existir. Se tiene que:

0
8f = 2ryz +senx — x’yz — cos (z) + g(y, 2)
x
Ahora bien,
0
O 4t = a2 4 g(y,2) — 9(0.2) = h()
dy
Finalizamos determinando h:
al 2, 2 / / _ —
5y = © y=z"y+h'(z) — W (z) =0 — h(z) =c
2
Es decir,

F(2,,2) = 2%z — cos (x) + c|,

por lo tanto el campo es cosnervativo. B
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(Problema 4.23) Sea F = (e”seny, e” cosy, 2°).

(a) Demuestre que el campo es conservativo y encuentre una funcién po-
tencial.

(b) Se define f (x,y, z) como
(z,9,2)
/ F-d¢
(1,1,1)
Calcule f (x,y, z) para todo punto sobre una curva arbitraria y decida
justificadamente si f es una funcion potencial.

Solucién:

(a) Se procede de forma andloga. Digamos que f* es la funcién buscada tal que v f=F, porlo

cual debe cumplirse que:
af*
Ox

=e"sen(y) = [ (z,y,2) = e"sen (y) + ¢ (y, 2)

Reemplazando con esta funcion de potencial,

af . de @7
o =e cos(y)—i—ay—e COb(y)—)ay—O

Dado que no hay dependencia de y, entonces concluimos que ¢ = ¢(z) y no depende de y.
Reemplazando ahora en la componente z:

af
0z

d(z)==z

entonces se comprueba que ¢ depende exclusivamente de z /a esta altura el lector ya debe
convencerse de que el campo es efectivamente conservativo, aiin cuando no pueda calcular la

integral en z). Integrando,
3
d(2)=2>=c(2) = %er

Haciendo d = 0 de forma arbitraria,

23

f*(z,y,2) = €"sen (y) + 3

demostrando asi que el campo es conservativo. B
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(b) Observe que la integral se puede despejar explicitamente puesto que ya demostramos que el
campo es conservativo y tenemos la funcién de potencial f* (no confundir con f). Entonces,

v
(

1,1,1)

3 1
— | f(z,y,2) :ewsen(y)—k% —esen(l)—g

Notar que es una funcion de potencial es practicamente trivial puesto que si tomamos su gradiente
se elimina la constante:

Vf=V/f*=F

Ya estamos en condiciones conceptuales de revisar el siguiente problema, el cual explica todas las
motivaciones para llamar a este tipo de funciones conservativa, dejando en evidencia la conexién y
motivacion fisica de estos contenidos.

(Problema 4_24J Un poco de mecanica clasica. Sea F un campo conservativo y una parti-
cula de masa m que se desplaza a través de una curva I parametrizada por

—

A (t) desde el punto a hasta el punto b.

(a) Considere que existe una funcién escalar f(x) tal que F = —VJ.
Pruebe que:

fla)+ %m ’ N (t,) ‘2 = f(b) + % ) N (tb)H2

Interprete fisicamente este resultado.

(b) Propuesto: La ley anterior se conoce como la ley de conservacién de la
energia mecanica. Verifiquela para un cuerpo de masa m = 1 movién-
dose a través del campo de fuerzas F : R? — R? F (z,y) = (y,x) por
el camino X : [0,1] — R2, X(¢) = (¢, t%).

Solucién:

(a) Apliquemos adecuadamente todas las hipdtesis. Partamos en primer lugar notando que
F = —Vf implica que el campo es conservativo. Dada la linealidad del operador gradiente,
basta hacer g = — f para ver que se cumple la definicién de conservatividad. Luego,

/F-df_/ Vg-di'=g(b) - g(a) = f(a) — f (b)

Anélogamente, dado que el campo representa fuerzas, entonces la particula de masa m esta
sujeta a la Segunda Ley de Newton:
F=m\ (t)
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donde recordamos que para una parametrizaciéon cualquiera A (t) representa la aceleracién ins-
tantanea en el instante ¢. De esta forma,

b . b_’ . by .
/ F-dé_m/ X’(t)-de_m/ N(@t) - N (t)dt
a a t

a

2

1d
. Es

pero podemos identificar con lo ya estudiado en Céleulo IT que N’ (¢) - X (t) = =— ‘

> di
b . 1 ty . 2 1
/ F-cw:m/ dHX(t)H dt = =m
. 2" | @ 2

[gualando ambas expresiones:

X (1)

decir,

X(t,,)HQ L

2
o [¥ e

X (ta)

N (ta)

Ko — 5m = f (@)~ f (b)

‘ 2

1
—-m
2

N (ta)

b (tb)H2 N

—>f(a)+;m‘ 2:f(b)+;‘

De lo ya estudiado sobre curvas, sabemos que Y (t) representa la velocidad instantanea en el

instante ¢, y por lo tanto H/_\” (t)H representa la rapidez de la particula en el instante ¢t. Se sigue

. 2
N () H /2 representa su energia cinética en dicho instante.

por lo tanto que m ‘

Luego, considerando que f (p) es la funcién de potencial en el instante p, es intuitivo pensar
que este resultado enunciado que la energia mecanica en un campo conservativo se conserva ante
ausencia de perturbaciones externas (F la tinica fuerza actuando). He aqui la razén y motivacion
historica por la cual este tipo de funciones F se dicen conservativas.

Para el siguiente problema, basta demostrar que el campo es conservativo, un proceso mas que
sencillo, para demostrar y verificar el resultado anteriormente demostrado. Por lo tanto, ese
problema se deja propuesto al lector.

Antes de seguir, revisemos brevemente las condiciones necesarias de conservatividad en R3. Dado que
se tienen que cumplir todas las condiciones de igualdad en las derivadas parciales, podemos escribirlas
todas, pero de una forma en particular:

OF, OF, OF, OF,

8y:8z—>8y_8z:0

OF, _ OF, R oF, OF, _0
ox oy ox oy
oF, O0F, O0F, OF,
axzaz%&v_az:o

Recuerde el lector que el operador nabla se definia como:
G_ (200
Ox’ Oy 0z
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para el cual se pueden aplicar todas las operaciones vectoriales habituales, considerando en vez de
una multiplicacion de la derivada. Por ejemplo, ya estudiamos el caso del vector gradiente, el cual
puede entenderse como que el vector nabla se estd “ponderando” por el escalar f:

- (L59)

Oz’ Oy’ 0z
Definimos también el operador laplaciano, haciendo el abuso de notacion similar:
- - o 0? 0? 0? - Pf  O*f  O*f
A=VoVyV.V= — 4+~ 4+~ 2f
Vi=VeV Ox? * oy? * 022 -V Ox? + oy? * 022

De forma andloga, en lo que queda de curso emplearemos el operador nabla sobre campos, en vez de
las aplicaciones habituales sobre funciones escalares.
Consideremos F = (F, F,,, F,), entonces usando el operador nabla tenemos por ejemplo que:

OF, N O0F, N OF,
ox Ay 0z

V- -F=

La expresion V - F se conoce como la divergencia de F y en breve la estudiaremos en mas detalle.
Anélogamente, podemos incluso tomar el otro producto vectorial existen en R?: el producto cruz
entre V y F. De esta forma,

} 9 9 9| [(oF. OFN\. (OF, OF\. (0F. OF,\ .
F=|92 v 9 _ z  Uly\o [0y z \ 3 z z ) k 41
VxE=I50 5 B <ay az>‘ (891: @)”(m 82) (4.10)
F, F, F

La expresion V x F se conoce como el rotor de F y también la estudiaremos en mas detalle préxi-
mamente.

. De qué sirve todo este preludio? Podemos compactar con facilidad las condiciones necesarias de
conservatividad del campo en R? simplemente como:

F : R® = R? es conservativo — V x F = 0

(Problema 4.25) Pryche que F = (eyQZ + 2zy?, 2wy zey’?, xyzey2z> no es conservativo pero que

existe una funcién f = f (¢t) de modo que

G (z,y,2) = (€y2z + 2x1°, QxyzeyQZ +

f (ny) xy26y2z>
y )

es conservativo y encuéntrela.

Solucién:

Demostrar que no es conservativo no debiese ser complicado en cuanto a planteamiento, puesto
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que basta demostrar que alguna de las combinaciones de derivadas del teorema de la condicién
necesaria no se igualan. Es decir, en virtud de lo anterior, basta probar que V x F # 0.

Calcular el rotor puede ser bastante tedioso, pero notando que nos basta solo probar que una
componente no se anula, podemos elegir inteligentemente aquella que predecimos que no se anu-
lara. ; Cual? Seamos astutos, G se redefine posteriormente agregando una funcion exclusivamente
de x e y en la componente y, por lo cual calculamos la componente del rotor que involucra z e
Yy, la tercera:
0F, O0F,
ox oy

luego el campo no es conservativo pues no cumple la condicion necesaria. B

= 2yzey2z — 2y26y2z —dxy #0

Para G, observe que la misma anterior se reescribe como:

or, o,
ox dy

= 2yze?* + f’ (xy) — 2yze¥’* — day

haciendo uso de la regla de la cadena. Buscamos que esta componente sea cero para cumplir la
condicion necesaria. Entonces, debera cumplirse que:

Flay)=day — f (1) =4t = | f(t) =2 +¢

por lo tanto cualquier funcién de la familia de curvas 2t 4 ¢ cumplira la condicién necesaria a
priori. Revisemos las otras dos condiciones necesarias:
oG, 0G,
dy 0z

= <2xyey22 + 2xy?’zeyzz> — (QxyeyQZ + 2xy326y22> =0

0G.  0G, 5 o 4 e
or 9. Ve —ve =0

por lo cual f satisface lo pedido para cualquier valor de c.

Hasta ahora hemos demostrado que los f encontrados satisfacen la condicion necesaria VxF =0.
Al igual que para el caso R? estamos préximos a demostrar que bajo ciertas hipétesis adicionales
esta también es una condicién suficiente. Dado que por ahora no podemos hacer eso, debera
buscarse la funcién de potencial para:

G (I, Y, Z) - <ey22 + 2Iy27 2xy26y22 + 23329 + 27 x92€y2z)
Y

Integrando la primera componente con respecto a x:

0
% =" 4 20y? = g (1,y,2) = 2V * + 222 + 9 (y, 2)

Reemplazando en y:

9, 9,
S 2wyze? * + 222y + a (y,2) = 2xyze’™ + 227y + ‘
dy dy Yy
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oy g ‘
= Se W) == = p(y.2) = cln(y) + v (2)
Y Yy

entonces hasta ahora g (z,y, 2) = xe¥ * + 2%y* + cIn (y) + ¥ (z). Reemplazando en 2:

Jdg N ‘
0—'( = 22’ Y (2) = 2P s (2) =0 (2) =d

Haciendo d arbitrariamente z demostramos que la funcién de potencial es:

g(z,y,2) =2 * + 2% + cln (y)

y por lo tanto efectivamente toda la familia de curvas | f (t) = 2t* + c|satisface la conservatividad
de G. 1

Sea f : R — R una funcién de clase C! definida en R. Demuestre que:

}lgf(a:Q—iryZ) (rdx +ydy) =0

donde X : [a,b] — R? es cualquier camino cerrado.

4.3. El Teorema de Green

Partamos enunciando el Teorema de Green, el cual es el primer teorema importante del Célculo
Vectorial, y que posteriormente serd generalizado a R3 y posiblemente a dimensiones con n mayor!.

Teorema: Teorema de Green. Sea F : U C R? - R? F = (P,(Q) un campo de clase C* definido
en el abierto simplemente conexo U de R? (= F debe estar definido en todo punto). Sea S C U
una regiéon compacta (cerrada y acotada) con su frontera 0S™ positivamente orientada. Entonces

§és+ Fdl'= // (8—Q — 8—];) dady. (4.11)

donde X es una parametrizacién de la curva de clase C! cuya traza es 9S™.

Observacién importante: La regién por hipétesis es simplemente conexa, razén por la cual no
pueden producirse angostamientos en la regién (regiones del tipo dos tridngulos unidos por un vér-
tice). Luego, la frontera de la regién es una curva simple, esto es, no puede intersectarse a si misma
en ningin punto. ;Coémo podriamos aplicar el teorema si esto no se cumple?

INo es el objetivo de este curso, pero de hecho todos estos resultados quedan perfectamente generalizados en R™
mediante el estudio de las formas diferenciales. Pita Ruiz es un excelente texto para profundizar en estos tépicos.
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Un comentario: Observe que este teorema realiza una conexién entre fenémenos de contorno (la
integral de linea) de una regién para una funcién R* — R? y lo que ocurre al interior la regién para
expresiones diferenciales de esa misma funcion. Es siempre bueno tener presente el siguiente esquema
al momento de recordar y comprender este teorema:

contorno de S <29 G i terior de S
Este resultado es mucho més natural de lo que realmente parece, pues de hecho, ya lo hemos realizado
antes a lo largo del estudio de los cursos de célculo. ;Dénde? El Teorema Fundamental del Célculo
enuncia que siendo F' una primitiva de f, entonces:

b
/fmazF@—Fw

donde nuevamente, estamos evaluando el contorno de un intervalo (lado derecho de la ecuacién) e
igualdndolo a una expresion diferencial de F' (en particular, su derivada simplemente) dentro del
interior del intervalo.

iEn efecto! El Teorema de Green no es més que una generalizacién a R? de esta asociacién diferencial
contorno—interior. Terminado el estudio de este teorema, nos queda por estudiar el caso de R?,
donde existen dos de estas generalizaciones: el Teorema de la Divergencia y el Teorema del Rotor
(Kelvin—Stokes)?. Estos tres teoremas por su aplicacién practica son dignos de ser llamados los tres
grandes teoremas del Céalculo Vectorial.

El siguiente problema no requiere mas que la aplicacién del Teorema de Green, y serd nuestro punto
de partida para los préximos problemas.

(Problema 4.27) Utilice el Teorema de Green para calcular:

y{ <2y + V9 + xQ) dz + (5z + ™) dy
r

siendo I la circunferencia de ecuacién x? + y? = a? recorrida positivamente.

Solucioén:

Este problema tiene un caracter basico y solo busca introducir adecuadamente al lector a las
hipotesis y aplicaciones del teorema. Una de ellas, es simplificar drasticamente el célculo de
integrales de linea. ;Cémo? Convirtiendo un fenémeno de contorno complejo, a un fenémeno de
area mas sencillo de evaluar.

En efecto, ;seria sencillo evaluar la integral de linea parametrizando la curva? La respuesta es un
no rotundo. Sin embargo, observemos que el campo es indiscutiblemente de clase C!, la curva, la
region simplemente conexa y una parametrizacion para la circunferencia orientada positivamente
ya esté considerada por hipétesis del problema (en caso de haber sido con la otra orientacion,
basta anteponer un signo — al resultado final).

2Y el lector interesado puede continuar sus estudios con el Teorema de Stokes, el cual generaliza magistralmente
todas estas ideas para variedades diferenciales en R™.
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Entonces podemos aplicar el Teorema de Green. Digamos que P = 2y + V9 + 22y Q = bz +
edretany Fg decir,

55 (Qy +Vv9+ x2> dx + (Sx + earCtany) dy = // (8_@ — O_P) dA
r or Oy
S

P
pero 8—Q =5y aa— = 2, con lo cual:
Y

Ox

55 (2y +v9+ :U2) dz + (5x + e¥™Y) dy = 3//dA
I

S

y la integral doble corresponde simplemente al drea de una circunferencia de radio a, la cual no
requiere ningin calculo adicional pues ya es sabido que corresponde a wa?. Finalmente,

yg <2y +V9+ x2> dz + (5z + ™) dy = 371a”
I

lo cual es evidentemente mucho més sencillo que calcular la integral de linea. Es decir, el Teorema
de Green es otra forma de calcular integrales de linea de forma rapida solo si estas son sobre
curvas cerradas. Como adelanto, observe que esto evidentemente prueba que el campo en
cuestion no es conservativo.

(Problema 4.28) Calcule

515 (ez seny — myQ) dx + (67” cosy + :czy) dy
oD+

donde D = {(z,y) € R? : 92 + 4y* < 36}.

Solucién:

Aplicamos el teorema directamente. Primero derivamos:
Q =ce"cosy+2zy y P,=e"cosy—2zy

Es decir,
Q. — Py =4xy

En otras palabras,
( T 2 x 2 o
§l§ eseny—xy)d:v+(e cosy+xy)dy—4//xydA
oD+
D

Sin embargo, puede notarse que D es una region simétrica en torno a ambos ejes y xy es una
funcién con una simetria en particular: en los cuadrantes 1 y 3 las funciones son simétricas en
torno al origen y de forma similar para los cuadrantes 2 y 4. Asimismo, el cuadrante 1 y 2
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tienen la misma forma y signo opuesto y los cuadrantes 3 y 4 de forma similar. Bajo estas dos
consideraciones puede intuirse que la integral es cero. jComprobémoslo!

Hagamos:
,
xr = §0089
_ |cos0/3 —rsenf/3
, o da= senf/4  rcosf/4 drdd
yo=7 sen 0
con § € [0,27] y r € [0,6]. Es decir, '
dA = édrdﬁ
Entonces,
6 r2r .3 1 /6 2 0
// rydA = / / —— sen ) cos 0dOdr = — / r3dr s cos 0 df
o Jo 144 144 J,

D

Comprobamos asi (y concluimos) que:

% (ex seny — :L'yQ) dx + (eI cosy + :L’Qy) dy =20
oD+

4.3.1. Aplicaciones del Teorema de Green

Enunciado ya el Teorema de Green, revisaremos algunas de sus aplicaciones, mas alla del simple
calculo de integrales de linea que pueden resultar imposibles por calculo directo.

Uno de los primeros corolarios del teorema es que, bajo ciertas hipotesis adicionales, la condicion ne-
cesaria de conservatividad (), = P, se convierte en una condicién suficiente, tal como demostraremos
a continuacion.

(Problema 4_29) Sea 8§ C R? una regién abierta y simplemente conexa y F = (P,Q) un
campo de clase C! definido en todo punto de S. Demuestre que la condicién
9P _ oQ
oy Oz

es una condicion suficiente para afirmar que F es conservativo en S.

Solucioén:

Consideremos una region compacta, simplemente conexa y arbitraria contenida en &, la cual
denominaremos R. Luego, OR" define una curva simple cerrada que puede ser parametrizada
de clase C'. Por hipdtesis F es un campo de clase C! que estard definido en todo punto de
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R pues lo estd para todo punto de S (observe que si para un punto no se cumpliera, toda la
demostraciéon queda en nada). Luego, se cumplen las hipdtesis del Teorema de Green y asi se

tiene que:
. oQ 0P
F-dl = — —— | dA
55 // <8x 3y)
OR+ R
P
pero 8—Q — a— = 0 por hipodtesis, con lo cual
or Oy

%F-d?zo
I

para toda curva arbitraria simple (;qué pasa si es simple a tramos?). Dado que se cumple para
toda curva cerrada contenida en §, concluimos que el campo es conservativo. B

De esta forma, la condicién necesaria de conservatividad junto a las hipdtesis del Teorema de
Green entregan una condicion suficiente para asegurar que el campo es conservativo.

[Problema 4_30) Sean ¢,1 : I C R — R dos funciones de clase C! definidas en el intervalo
abierto I de R. Demuestre que:

ygso(x)derw(y)dy:O

donde T : [a,b] — R? es cualquier camino cerrado cuya imagen estd conte-
nida en el plano y = |z|.

Propuesto: ;Qué puede decir de

ygw (2) + ) dz + (& (3) + ) dy?

Solucién:

Este no es mas que un corolario de la pregunta anterior. La regién es simplemente conexa y el
campo F = (p,1) de clase C' pues sus componentes lo son. Luego, derivando cruzado y notando
la dependencia de las funciones:

Q:—FP,=0-0
con lo cual:
yggp(x)dx+w(y)dy://0dz4:0
r
R

demostrando asi lo pedido. B

Note que la integral de linea solo tiene sentido para I' tal que las funciones estén evaluadas en
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el intervalo I. Donde no estan definidas las funciones, no tiene sentido hablar de integrales de
linea.

(Problema 4.31) Calcule

/ (x‘ﬁﬂ — y) dx + (e_y2/2 + :v) dx
vy

siendo 7y el contorno de la regién entre las curvas x? + y* = 25 orientada en
el sentido antihorario y x? + 4y? = 4 orientada en sentido horario.

Solucioén:

Grafiquemos ambas curvas con sus respectivas orientaciones:

Podemos aplicar el Teorema de Green directamente pues se satisfacen las hipotesis, en particular
las curvas estan correctamente orientadas. Para ello, primero derivamos:

Es decir,

/ (x_"”Q/Q — y) dx + (e‘yQ/Z + x) dx = 2//dA
gl

S
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El 4rea es la resta entre area de la circunferencia y el area de la elipse. La primera es 257 y la
segunda es 27 (semiejes 2 y 1). Finalmente,

/ (:L'*xz/Q — y) dz + (eﬂﬁ/z + fI:) dx = 467
Y

(Problema 4.32) Considere el campo vectorial F (z,y) = (e"y, " + 3x).

(a) Calcule la integral de linea de F sobre el circulo de radio uno centrado
en el origen, orientado de manera positiva.

(b) Sea I'y una curva simple desde el origen hasta el punto (2,0) que
se mantiene en el primer cuadrante del plano zy y sea I's una curva
simple desde el origen hasta el punto (2, 0) que se mantiene en el cuarto
cuadrante del plano zy. Si I'y y I's encierran entre ellas una regién R
de area 5, demuestre que:

/ F-dZ:/ F.di+15.
I's Iy

Solucién:

(a) Partamos notando que el campo es indiscutiblemente no conservativo, pues:

oQ 0P . .

pero podemos usar el Teorema de Green pues la region es simplemente conexa y el campo definido
en todo R?, ademds de ser evidentemente de clase C'. La frontera viene a ser la circunferencia
dada y la denotamos I', y su interior el circulo, denotado por R. Luego, simplemente tendremos

que:
%FF-dZ = /g(aafl?—g];)dfl—/z&lfl
- 3‘[2/0114

dado que simplemente tenemos que calcular el area de una circunferencia de radio 1, aplicamos
la férmula ya conocida, concluyendo que:

&lgF-dZ—SW
r
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(b) Pensemos en la traza de ambas curvas en el grafico. Es facil notar que las trazas unidas
generan el area en cuestion y una curva cerrada que denotaremos I'*. Entonces, dado que se
cumplen todas las hipétesis del Teorema de Green, tendremos que:

' - [ (/0Q OP I
F.d/= — — — )dA = A
§é* C //(OL 0y>( 3//(1
R* R*

pero sabemos que dicha area es 5, entonces:

%F-df:m

Ahora podemos escribir I'* en funcién de I'y y I's. Tenemos que I'y esta recorrida positivamente,
por lo cual no genera ningin problema con respecto a las hipdtesis del teorema. Sin embargo,
I'; esta recorrida en sentido negativo, razén por la cual —I'; esta postivamente orientada.

Luego, I'* = T'y U —I'y y aplicando propiedades de las integrales de linea:

95 F-dZ:/ F-d?—/ F.d0 =15
JI* T's 1N

/F-d[—/F-df+15 n
I's I'

A continuacion revisaremos una de las aplicaciones utiles del teorema en la completacion de curvas
para calcular una integral de linea para la cual resulta complicada su calculo por definicién. Revisemos
el procedimiento en un modo general.

Es decir,

Sea F un campo de clase C! simplemente conexo en el abierto simplemente conexo S y I' una curva
en S. Si se pide calcular
/ F-dl
r

y esta resulta una expresion dificil de calcular pero la integral doble de @), — P, es significativamente
mas sencilla, se puede “completar” la curva con una nueva curva I'; de modo que esta quede cerrada
y que esta curva agregada sea en efecto facil de integrar (i.e. una recta en la mayoria de los casos).
Por aditividad de la integral de linea, se tiene que:

/F-di — 55 F-dF+/ F.dl
Iy I'+1I'; -1
— 55 F-dE+/ F.dl
I'+1I'; -1
— 55 F.dZ—/ F.dl
I'+1I'; Iy

La ultima curva satisface todas las hipétesis del Teorema de Green, razén por la cual

/F-de":// oQ _or dxdy—/EdZ
T 81‘ ay I
S
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y de esta forma por medio de la expresion de la derecha se puede calcular el resultado de la integral
de linea.

Antes de comenzar revisaremos una pregunta para verificar que conceptualmente la idea esté clara:

(Problema 4'33) Considere el campo F = Y , — ’ y la regién R tal como se
$2 + yQ $2 + y2
indica en la siguiente figura:

La region R es exterior al circulo e interior a la curva de forma arbitraria.

(a) Dibuje la orientacién correcta de las curvas para aplicar el Teorema de
Green.

(b) Calcule por definicién la integral de linea de la circunferencia anterior
recorrida en sentido antihorario. Asuma radio e.

(c) Calcule el valor de la integral de linea de la curva exterior. {Depende
de la forma de la traza?

Solucién:

(a) Para trazar correctamente la orientacién nos basamos en la siguiente regla:

“St estoy de pie dentro de la region y la frontera esta a mi derecha, entonces la
curva que recorre la frontera se dirige hacia adelante mio.”

Aplicando esta regla se obtienen las siguientes orientaciones, tal como se muestra en la siguiente
figura:
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(b) Considerando que esta esta centrada en el origen, podemos entonces parametrizar con coor-
denadas polares:
r(t) = (ecost,esent)
con t € [0, 2r]. Luego,
dl = (—esent,ecost)dt

esent €cost
F<r>=( nlco )

€ €

Reemplazando en el campo:

Luego,

€2 sen?t €2 cos’t

aw = — - dt = —dt

€2 €2

27
§1§ F-dﬁ:—/ dt = —2r
ot 0

(c) Puede resultar en extremo tentador querer aplicar el Teorema de Green para resolver este
problema, pues nada sabemos sobre la forma de la curva. Sin embargo, debe tenerse claro que
esto no puede hacerse pues la curva encierra al punto (0,0) y el campo no esta definido en este
punto, razon por la cual no se cumplen las hipétesis del teorema.

Integrando,

Sin embargo, podemos notar que la curva o~ U I si cumple las hipotesis del Teorema de Green
pues no encierra al origen. Luego,

b= (5 -5)
S

0oQ oOP
Evaluamos — — —:
x Oy

0Q 22+ y? — 202 y? — 22

Oz (22 +y2)° (22 + y2)°
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OP  a*+y*—2y° ozt -y
Ay (22+y2)? (22 +y2)?
0Q oP

ﬁ%—a—y—o

§£ F-df_()%yg F.dZ+§£F-dZ_o
o—uI' o~ I

Pero 55 F.-df = — yg F - d¢ = 27. Concluimos asi que:
o~ ot

%F-df——%
I

Se puede observar que entonces el resultado no depende de la forma que tenga la curva
exterior y se recomienda comprender y memorizar este procedimiento, ya que abarca
una gran tipologia habitual de problemas.

Entonces,

Esto es lo que aplicaremos en los siguientes problemas:

(Problema 4_34) Calcule la integral de linea

/ —ydz + (z + arctan (y + y*) sinh® y) dy
v

donde 7 es la porcién de la circunferencia 2+y? = 1 con y > 0 positivamente
orientado.

Solucién:

Grafiquemos la porcion de circunferencia:
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Evidentemente calcular la integral de linea por definicién puede resultar muy complicado de
acuerdo a las expresiones que aparecen. Podriamos aplicar el Teorema de Green y simplificar el
problema si es que la curva fuera cerrada, pero no lo es. jPodemos solucionar este problema?
Aplicando las indicaciones antes de comenzar los problemas, si es posible.

Cerremos la curva agregando el segmento que falta cruzando por el eje X. Es decir, agregamos
la curva:

v e (t)=(t,0) te[-1,1]

Y por lo tanto si se puede aplicar el teorema en la curva [' = v U v*. En otras palabras,

ygF'dZ://(Qz—Py) dA

Se tiene que:

Es decir,

//QdA:Z//dA:W

S S
¢F~dZ:/F'd5+/ F.dl =1
r vy v

Si calculamos la integral de v*, algo que resultara sustancialmente més sencillo, podemos despejar
de esta ecuacion el valor de la integral de linea sobre 7, que es justamente lo que estamos
buscando.

Es decir,

De acuerdo a la parametrizacion, se tiene que:
F(r) = (0,¢)
40 = (1,0) dt
— / F-dl =0
.

Finalmente, concluimos que:

/F-dfz/—ydx—k(x—l—arctan(y+y2)sinth)dy:W
,

~

Las dos ideas anteriores las podemos incluso sintetizar en un solo problema:
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(Problema 4'35] Calcule la integral de linea / Pdx + Qdy si:
r
Yy x
P = =
(@.y) =5 2 Qy) =——75— "

y I' es la curva cuyos segmentos rectos pasan por los vértices (1, —1), (0, 1)
y (—1,—1) de forma secuencial.

Solucién:

Hay que partir notando dos cosas:

= La curva NO es cerrada. La traza son solamente dos lados de un triangulo.

s Integrar de forma directa puede ser en extremo tedioso pensando en las expresiones resul-
tantes que pueden aparecer.

., Podemos usar el Teorema de Green? Observe la curva en cuestion:

1,0

v

-1,0 1

Si agregamos el segmento faltante, tendremos una curva cerrada pero que no satisface las hipé-
tesis del teorema. En particular, no satisface la condicién de estar definida en todos los puntos:
no lo estd en el origen pues ahi el campo se indetermina.

Sin embargo, recurriremos ahora a un truco habitual para resolver este tipo de problemas: pode-
mos excluir dicha regién agregando una curva cerrada al interior. De esta forma, se generara una
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regién para la cual si se cumplen las condiciones del Teorema de Green ¢. Dado que aparece una
simetria radial, agreguemos una circunferencia de radio € lo suficientemente pequeno centrada
en el origen. En particular, idealmente hacemos € — 0. Se obtiene una regién como la siguiente:

| I .,
10 \y 1,0

Apliquemos ahora el teorema. Sea F = (P, @Q)). Partimos calculando:

0Q 1’4y’ —227 y? — a?

or  (@2+y?)’ (22 +y?)

(9_P_:E2+y2—2y2_ xQ—yQ
Oy (a2+y2)° (a2+y?)
0Q opP
o oy

Entonces en la regiéon del triangulo descartando la circunferencia, la cual denotaremos R*, se

tendra que:
oQ OP
— ——]dA=0.
//(096 8y)d ’
R*

De hecho, este resultado se cumplirda para cualquier region que no incluya al origen, y por lo
tanto para cualquier curva cerrada y simple que no encierre el origen el trabajo sera cero. Se
sigue entonces que:

- F-d=0
OR*

55 F~df=7§F-dZ+§£ F.d/
OR* AN —0¢

donde —o, representa la circunferencia recorrida en sentido horario (para ser coherentes con el
teorema) y A representa el tridngulo completo recorrido con orientacién positiva. Luego, por

pero
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algebra de integrales de linea:

55 F-dF:ng-dZ—yﬁF-dZ
OR* A 0c
—_——

—_—— ——

=0 desconocida por calcular

Calculemos la integral que nos falta, por definicién. Parametrizamos la curva:
X (t) = (ecost,esent) — df = (—esent, e cost) dt
con t € [0,2r]. El campo evaluado en la curva viene dado por:
P (X) : (ese;lt’ _6CO28t)
€ €

Entonces, la integral se escribe como:

2r 2 2 2 .2 27
- sen-t cos”t
%F-déz—/ T dt:—/ dt
Oe 0 € € 0

Notar que se elimina la dependencia de €, por lo cual es irrelevante hacer ¢ — 0 al obtener
siempre el mismo resutlado. Entonces,

Es decir,

%F-di:—%
A

pero §1§ F.-dl = / Pdx+ Qdy + /de + @ dy donde 7 es el segmento agregado.
A r o'

Este segmento puede ser parametrizado como:
F(t)=(t,—1) conte [-1,1]

con lo cual se respeta la orientacion de la curva. Luego, 4l = (1,0)dt y la integral sobre v se
reescribe como: .
T

2

Loat
/dex—l—Qdy:—/_l e = —2arctan (t)

0
Es decir, reemplazando con todas las expresiones:

—27r:/Pd:c+Qdy—z—> /Pd:r:—l—@dy:—g—7T
r 2 r 2

con lo cual finalmente llegamos al resultado pedido.

Puede impactar un poco la idea de que la traza de la curva sea discontinua, pero la parametrizacion sigue
cumpliendo con la condicién de ser suave a tramos, por lo cual no hay real problema.
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Evaluemos todo lo repasado en la siguiente pregunta, a nivel de dificultad de una evaluacion del
curso:

(Problema 4.36) Sea v la curva formada por la unién de la parte superior de una semicir-
cunferencia de radio 1, centrada en el origen y con extremos en los puntos
O = (1,0) y P = (—1,0) y los segmentos de recta PQ, QR y RS con
Q = (_17 _1)7 R = (07 _2) y S = (17 _1)

Sea @ una parametrizacion de 7 recorrida positivamente (i.e. en sentido
contrario a los punteros del reloj).

(a) Calcular /F ~dad con F (z,y) = (2 (y> — 1) + 42, 629> + 32%9?).
2l
(b) Considere 7, como la curva cerrada que se obtiene de la unién de la
curva « con el segmento de recta SO y p una parametrizacion de esta
que la recorre positivamente.

Considere G (z,y) = <x2_—i—yy2’ o i y2> y calcule 515 G -dp.
Y

Solucioén:

Partamos graficando la curva:

(a) Por la forma de la curva « conviene cerrar la curva uniendo el segmento SO de modo que la
curva resultante R = yUSO sea el borde de una regién compacta R orientada positivamente.
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Sea ¢ una parametrizacion de esta curva, entonces:

/F-do?:gf F-dZ—/ F.dl (4.12)
~ ORT SO

Dado que el campo F es C!, podemos utilizar el Teorema de Green para calcular la integral sobre
OR™ obteniendo asi que:

75 F-df://(@—a—P)dxdyzfi//nydmdy—Q//ydxdy
ORT Ox ay
R R R

Observando que la funcién g; (x,y) = xy? es impar, entonces la primera integral es cero. Por
otro lado, como la segunda funcion es par en S, podemos calcular rapidamente:

- 1 pV/ima? 1
% F-dt = —4// ydxdy:—Q/l—xQ—(x—Z)zdx
OR* 0 Jz—2 0
1

= —2/ —22% + 42 — 3dx
0

10
3

Ahora calculamos la integral sobre SO, considerando la parametrizacién ¢ = (1, t)cont e [—1,1]

. Luego,
1
/ F-déz/ 9t*dt = 3
SO -1

Entonces, reemplazando en la primera ecuacion:

/F.d&_E_g_l
. 3 3

(b) Observamos que el campo no esté definido en el origen, por lo cual agregamos una circun-
ferencia al centro orientada en el sentido de los punteros del reloj, de modo que en esta regién
si se podra aplicar el Teorema de Green. Entonces, se obtiene una figura como la siguiente:
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Tal como ya sabemos, el campo G es claramente conservativo fuera de esta singularidad, de
modo que al agregar la circunferencia de radio € (la cual denominaremos o.) se logra el mismo
efecto que en preguntas anteriores, con parametrizaciéon v*. Asimismo,

En (1) se tiene que:
¢G~dﬁ—//Qx—Pyda;dy—O
! s

Para calcular la integral de linea sobre o, podemos considerar p(t) = (ecost,esent), con t €
[0, 27]. Luego, p' (t) = (—esent,ecost) y

2 2 2 2 2 27
sen” ¢ Sl
§1§G~dﬁ_/ LR dt_/ dt = 27
€ €
O¢ 0 0

%G'dﬁ—Qﬂ'
Ix

Finalmente,
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(Problema 4.37) Pruebe que:

% zy*dy —y*de

0@+ y?)’

donde I' es una curva cerrada simple cualquiera orientada positivamente
alrededor del origen.

Solucién:

Compactando notacién, sea:

3 2
F— (_ y Ty
o 2 2127 (.2 2)2
(2 +9°)" (2% +y?)
Una de las primeras cosas que complica respecto al problema es que sea una curva arbitraria
cualquiera. Pensando en utilizar el Teorema de Green, verificamos inmediatamente que una de
las hipotesis no se cumple: el campo no esté definido en el origen, y sea cual sea la curva, esta
lo encierra por definicién del enunciado.

. Qué hacemos entonces? Un procedimiento similar al problema anterior: dada la simetria radial
del campo en cuestion, agregamos una circunferencia de radio € que haremos tender a cero y con
eso se cierra la curva. En esta region si podremos aplicar el Teorema de Green, ya que se excluye
el origen.

Calculamos por reglas de derivacién:

9Q 32—y

O (a2 +2)°

oP _ y* (3% —y?)

dy ()
0@ _or _
or Oy

Digamos que esta nueva regién encerrada —la encerrada por la curva original menos la circun-
ferencia de radio e— la denotamos por R* y la curva suave a tramos generada I'*. Entonces:

)
%*F-dZ:ZZ(%—%—J;)dA:()

Aplicando el teorema:
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Escribiendo la integral de linea en términos de las otras dos:

55 F-dZ—%F.dm% F.di—ygF-dZ—ggF-dZ
* T —0¢ I Oe

0
21, .3 .
%F.dg_§£w_y§];‘.dg

r ro (2% +y?) o

Calculamos por definicién la integral de linea de la circunferencia recorrida positivamente. Pa-
rametrizando:
- €cost - —esent
At) = — dl = dt
esent €Cost

con t € [0,2r|. Evaluando en el campo:

3 3 3 2
- e’sen’t e’cost sen“t
F(X) - (_ )

Entonces:

)
et et

Entonces,

et et

ygF-dZ N /27r e4sen4t+e4cos2tsen2tdt

o

27 27
= / sen*t + cos®t sen’t dt = / sen’t (selﬂ2 t + cos® t) dt
0 0

27 1 27
— / sen’tdt = / 1 — cos (2t) dt
0 2 0

Concluimos entonces que:

. 2d o dd
%F.dg_H%WJ
o ro (27 +y?)

demostrando asi lo pedido. B

Para medir el dominio conceptual de los problemas estudiados, se pueden plantear problemas alge-
braicos en que piden dejar expresado en un resultado en funcién de parametros conocidos. Revisemos
algunos de ellos:
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(Problema 4.38) Sea (P(z,y),Q(x,y)) un campo vectorial definido para todo (z,y) #
(£3,0) con Q, = P, + 2. Considere los circulos C; : z* + y* = 25,
Co : (x—374y>=1,C : (x+3)>+y*> = 1, orientados en sentido
contrario a los punteros del reloj. Calcule:

55 Pdz + Qdy

Cs3

sabiendo que

56 Pdxr+Qdy=a vy 515 Pdx+Qdy =0.

Cl C2

Solucién:

Partamos graficando cada una de las trazas:

(O
N

C; en verde, Cy en azul, C3 en rojo.

Nada sabemos a priori sobre Cs, pero si podemos conectarlo con la ecuacién (), = P, +2 a través
del Teorema de Green. Tampoco podemos considerar el area que encierra C3 al usar el teorema
pues el campo no estd definido para (£3,0). ;Cémo arreglamos esto? jEliminemos de nuestra
consideracién los puntos donde el campo no esta definido!
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Digamos que R* es el area encerrada por C; menos las areas encerradas por Cy v C3. Dado que
todas las curvas estan positivamente orientadas, entonces OR* = C; U —Cy U —C3. Entonces,
notando que ), — P, = 2 por hipdtesis, se tendrd que:

// dA—Q//dA

R*

Calcular el area de R* es muy sencillo dadas las areas involucradas. Entonces,

// P))dA =2(25m —2 x ) = 467

Es decir, usando el Teorema de Green se tendra que:

467r:§l§ sz+Qdy—§l§ Pd:E+Qdy—§£ Pdx+ Qdy
C1

C 2 CS

o % Pdxr+ Qdy =467 — (a — b)
Cs

Otro ejemplo del mismo tipo:

(Problema 4.39) Considere los puntos O (0,0), A = (1,0), B(0,1) y C = (1,1) y la curva
v = OABCO de la figura. El arco que une B con C es un semicirculo. Sean
P(z,y), Q(z,y) funciones con P, =1, P, = 2, (), = —1, @, = —3 para
todo (x,y). Evalie:

yﬁ(P+2Q)dx+(Q—P)dy

Solucién:

De lo ya estudiado, es tentador utilizar el Teorema de Green. Sin embargo, hay una hipétesis que
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en este caso no se cumple: la regién no es compacta pues ocurre un angostamiento en D. Sin
embargo, este problema es perfectamente reparable si notamos que las integrales de linea son

separables. En efecto,
5 ol 5 gl 5 V2

donde 74 = OADO siguiendo la traza de la figura y 7 = DCBD. En cada una de las regiones
encerradas si es posible emplear el Teorema de Green. Observe la intencionalidad de dejar escrita
la integral de linea como combinacién de P y () para confundir con la notacion del teorema.
Digamos que U = P+2Q yV =Q — P (y F = (U, V)) para no confundirnos con las notacion.

Entonces:
515 F.dZ://(Vm—Uy)dA
71
R1

pero por linealidad de la derivacion V, = Q, — P, = =2y U, = P, + 2Q), = —4. Entonces

Ve — Uy = 2, con lo cual
fF.dizz//dA
71 R,

donde la integral doble es el area de dicha regién. En este caso, corresponde a un triangulo cuya
base es OA = 1 y la altura es 1/2 por simetria entre los tridngulos. Luego,

A(AAOD) = }1

-1
§1§F-d£:—
71 2

Calculamos ahora la integral en el segundo caso. Partimos primero notando que la curva esta
recorrida en orientacién negativa (horaria) y esto no nos sirve para el teorema. Esto no
es en lo absoluto un problema, pues:

b9,

y para —7y; = 7, sise cumple el teorema. Notando que V,, — U, no cambia, solo nos resta calcular
el area de la figura. Por simetria de la figura el area del triangulo es la misma que la del area del
triangulo anteriormente calculada. Nos falta agregar el area de la semicircunferencia, que por
inspeccién del grafico tiene area 2. Luego,

1 1 =« - 1 =
//dA=Z+§xZ—>§Z§2F-d€:—<§+Z)

Ra
- T
F.-di=-"
proar--]

Dado que el Teorema de Green involucra fendmenos de area, podemos utilizarlo para calcular el area
de una figura o una determinada integral doble dificil de calcular, asociandola a una integrla de linea
conveniente.

con lo cual

Finalmente,
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(Problema 4_40] Utilizando el Teorema de Green, calcule el area de la regién limitada por la
curva:

(agj)2/3 i (by)2/3 _ (a2 _ b2)2/3
con a # 0 #b.

Solucién:

Recuerde el lector en primer lugar que este tipo de curvas ya fueron estudiadas en un problema
anterior, se conocen como astroides por la forma de su grafica, y ya sabemos como parametrizarlas
y calcular integrales de linea afines.

Puede resultar terriblemente complicado despejar la integral a partir de las expresiones conocidas.
Sin embargo, puede usarse el Teorema de Green para resolver este problema, en una aplicacion
inversa a lo que hemos hecho hasta ahora. En otras palabras,

Green,

problema de drea ——=" problema de contorno

Escribiremos el area en cuestion como una integral de linea. Observe que buscamos calcular:

[

R

siendo R la region delimitada por la curva. Para aplicar el teorema, requerimos que aparezca
(), — P,. Basta notar que se puede tomar cualquier campo F = (P, () bien definido (en todo
punto, de clase C') tal que @, — P, = 1 y se cumpliré lo pedido para la integral de linea.

// ) dA = %F ar

siendo I' la curva que representa el astroide. Entonces, debemos partir por buscar el campo en
cuestion. jCudl escogemos? jEl que nos convenga! Para ello, miremos la parametrizacién de la
curva para la cual calcularemos la integral de linea que nos entregara el area como resultado. Se
tiene que una parametrizacion del astroide viene dada por:

X(t) = |a? — 12| (t/)

sen3t /b

Luego, por el Teorema de Green:

- —3cos’t sent
con t € [0,27]. Entonces df = |a? — b?| ( con e /a)

3sen?t cost /b

La integral de linea ya es de por si complicada dada la parametrizacién, por lo cual seria ideal
escoger un campo simple. Hagamos arbitrariamente ) = x y P = 0% el cual cumplird con lo
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pedido y simplifica de sobremanera los calculos. En efecto,

B 2 _p2 2 por
§I§F Al = 3(@)/ cos®t sen’t costdt
r ab 0

(a* — 1)

= 3
ab

27
/ cos* t sen? t dt
0

La integral anterior si es posible calcularla, en particular mediante las técnicas de recursion
aprendidas en Célculo I (esto queda propuesto al lector). Aqui utilizaremos las técnicas que ya
revisamos sobre la funcién Beta, en particular:

1 1
. 35 Iﬂ<§>11<;> 2{>€§j:<2'2{>é§j/
/ sen’t cos*tdt = 2B ( > =2 — 5
0 .

279

27 T
— / sen’t costtdt = —
0 8

37 (a2 — b?)°
da =T =)
// 8 ab
R

2Si el lector encuentra uno aun més conveniente, bienvenido sea. El resultado del area debera seguir siendo el
mismo.

Finalmente,

(Problema 4_41] Utilizando el Teorema de Green determine el area de la regiéon R interior a
la circunferencia 2 + y> = 1, bajo y = V22?2 y sobre y = — |z|.

Solucién:

Grafiquemos primero el drea en cuestién (en rojo lo obtenido):
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Ahora tenemos que convertir el problema de drea en uno de contorno usando el Teorema de
Green. Para ello, consideremos nuevamente el campo (P, Q) = (0, z) y de esta forma,

//dA:yg xdy+§£ xdy+§£ x dy
% 22 +y2=1 y=v22? y=—|z|

Calculamos cada una de las curvas por separado:

= Para la circunferencia tomamos las coordenadas polares:
y =senf) — dy = cosf db

Intersectamos 22 + y?> = 1 con y = /2% obteniendo asf que y? + y/v/2 = 1 de donde y =
1/v/2 es solucién y por lo tanto z = 1/v/2. Se obtiene por analogfa (z,y) = (1/v/2, —1/v/2)

al intersectar la circunferencia con y = —|z| . Luego, 0 varia entre —m /4 y 7/4. Integramos:
w/4 /4
55 rdy = / 00529d9:/ 1+ cos 26 d6
z2+4y2=1* —7/4 0
w/4
1 Lsen2
= —+ —sen
4 2
0
1
— §l§ rdy = T + =
x24y2=1* 4 2
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= Para la curva y = V2 22 se tendré que dy = 2v/2 x dz con x variando entre 0 y \/5/2 Sin
embargo, debemos considerar que la curva tiene que ser recorrida en sentido antihorario,
razén por la cual integramos de 1/4/2 a 0:

yg xdy—/o 2\@9&2dyc’:—&iz—1
y=v222x 1/v2 3 2V/2 3

» Para la curva y = —|z| se tendra de acuerdo a la grafica que dy = —dz e integramos de 0
a 1/v/2 en dicho sentido para mantener el sentido antihorario. Luego,

1/v/2 1
75 rdy = —/ rdr =—-
y=—|z|* 0 4

m 1 1 1 m 1
A=—4+-——-—— =—- - —
//d 4+2 3 4 4 12

Comprobacién: De acuerdo a lo aprendido en Calculo II podemos calcular la misma area de
la forma antigua como comprobacion:

Finalmente,

1/v/2

1
A= \/§w2+wdx+2/ V1—a22dx
1/v/2

0

Evaluando estas integrales de acuerdo a las técnicas de integracién convencionales obtenemos
que:

es decir, exactamente el mismo resultado.

(Problema 4_42) Encuentre la curva cerrada simple orientada positivamente sobre la cual se
maximiza el trabajo realizado por el campo:

2y P
F(z,y) = (T+§,x> )

Calcule el trabajo realizado por F sobre la curva encontrada.

Solucién:

Al igual que el problema ya estudiado en integrales de linea, este es un problema de optimizacién
en que no buscamos un punto, si no que una funciéon que maximice el funcional dado, la integral
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de linea en este caso. Buscamos determinar I' de clase C! tal que se determine

maxyg F-dr/.
rCr? Jp

Observe que el campo es de clase C' y definido en todo R2. Dado que la curva es simple y
cerrada, podemos notar que la curva I' es la frontera positivamente orientada de una region S
simplemente conexa, i.e. I' = 9S™. Aplicando el Teorema de Green:

ygF-dZ:/s/(%—%)dA:/S/(l—g—yQ)dA

Entonces, la curva I' que buscamos determinar debe ser tal que maximice la integral de linea, o
equivalentemente maximice el drea sobre la region que encierra.

La pregunta a continuacion serfa: jcomo maximizamos esta integral? Estamos integrando la
superficie z = 1 —2?/4 — 5 en todo el espacio. Esta superficie corresponde a un paraboloide con
concavidad hacia abajo.

Evidentemente si tomamos una porcion de paraboloide en que cada uno de los puntos sea nega-
tivo, entonces no podremos estar en un maximo, ya que si se pueden obtener valores positivos
de la integral. En efecto, si integramos una porcion positiva de paraboloide ya estamos ante una
buena aproximacion. ;Cuando llegamos al maximo? jCuando hayamos integrado todo lo que sea
positivo en la superficie del paraboloide! Si consideramos un poco mas de regién, esta diferencia
de superficie agregada sera negativa y disminuira el area. Si consideramos un poco menos de
porcion positiva, disminuiremos el valor de la integral.

Luego, integramos en S tal que todos los puntos (z,y) cumplen que:

_ 2 . L
S—{(:c,y)ER .1—Z—y 20}

Se puede identificar por simple inspeccién que:

2
Fz@S*:{(x,y)ERQ : %—i—gf:l}

la cual es una elipse que tiene como parametrizacion positivamente orientada:

X(t) = (2cost,sent)| con t € [0,27]

Para calcular el trabajo maximo, calculamos la integral doble:

[ -4
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Hacemos la sustitucion polar conveniente:

x = 2rcos(t)

= rsen(t)

con r € [0,1] y t € [0,27]. Adicionalmente, aplicando el teorema de sustitucién obtenemos que
dxdy = 2r drdé, con lo cual:

5172 2 1
//(1———y2>dA = / /(1—r2)2rdrd9
4 0 0
S
1

= 27?/ o — 2r3 dr
0

2m (1 ’
= T _ = =
1 ™

méxygF-dE:w
rCcr? Jp

Es decir,

(Problema 4_43) Determine la curva de Jordan I' que maximiza

§1§ (y3 — y) dz — 223dy.
r

Solucién:

Aplicando el Teorema de Green,

%(?J?’—y)dx—%?’dy://1—6x2—3y2dA
N

S

(. J
~\~

(%)

donde S es tal que I' = S también es desconocida.

Aqui viene el razonamiento fundamental, que requiere mas olfato que dominio de un procedi-
miento: se puede notar que la funcién 1 — 622 — 3y? es un paraboloide eliptico, y por lo tanto
siempre que este sea positivo integrard positivo en la integral total. Asimismo, si llega a ser
negativo le restara a nuestra integral.

De aquf se deduce que (*) se maximiza cuando S es tal que 1 — 622 — 3y? es positivo. En otras
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palabras, integramos en la region:
S={(z,y) eR® : 62> +3y* < 1}

Luego, como I' = 9S™ concluimos que esta curva no es mas que la elipse 622 + 3y* = 1 recorrida
positivamente, indistintamente de la parametrizacién que se escoja.
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(Problema 4_44] Un guino termodinamico. La siguiente figura presenta la secuencia de

eventos que ocurre en cada uno de los cilindros de un motor de combustion
interna. Sean P (t) y V (t) la presién y el volumen en el cilindro en el instante
t, donde a < t < b entrega el tiempo para un ciclo completo. El grafico
muestra como P y V varian a lo largo de un ciclo del motor.

P
@
Water
® C
®
) ®
. 0 174
Flywheel Connecting rod

Dado que el motor repite reiteradas veces un ciclo, se puede observar que al
curva P —V es cerrada.

(a)

Demuestre que el trabajo realizado por el pistéon durante un ciclo del

motor es
W = 55 PdV
c

donde C es una curva en el plano P — V' mostrado mas arriba.

Ayuda: Recuerde que la fuerza en el pistén es F = AP ()i
donde A es el area del piston.

Explique por qué el trabajo realizado depende de la curva C que se
elija.

Demuestre que el trabajo neto realizado por el ciclo termodinamico
corresponde a la diferencia de las areas encerradas por los loops.

Solucioén:

(a) Basandonos en la ayuda, y recordando la definicién de trabajo, se tendra que:

AW =F - d/
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donde df = idx(t) considerando que el pistén solo puede moverse en un solo sentido. Luego,
reemplazando:

dW = AP(t)dz(t) = P Adx

Pero Adx = dV pues corresponde a una variacion infinitesimal de volumen al agregar una
variacion de espesor. De esta forma, considerando que el area del pistén es constante,

dW = PdV

y si consideramos que el trabajo se realiza a través de un ciclo, escribimos una integral ciclica:

Wz%PdV |
c

(b) Si consideramos el eje V' — P en vez del eje x — y convencional, podremos notar que esta
integral no es mas que evaluar el trabajo del campo F = (P,0). Sin embargo,

oP  9Q 0P 90
9y or “op av 17V

pues la presién realizada si puede depender del desplazamiento de volumen (basta notar que tanto
la presién como dx son variables del tiempo). Por lo tanto, no se cumple la condicién necesaria
de conservatividad, por lo cual se esta realizando trabajo sobre un campo no conservativo, y por
lo tanto, de acuerdo a la definiciéon de conservatividad, el trabajo realizado sobre un loop cerrado
no es necesariamente cero. ll

(c) Siendo coherentes con la figura, digamos que C; es la curva superior y Csy la curva inferior,
ambas cerradas por separado. De acuerdo al Teorema de Green,

—%PdV=—//1dVdP—> PdV://dVdP
Cy C1

81 51

Observe que se agreg6 el signo — para ser coherentes con la orientacién de la curva con respecto

al teorema. Asimismo,
yg PdV = —//1dVdP
Co

So

%Pd‘/:yg PdV—i—y{ PdV://dVdP—//dVdP,
C C1 Ca

81 32

Finalmente,

que no es mas que la condicién que se queria demostrar.
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Propuesto Demuestre que no existe curva alguna cerrada simple cuyo perimetro sea 1 m y

que encierre un area de 1 m?.

Indicacion: Este problema es especialmente complejo a pesar de lo breve del
enunciado. Investigue respecto a la desigualdad isopirométrica para comenzar a
trabajar.
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5. Los teoremas fundamentales del Calculo Vectorial

Esta seccion puede ser considerada con facilidad la secciéon més importante del curso pues desarrolla
los teoremas que son el posterior fundamento de resultados importantes en electromagnetismo y
mecanica de fluidos. Por esta misma razén es que estos teoremas guardan una profunda conexién
con significados fisicos, a diferencia de otras secciones de los cursos de Calculo.

Antes de comenzar a revisar los teorema requerimos realizar el mismo procedimiento que utilizamos
para definir las integrales de linea, pero ahora con conjuntos bidimensionales: desarrollaremos las
integrales de superficie. Al igual que como una vez desarrollado el concepto de integrales de linea
trabajamos el Teorema de Green, ahora una vez desarrollado este concepto revisaremos en analogia
los dos teoremas asociados en R3: el Teorema de Kelvin-Stokes y el Teorema de la Divergencia.

5.1. Integrales de superficie

5.1.1. Integrales de superficie sobre campos escalares: area de superficies

Nota importante: los conceptos presentados a continuacidén son como siempre un resumen de
los conceptos importantes y la notacién que se utilizard a lo largo de los problemas. En particular
respecto a este capitulo, se recomienda encarecidamente revisar los contenidos de superficies en
Stewart (lectura mas superficial) o Pita Ruiz (tépicos con relativamente mayor profundidad) para
obtener un adecuado dominio temdatico en los temas que vienen a continuacion.

Ya hemos finalizado de estudiar el comportamiento de conjuntos unidimensionales en R? frente a
campos. Al pasar a estudiar R? evidentemente distinguimos conjuntos uni, bi y tridimensionales. Los
primeros se conocen como curvas, los terceros como soélidos, y los segundos como superficies, y pueden
entenderse como una generalizacién del concepto de plano, al igual que la curva lo es del concepto
de curva.

Antes de estudiar el comportamiento de las superficies ante campos, debemos hacer un estudio similar
al realizado con las curvas en R": definirlas, parametrizarlas, estudiar sus elementos basicos, etc. y
medir sus funcionales asociados: area, etc. Recién una vez hecho eso podemos definir una medida de
su interaccién con los campos en R3: las integrales de superficie sobre campos vectoriales y presentar
los dos resultados importantes: el Teorema de Kelvin-Stokes y el Teorema de la Divergencia.

Partamos definiendo una superficie:
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Definicion:

» Se define una superficie en R® como la imagen tridimensional en R® de un conjunto bi-
dimensional en R? y que puede ser representada mediante una funcién f : R? — R3?
denominada parametrizacion.

» Sea una regiéon S € R? del tipo I y Il y sea f : S € R? — R3 una funcién inyectiva de
clase C' (de modo que la superficie no se auto—intersecte). A la imagen de f se le llama
superficie simple y a la parametrizacion reqular.

Para que la funciéon sea inyectiva basta que la matriz jacobiana sea invertible. Co-
mo en este caso es de 3 X 2, requerimos que sus columnas sean linealmente idenpendientes,
o analogamente en términos vectoriales:

of oOf
5 X 5 # 0 paratodo (u,v) €S (5.1)

» Sea K una superficie simple, tal que K = f (S) ysea g : &' C R? -+ § C R? una biyeccién
definida en la regién S’ C R? la cual es simultdneamente de tipo I y II y cuyas derivadas
parciales existen. Entonces, de acuerdo al Teorema de la Funcién Inversa:

Ip1 Op2
0s ot
V(s es) LPuee) £0 (5.2)
Ist) og,  0ps
0s ot

A la funcién compuesta g = fo @ : &' — R? se le llama reparametrizacion de K.

A partir de estos conceptos se pueden determinar algunas medidas geométricas para las superficies:
planos tangentes (ya estudiados parcialmente en un capitulo anterior) y vectores normales (anilogos
a la normal al plano).
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Definicién: Algunas propiedades geométricas de superficies.

» Sea K = f(S) una superficie simple parametrizada por la funcién f : § C R? — R3
y sea q € Int K. Se define que el vector v es tangente a K en q si existe un camino
X ¢ [a,b] — R3 de clase C* de modo que X|a,b] C K y existe algin ¢ € [a,b] tal que
X(e)=qy N(c)=v.

= Al conjunto de todos los vectores v tangentes al punto q se les denomina espacio tangente
a K en q y se anota como Ty (K). Se puede demostrar que si la superficie es simple y
parametrizada regularmente por f (u,v), entonces:

of of of of
T, (K) = <%a%> — 11 (K, q) ZQ+<%,%>-

= De acuerdo a la idea anterior, es facil determinar una direccién normal a dicho espacio
tangente. En efecto, se define el vector normal a la superficie K bajo la parametrizacién f

come of  Of
N = — X — 5.3
(p) =5 x o (53)
Se empleara habitualmente el vector normal unitario, haciendo uso de la notacion:
. Nt (p)
n(p) =
Nt (p) |

= Si S tiene una frontera dada por 08, entonces se define la frontera de la superficie KC como
OK = £ (9S) y al interior de la superficie como Int K = f (Int S).

A través de las definiciones anteriores de superficie y de un razonamiento primordialmente geométrico,
podemos encontrar la definicion del area de una superficie, las cuales no deben confundirse con
las integrales dobles calculadas hasta ahora, pues estas tltimas entregaban el volumen del sélido
engendrado entre el plano zy y la funcién dada.

Definicién: Area de una superficie en R3. Sea IC = f (S) una superficie simple en R parametri-
zada por la funcién de clase C! a tramos f : S C R? — K C R3, entonces el area de la superficie
IC se define como la integral doble

of of
S

En términos simbdlicos—diferenciales decimos que el diferencial de superficie viene dado por:

dudv (5.4)

of of
_X_

5 = 7o dudov

as = |

Analogamente a las curvas, el drea es independiente de la parametrizacion utilizada, lo cual se resume
en el siguiente teorema:
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Teorema: Sea F(s,t) : R? - R* y g = f o ¢ una reparametrizacién de K de clase C! a tramos.

Entonces,
of of
S S

A partir de todos los conceptos anteriores resolvemos los siguientes problemas, béasicos en cuanto a
planteamiento, pero a la vez clésicos.

Jg 0Og

(Problema 5_1) Encuentre el darea de la porcion de la superficie

r=a P

que esta dentro del cilindro

2?4+ y* <1

Solucién:

Primero partamos identificando la superficie que debemos integrar. La superficie z = 22 — 32
corresponde a la ya conocida silla de montar (el conocido ejemplo cldsico de los puntos de
ensilladura).

2

Sin embargo, debemos considerar de ella solo los puntos que estdn contenidos dentro del cilindro
22 + 3?2 < 1, el cual es un sélido con libertad en z. Es facil notar entonces que el manto en
cuestién corresponde a la figura siguiente:

Se muestran anillos de radio 1 para senalar el contorno del cilindro.
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Se identifica adicionalmente una simetria cilindrica/esférica en el problema. Para calcular el area
de este manto (no confundir con la integral doble), debemos partir por parametrizar la superficie.

Esto no es del todo complicado, pues ya tenemos una componente en funcion de las otras dos:

f(u,v) = (u,v, u? — 112)

A://dS

S

Entonces el area viene dada por:

f f
donde como se dedujo en clases dS = ‘ 8_ X 8_

ou  Ov

dudw. Derivamos:

g = (1,0,2u) ; ? =(0,1,—2v)

ou v

~

k —2u
2u | = 2v
—2v 1

%ﬁxﬁ—i
ou 81)_0

— O o>

dS = /4 (u2 +v2) + 1dudv

o bien, aprovechando que las variables son mudas y la coincidencia con los planos cartesianos:

dS = /4 (22 4 2) + 1dzdy

Es facil notar que el producto cruz entre las derivadas parciales no se anula para ningun u, v,
luego la parametrizaciéon es regular.

Observe que integrar esto en funcion del cilindro tal como estd puede ser en extremo tedioso.
Por lo tanto, aprovechamos que existe una simetria polar en la integracién y hacemos:

dxdy = rdrdf

donde en este caso r € [0, 1] para estar dentro del cilindro, y 6 € [0, 27]. Luego,

27 1
//dS = / /\/4r2+1rdrd0
A 0 0
1
= W/ 2rV4r2 + 1dr
0

Haciendo u = r? se puede evaluar la integral sin mayores dificultades, obteniendo asi que:

= T (532 _
A 6(5 1)
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(Problema 5.2) Sea & = {(x,y,2) €ER® : 2=6—32—2y; x,y,2 > 0}. Sea F(z,y,2) =
(0, z, z). Calcule el flujo que pasa por esta superficie.

Solucién:

No nos queda mas opcién que hacerlo por definicién: solo queremos integrar una sola topa y
buscar V - F # 0, razén por la cual no existe G tal que V x G = F (permitiéndonos utilizar el
teorema del rotor).

Sabemos inmediatamente en este caso que:
dS = (3,2,1)dzdy
si decidimos integrar en el plano xy. Evaluando el campo en la superficie:
F(S)=(0,6— 3z —2y,6 — 3z — 2y)
Es decir,
F.-dS =3(6— 3z —2y)dady

Tenemos que integrar en el plano zy, con lo cual hacemos z = 0 en la ecuaciéon del plano
obteniendo asi

3
3x+2y:6—>y:3—§x

Para que z,y > 0, movemos y de 0 a la recta (dibuje el plano zy junto a la recta para imaginarlo)
y = de 0 a 2 (el punto de interseccién de la recta con el eje x). Asi,

2 r3-3a
//F-dS—B// (6 — 22 — 2¢) dudy = 18
0 0

S

haciendo integracion de funciones polinomiales.

(Problema 5.3) Calcule el drea del paraboloide z = 2?2 +y? para 0 < 2 < 1.

Solucién:

Es muy sencillo identificar el area a integrar, pues el paraboloide es ya una figura mas que cono-
cida. La parametrizacién en este caso tampoco es complicada, pues ya tenemos z dependiendo
de x e y:

f(x,y) = (:1:, y, 2 + yg)

siendo R la proyeccion del manto sobre el plano xy y la regiéon de integracion. En este caso, esta
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serd 22 + y? < 1. Calculamos el diferencial de superficie:

ik 9%
of of |11k of  of
a—xa—:102x: —2y %dS:‘axaHd{rdy
9 o1 gy 1 vy

dS = /4 (2% + y2) + Ldady

Integrando:

S = // VA (22 +y2) + 1dady
z2+y2§1

Observe que esta integral de superficie es exactamente la misma que la del problema anterior.
Bajo el mismo procedimiento,

™
S: 6 (53/2—1)

Esto no es en lo absoluto una casualidad. Guarda relacion con el hecho de que para ambos
mantos los bordes quedan descritos por la circunferencia 22 4+ y? = 1+ 9K. Este resultado lo
formalizaremos mas adelante mediante el Teorema de Kelvin—Stokes.

[Problema 5_4] Considere la superficie:

v

X (u,v) = (u sen (a) cos (M) ,usen (a) sen (Sen“(a)) 11,08 (a))

donde0<a<gy(u,v)€R2,u>O.

(a) Pruebe que X es una superficie parametrizada regular.
(b) Determine el dngulo formado por las curvas coordenadas.

(c) Calcule el area A (X (D)) donde

D={(u,v) eR*: 0<u<2, 0<v<2m}

Soluciodn:

Sea IC la superficie estudiada. Se puede notar que K presenta una clara simetria cilindrica dada
la ecuacion de la parametrizacion. Inspeccionandola en detalle, corresponde a un cono al cual se
le ajusta el radio a través de u y el barrido angular con v. Escogiendo los valores de « se escoge
la inclinacion del cono. Se deja propuesto graficar computacionalmente le manto para verificar
estos resultados.
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(a) Calculamos los vectores direccién de la superficie:

™ - (sen () cos (Sen”(a)> ,sen (@) sen (Sen”(a)> Jcos (a)>

0X
— = (—usenv,ucosv,0)
ov
0X 00X v v
— — X — = [ —ucosa cos , —1U COS (v sen L Sen o
ou ov sen o sen o

Dado que u > 0 por la definicién de la superficie, es imposible que este producto cruz se anule
(la tercera componente nunca se anulard). Luego, los vectores normales de la superficie nunca se
anulan, y por lo tanto la superficie es regular.

(b) Las curvas coordenadas se generan al considerarlas como las direcciones que generan el plano
tangente a la superficie en un punto dado. Para un punto p € X se tendréd que el plano tangente
viene dado por:

0X 0X
Il (K, p) = — —
(K, p) p+<8u (p), 5 (p)>
Luego, las direcciones tangentes de las curvas coordenadas son

%—}j(p) y aa—}j(p)

De lo estudiado en Célculo II, para las curvas obtenemos el producto punto entre sus tangentes
y asi obtenemos el angulos que las curvas forman. Notamos que para todo punto p se cumplira

que
oX X 0

ou Ov
reemplazando con las expresiones ya obtenidas para cada una de las derivadas parciales. Con-
cluimos entonces que las curvas coordenadas son ortogonales.

(c) Tomando médulo al producto cruz ya calculado el diferencial de superficie viene dado por:

X
dS = _8 X —8X dudv = |u| dudv
ou ov

Los limites de integracion ya vienen dados. Luego,

2 2 2
S :/ ]u\/ dvdu = 27r/ udu
0 0 0

— |8 = 4r]
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(Problema 5.5) Sean Ki y K, las superficies dadas por 2 +y* +2° =9y 2 = 7 — (2 + )
respectivamente.

(a) Calcule el volumen del sélido limitado por Ky y KCs.

(b) Calcule el drea sobre Ky contenida en /Cs.

Solucién:

(a) La primera superficie es claramente una esfera y la segunda un paraboloide. Por lo tanto,
no es complicado imaginar que la figura es una como la siguiente:

o
i
0 L

T

Luego, el volumen viene dado de acuerdo a lo aprendido segun integrales triples. Dado que se
observa una simetria claramente polar utilizamos coordenadas cilindricas, obteniendo asi que
K1 se despeja en su rama positiva como z = /9 —r? (la que efectivamente se corta con el
paraboloide) y Ky cumple la ecuacién z = 7 — r?. Asimismo,

dV = rdrdfdz

Dado que el paraboloide limita por rriba al sélido y la esfera por abajo, esto nos permite establecer
los extremos de integracién en z. Buscamos la interseccion en las componentes radiales,

VI— 12 =7—72 —p* —149% + 49 = 9 — 42

Es decir,
=13 +40=0— (r* = 5) (1" = 8) =0
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De aqui se descarta 7? = 8 pues en dicho caso 7—1r? < 0y por lo tanto no se satisface la ecuacion.
Despejando entonces,
r=+v5

Como en el sistema polar se asume que la componente radial es positiva, entonces:
r=+v5

Ahora podemos escribir la integral:

2T V5 7—r2 V5
V:/ / / TdZde9:27T/ 1“(7—7“2—\/9—7'2)(17"
o Jo Jvo=2 0

Haciendo u = r? se tiene entonces que:

V:W/OEJ(?—U—\/E)CML

Finalmente,

VZW(7W—2—§) — V:w(%/ﬁ—%)

(b) El drea en cuestién puede graficarse como se muestra a continuacién de acuerdo a las figuras:

Q. e
s VI I,

o
7 /J’////

Claramente es una porcion de circunferencia, por lo cual el diferencial de superficie puede para-
metrizarse como®:

dS = rdfdz
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donde r = 3 pues K es una esfera de radio 3 y por lo tanto en todo instante el radio toma dicho
valor. En este caso, por la simetria de la figura se tiene que 6 € [0,27] y z se mueve desde 2
(r=+/5en7—7r26+9—r?%) hasta 3 (donde la componente radial se hace cero). Finalmente,

27 3
S:/ /2dzd9:47r—>
0 2

Anexo: Simbdlicamente se tiene que:
dS = longitud x ancho

donde el ancho viene a ser rdf en coordenadas cilindricas pues representa la longitud de un
arco de barrido df con angulo r . Asimismo, la longitud viene a ser dz pues esta representa la
variacion en la coordenada z del diferencial. No se considera dr pues este le entregaria espesor
al diferencial y lo convertiria en un diferencial de volumen.

“Ver anexo del problema para obtener la explicacién.

(Problema 5.6) Considere la regién encerrada por el manto de ecuacién z = 2% — y? + 4, el
plano zy y el cilindro unitario 2% + y* = 1. Calcule el drea de la superficie
que encierra esta region.

Solucién:

Partimos graficando los elementos involucrados. En primer lugar, la superficie z = 22 — y? + 4
es un hiperboloide (silla de montar) desplazado en 4 unidades hacia arriba en el sentido positivo
del eje z. Considerando asimismo el cilindro unitario y el plano zy, se obtiene una figura como
la siguiente (en dos de sus vistas):

Queda en evidencia que el area total es la suma de tres superficies: la silla de montar (1), el
manto cilindrico (2) y la base en el plano zy (3). Vamos calculando una por una:
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» Es inmediato que (3) es un circulo de radio 1, por lo tanto,
S; =1

» Asimismo, podemos calcular (1) considerando que dado que existe una especie de simetria
cilindrica podemos parametrizar utilizando este sistema de coordenadas:

z=a =yt 44— 2z =12 (cos2e—sen26)—1—4:7’200829—1—4

donde # € [0,27] y r € [0, 1] para cubrir asi toda la componente radial. Hecho esto, podemos
calcular el diferencial de superficie de acuerdo a la definicién y la parametrizacion:

f(r,0)= (r, 6,12 cos 20 + 4)

Luego,
of of
o (1,0,2rcos26) 'y 30 = (0,1, —2r*sen 26)
Es decir, o X
of of |1 K
o X 30 =11 0 2rcos?26 |= (—2r cos 26, 21 sen 26, 1)
" 0 1 —2r?sen20
Luego,
ds = (47‘2 cos® 260 + 4r* sen” 260 + 1) drdé
Integrando:

2 1
S, = / / (47“2 cos? 20 + 4r* sen® 20 + 1) drdé
o Jo

Y 4
= / —cos229+gsen229+1d9
0

3
2

8 ) 9
= — 20 + —db

/0 155" 15

Concluimos asi que:

26m
"=

» Para calcular Sy consideramos ahora que la superficie es un manto cilindrico con evidente
simetria cilindrica. La componente radial esta siempre fija en 1 y la componente 6 puede
moverse libremente entre 0 y 2. La componente z puede moverse entre 0 y 22 — y? + 4 =
cos? ) — sen? 6 + 4. Luego, como

dS = 1dfdz
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Entonces se tendra que:

27T cos 20+4
Sy = / / dzdd
o Jo
2,-—
= / cos 20 +4d0
0

= 87

Finalmente,

A partir de estos resultados concluimos que:

146

S=5+S5+5 =1+ =
15

(0

5.1.2. Integrales de superficie sobre campos vectoriales

Consideremos un fluido en movimiento, en el cual se pueden describir sus velocidades a partir del
campo F clase C! (la naturaleza suele ser C*°). Es decir, existe funcién x tal que F = dx/dt,

Para muchas aplicaciones en mecénica de fluidos se desea saber cuanto de este fluido circula a través
de una superficie K. En otras palabras, deseamos saber el flujo neto a través de K, lo cual se mide
dimensionalmente como volumen/tiempo.

Digamos que la superficie se parametriza con la funcién f de modo que K = f (S). Podemos pensar
en el problema de flujo de forma diferencial, como siempre se ha hecho a lo largo de los cursos de
calculo. Entonces consideremos un elemento de superficie de area d.S. ; Cuanto fluido esté escapando
a través de este elemento de superficie? Digamos que este elemento de superficie tiene una normal
unitaria n (p) donde p es el punto asociado al diferencial de superficie. Entonces, la velocidad F en
el punto p puede descomponerse en dos direcciones: una en la direccién de la normal y otra en la
direccion perpendicular.

Consideremos la velocidad que va en la direccién paralela a la normal. De lo ya aprendido de algebra
lineal sabemos de inmediato que el valor de la velocidad en esta direccién viene dada por:

F-n=|F|cosd

El fluido que escapa en esta direccién viene intuitivamente dado por velocidad del fluido x area del
diferencial de superficie pues en dt circula dx fluido a través de un area d.S. Entonces un diferencial
de flujo en la direccién de la normal viene dado por:

d®; = F-ndS

En la direccién perpendicular a la normal no medimos el flujo. Esto se debe a que este flujo no esta
atravesando el diferencial de superficie pues no nos interesa medirlo. Por lo tanto,

dq)J_EO
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Entonces el diferencial de fluido viene dado por:
d® =d®| +d®, =F-ndS

Observe entonces que el flujo total se obtiene integrando estos diferenciales a lo largo de toda la
superficie. Es decir, el flujo a través de una superficie puede verse como la integral de superficie
escalar de la funcién F (p) - n (p). Recuerde ademas que el diferencial de superficie puede escribirse
como:

of of
_X_

ou Ov

(no confunda: f es la parametrizacion, F el campo) y con ello escribimos la integral de superficie
como una integral doble en S. Adicionalmente, el vector normal unitario viene dado por:

of  of||! gxg
ou Ov

ou " v
- of of

Al igual que como hicimos en integrales de linea definiendo d¢ como un diferencial vectorial que
considera magnitud y direccion, definiremos el diferencial de superficie vectorial como:

dS=ndS = (ﬁ X ?) dudv

ds = ‘ dudv

- |

con lo cual notamos que:

ou

Es decir,
d® =F -dS

Integrando esta férmula sobre toda la superficie K concluimos que la integral puede escribirse como:

o = //F dS = // (ﬁ X g) dudv

Esto ya es mas que argumento suficiente para realizar la siguiente definicién con claridad:

Definicién: Sea K = f (S) una superficie simple parametrizada por f : S C R? — R3, la cual
proporciona una orientacién dada por el vector normal fi en cada punto. Sea F : U C R? — R?
un campo continuo definido en el abierto U de R® que contiene a K.

Se define la integral de superficie de F sobre IC, llamada también flujo de F a través de K como:

@(F,/C)://EdS://F-ﬁdS (5.6)

y que puede ser calculada directamente como:

o (F,K) // (af af)dudv (5.7)

Si la superficie es cerrada se emplea el operador # .
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En los siguientes problemas nos dedicaremos solamente a aplicar esta definicién para calcular inte-
grales de superficie vectoriales.

(Problema 5.7] Calcule el flujo hacia afuera del campo F = zi+ yj + (1 —22) k a través

del sélido acotado por el plano zy y el paraboloide z = 4 — 2% — /2.

Soluciodn:

El sélido es facil de imaginar: un paraboloide céncavo hacia abajo tapado por el plano xy.
Entonces, el flujo a través de la superficie puede escribirse como:

#F-dS://F-d81+//F-dSQ

S Si So

J/

Dq Py

donde &; es el plano zy que genera la tapa del solido y Sy la superficie parabdlica que participa
en la frontera del sélido.

Dada la simetria cilindrica del problema, es facil notar que una parametrizacion posible para S;
es:

£y (r,0) = (rcosf,rsenb,0)
donde r € [0,2] (hasta r = 2 llega la tapa, pues ahi se corta con el paraboloide en z = 0) y
0 € [0,27]. Derivando se puede obtener inmediatamente el vector normal:

. <0f1 an)Hafl o~
n—

Haciendo los calculos (se dejan propuestos al lector) se puede notar con facilidad que n = k.
Este resultado es mas que razonable, pues la tapa del plano xy estaba contenida en dicho plano,
luego el vector unitario tenia que ser obligatoriamente este. Sin embargo, tengamos presente que
esta normal medira el flujo hacia adentro del sélido, pues la normal apunta hacia arriba.
Digamos que el flujo obtenido asi sera:

Sy S1

Evidentemente, dS; = l::dSl donde dS; corresponde al diferencial de area de una circunferencia.
Conocido es en este caso entonces que dS; = rdrdf. Evaluando en el campo:

Fzrcos@i+rsen05+l§

— F-dS; = rdrdf
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Integramos para obtener inmediatamente &, considerando el signo —:

27 2
—/ / rdrdf = —4nx
0 0

Ahora calculamos ®,, partiendo por parametrizar la superficie:

f2 (l’,y) - (I1y74_1]2 _yZ)

of, of, |1 K af af :
S 2x 2 =1 0 —2z|= 2 x =2 :\/4(x2+y2)+1dxdy
Jxr Oy 01 —2

Integramos a lo largo de todo el manto. Para lograr esto, integramos sobre la proyeccion del
manto parabdélico sobre el plano zy: 2% + y? < 4. Tenemos que de acuerdo a lo ya estudiado:

F.-dS, = (aj,y, 22 + 2% — 7) (2, 2y, 1) dady
= (4®+ 49> -7)

Para integrar sobre toda la circunferencia de radio 2, pasamos a polares, con lo cual

2
by, = / / r drdd
o2 2 4
= 27r</ 4r‘5d7> —YM
0 0o Jo

= 32w — 2871
= 4r

Finalmente,
@Z(I)1+(I)2 = —47T+47T

+[6=0]

Antes de continuar, nos conviene ser practicos y notar que existen ciertos diferenciales de superficie
)

que pueden calcularse incluso de forma intuitiva o que bien son tan recurrentes que vale la pena

memorizarlos:

» (Porcién de) Cascarén esférico de radio r: Evidentemente conviene trabajar con coorde-
nadas esféricas. Suponiendo que la ecuacién

?+yt 4=
genera una superficie parametrizable tal que
dS =t r*senfdfdy (5.8)

el cual es un resultado geométricamente razonable: la normal apuntara en el sentido t y el
diferencial d.S corresponde a dV = 72 sen f drdfdy sin el espesor dr.
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» Porcién de un plano en R?: Consideremos el plano dado por la ecuacién vectorial
n-(x—r)=0—ar+by+cz=d (5.9)

donde n no es necesariamente unitario. Parametrizando se puede llegar a la conclusion que el
diferencial depende del plano en que estemos integrando (o equivalentemente, de la variable
que despejemos en funcion del resto en el plano). Si despejamos en funcién de z:

dS=n"dzdy , donden*= (g, Z—), 1) (5.10)
¢ c
En los otros casos, se dividira por la letra respectiva en el denominador, y el resultado es el
mismo solo porque la regién de integracién también cambia en funciéon de las otras letras. Es
razonable pensar que el diferencial siempre apuntara en la misma direccién, dada por la normal.
El escalamiento se deduce de la parametrizacién, pero también es razonable: a mas intensa la
normal, mas se mide la proyeccion sobre el campo.

» Porcién de disco sin espesor: Si consideramos un disco o una porcién de él sobre un plano,
basta considerar la expresion anterior y llevarla a coordenadas polares (considerando la trasla-
cién del plano):

dS =nrdrdd (5.11)

Observe que r representa la distancia del punto al elemento de superficie, por lo que hay que
tener cuidado con esta parametrizacion.

» Seccién de manto cilindrico: Consideremos el cilindro 2% + y? = r2. Si deseamos medir un
diferencial de superficie en el manto podemos hacer:

dS = #rdfdz (5.12)

Nuevamente, I es razonable pensando en le manto en cuestion. El diferencial dS simplemente
corresponde al dV cilindrico sin el espesor dr: rdrdfdz/dr.

Cualquier otro diferencial mas complejo debe ser calculado.

(Problema 5.8] Calcule el flujo hacia afuera producido por el campo

F (z,y,2) = /22 + y? + 22 <x§+yj+zf<)

sobre la regién Q : 1 < 2?2 +¢y? + 22 < 2.

Solucioén:

Es facil notar que estamos calculando el flujo hacia el exterior de un cascarén esférico, determi-
nado por dos superficies de radio 1 v v/2 respectivamente. Por calcular

(I)—#F-dS—//F-dSHL//F-(182

o0 S So
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donde & es la tapa exterior de la region y Sy la tapa exterior. Partimos por notar que en el
problema existe una clara e indiscutible simetria esférica pues se esta midiendo la distancia al
origen. En efecto, en el sistema (r, 0, ¢) se tendra que:

F=r’t

pues 2+ yj + zk por como esta definido el sistema polar. De forma analoga, la superficie
corresponde a dos cascarones esféricos. Para el interior la normal unitaria apuntando hacia afuera
puede obtenerse por los célculos ya conocidos, pero aqui nos aprovecharemos de la simetria de la
figura, y podemos notar que en este caso viene dada por —r. Para el cascarén exterior se puede
notar también que la normal unitaria es r.

Aprovechando la simetria esférica, se puede demostrar que el diferencial de superficie para un
radio r viene dado por: dS = r?sen f dfdy (el ya conocido diferencial de volumen, en el cual se
prescinde del espesor dr). Luego,

dS; = 2rsen fdfdy

dS; = —rsenfdfdey

En otras palabras, integrando en 6 € [0, 7] y ¢ € [0, 27] (para cubrir todo el cascarén) tendremos

que:
2m T 27 s

¢ = / / 2f“-2f'sen6’d9dg0—/ / r-rsenfdfdy
o Jo o Jo

= 16w —4r

Es decir,

(Problema 5.9) Calcule el flujo hacia afuera del campo F = (2xy, z,y) a través del cilindro
2?2 +y?> =1, =1 < z < 1 con sus normales apuntando hacia el interior.

Solucién:

El flujo a través del cilindro puede descomponerse como la suma del flujo en cada una de sus
tres tapas:
qD - (I)l -+ q)z -+ q)g

donde @, es el flujo a través del manto cilindrico, ®5 el flujo a través de la tapa superior y @3
es el flujo a través de la tapa inferior.

La simetria es indiscutiblemente cilindrica y se pueden parametrizar inmediatamente las super-
ficies de acuerdo a como se define:

f) (z,0) = (cosf,send, z)
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f5(r,0) = (rcosf,rsend, 1)
f5(r,0) = (rcosf,rsenf,—1)

Luego, es facil notar que:

dS; =r1-dfdz
dS, = kr drdf
dS; = —krdrdd

el tercer diferencial se parametrizé con el signo — para hacer notar que el flujo apunta hacia el
exterior.

Calculamos el primer flujo: (recordar que r = (cosd,sen#,0))
2m 1
F (f;) = (2cosf send, z,senf) — ¢, = / / 2 cos® @ sen ) + zsen §, dzdf
0o Ja

Notamos que ambas integrales se anulan al integrarlas entre 0 y 27. Luego,

(P]:O

1 2
by = / / r?senfdrdd =0
0o Jo
1 2
b3 = —/ / r?senfdrdd =0
0o Jo

Anélogamente,

Finalmente, .

5.2. La divergencia y el rotor

Como trabajo de ejercitacién previo definiremos los conceptos de divergencia y rotor simplemente
como formas diferenciales definidas a partir del operador nabla. Esto para familiarizarnos con algunas
de las operaciones y productos que se pueden generar a partir de este.

Por ahora no realizaremos ninguna interpretacion fisica, pues dejaremos estas asociadas a cada teo-
rema en su momento respectivo.

Partamos definiendo el concepto de rotor:
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Y el de divergencia:

Observe que ambas formas diferenciales se definen a partir de operaciones vectoriales con el operador
nabla, donde se hace el abuso de notacién de considerar la multiplicacién escalar de una derivada
parcial con una funcién como la aplicacion de la derivada sobre la funcién.

Por ahora solo nos limitaremos a demostrar algunas propiedades importantes, y que son utilizadas
en ocasiones para realizar algunos desarrollos tedricos en mecéanica de fluidos y electromagnetismo y
a su vez para desarrollar algunos de los problemas a los que nos enfrentaremos proximamente.
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(Problema 5_10] Muestre las siguientes identidades vectoriales:

(a) si F =V con f € C2, entonces V x F = 0.

(b) siF =V x G con G € C', entonces V - F = 0.
() V- (fﬁg - gﬁf) = [V — gV2f.
(@) V- (fVg) =V Vg+ [V,

(e) 6><(fF)=<ﬁf ><F+f(ﬁ><F).

Solucioén:

(a) Reemplazando en V x F:
VxF=VxVf

Aplicamos el rotor componente a componente, pensando que:

= . (O0f Of Of
vi= (3303)

Entonces,

- = [0 (of o (0f\1: [0 [of 0 (0f\]: [0 [o0f 9 (Of\|+
91 =5 () o () [ (32) o (50) )+ [ (52) a2 (50) | %

Dado que las derivadas parciales cruzadas son iguales pues f es de clase C! (gracias al Lema de
Schwarz), entonces cada una de las componentes se anulard, concluyendo asi que:

ﬁxﬁfzo

Sin embargo, observe que este resultado es mas que obvio, puesto que si F = V f, entonces F
es conservativo y por lo tanto es obvio que cumplira la condiciéon necesaria ya estudiada con
anterioridad. Este resultado no hace mas que demostrar de otra forma el mismo resultado.

Se dice entonces que los campos gradientes son irrotacionales pues su rotor se anula.

(b) Digamos que G = (G, G, G), entonces:

- _(0G,  0Gy,)\ G, 0G,)\ : G, 0G;\ ¢
VXG_<8y 8z>1+<8z (%)‘H—((% 8y)k
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Tomandole la divergencia a este campo:

S (= 0 [0G.  0G, 0 (0G, 0G, 0 (0G, 0G,
V'<VXG> B ax(ay 8z>+8y<82 8x)+02(0x 8y)

0G, 0Gy  0G, 0G, N oG, G,
Oxdy 0xdz Jydz OJydxr 0z0x =y

Observe que los términos el mismo color se cancelaran pues cada G es de clase C? por hipétesis.
Finalmente,

V- (VxG)=0
No entraremos en mas detalles, pero se dice que entonces existe una funcion potencial vectorial

para F , conocida como G, pues F = V x G . Estas funciones son ampliamente utilizadas en
aplicaciones de electromagnetismo, en particular en antenas.

(c) Observe que esta propiedad es una especie de regla del producto. En efecto, partamos
demostrando que:

V- (uV)=Vu-V+uV- -V

Por definiciéon:

2 _O(WVe) | O(wVy) O (uV)
V- (uV) = Ee + dy + 57
Aplicando ahora regla del producto:
- ou oV, Ou v, Ou oV,

Reagrupando términos a conveniencia para llegar a lo pedido:

- ou ou ou ov, oV, 09V,
V-uV = <%Vz+a—vy+$vz> +u<ax 5t 02)
VuV %’

N

Finalmente, - - -
V-uV=Vu-V+uV -V = (%)

Hagamos entonces u = fy V = ﬁg. Se sigue que:
V-uV=V-. (fﬁg) zﬁf-ﬁg—l—fﬁ'ﬁg
Notando que V- ﬁg = 6291
V- (fﬁg) = ﬁf . ﬁg + fﬁQg < jes la parte (d)!
Analogamente obtenemos que:

V- (gﬁf) =Vg-Vf+gVf
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Restando ambas ecuaciones, observamos que los primeros términos a la derecha de cada ecuacién
se cancelaran, obteniendo asi:

V- (£99) =V (99F) = V% — gV

Como el operador v y el producto punto son lineales, concluimos que:

v (fﬁg — gﬁf) = fVig—gV'f| W

(d) Lo demostramos en la parte anterior usando ().
(e) Apliquemos por definicién el rotor a la funcién fF = fF,i+ f ij + fF, k. Entonces:

9 (rp) - [LUEL_OURN] 5, [0UE) _OUR);  [0UR) ORI,

ox dy

Revisemos la primera componente:

O(fF) O(F) of . OF 0f. 0F (0f . 0f OF. OF,
dy 0. oy ey Tl T \a e T By T

Observe que el primer término en paréntesis corresponde en efecto a la primera componente
de Vf x F y el término en el segundo paréntesis a la segunda componente de f (V X F) Se
procede por analogia para las componentes adicionales. Concluimos entonces que:

6x(fF):ﬁfo+f(ﬁxF>

Es decir, para este tipo de producto escalar—vector si existe la regla del producto cruz para el
operador nabla. H

(f) De la ecuacion anterior, basta hacer F = Vg, con lo cual
V x (fﬁg) zﬁfx§g+f<ﬁxﬁg>

Pero ya demostramos en la parte (a) que los campos gradientes son irrotacionales, por lo que
V x Vg = 0. Concluimos asi que:

§x<f§g>:§fxﬁg [ |

De la parte anterior, se pueden resumir todas las formulas en las siguientes ecuaciones trascendentes:

= Kl campo gradiente es irrotacional:V x V f=0.

» El campo rotor no diverge: V- (6 X F) = 0.
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= Se cumple la regla del producto para funciones escalar—vector:

=

V-(fg)=Vf-g+fV-g

Vxfg=Vfxg+fVxg

5.3. El Teorema de Kelvin-Stokes

Nota: En esta seccién se tratard este teorema de forma practica, no en toda su rigurosidad
matematica. El teorema en cuestion es altamente abstracto, y no tiene absolutamente ningin
sentido si es que no se interpreta en su sentido fisico. Por esta razon es que la demostracion
—extensa y compleja— se dejara en un documento anexo. En lo que aqui nos enfocaremos es en
comprender fisicamente el significado del rotor y del Teorema de Kelvin—Stokes.

Lo primero que haremos es comprender con lujo de detalles lo que significa fisicamente el concepto
de rotor, por lo cual revisaremos esta pregunta que lo aclara. Resolver esta pregunta es requisito para
los desarrollos posteriores, pues se asumiran comprendidos.
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(Problema 5.11) Considere el campo F = (P,Q, R) de clase C! el cual interpretaremos como
un campo de velocidades sobre un fluido. Sobre cada elemento de fluido
(un diferencial dV') estd actuando la velocidad del campo anteriormente
descrito. Considere un campo actuando como el de la siguiente figura, donde
la velocidad en el eje x (dada por P) varia a lo largo de y.

Se puede asumir que el movimiento de las particulas se verd como en la
siguiente figura transcurrido un instante At y considerando un diferencial
de fluido de alto Ay:

. orP Ar =dy, —d (‘) AyAt
Desplazamiento : | P+ — Ay | At 17
ay

JoP "

pi 0Py, e O
Ay

Ay

t Desplazamiento : PAt t+ At

Se puede decir entonces que los elementos de fluido se estan deformando o
rotando por efecto de la velocidad.

Se define la rotacion en torno al eje z como el promedio de la velocidad
angular generada en el eje x y la velocidad angular generada en el eje y por
efecto del campo F. En otras palabras,

s 1(Aa AB
re = Mmoo (E * E) - (5.17)

Ayudandose de la figura, demuestre que:

1[0 oP

Ayuda: Recuerde que para # — 0 se tiene que senf ~ tanf =~ 6.

Solucion:
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De la figura se observa que:

Ax

Ay

Usando la aproximacién de éngulo pequeno (razonable considerando que es un desarrollo de
Taylor y que Ay y At siempre serdn muy pequenos):

tan (—Ap) =

—Af ~ a—PAt
dy
donde se considera el signo — en el A debido a que nuestro sistema de referencia original mide
el giro en sentido antihorario y aqui esta ocurriendo claramente en sentido horario, por lo cual
el movimiento anteriormente descrito va en el sentido contrario a nuestra convencién. Se sigue
que:

A __61 A dﬁ _op
; ) y cuando At — 0: ,

.Y donde quedo el formalismo matematico? Esta tltima idea se valida matematicamente a
partir del residuo de los desarrollos de Taylor: estos tenderan a cero cuando Ax, Ay, At — 0. Sin
embargo, teniendo conceptualmente claros estos desarrollos, observe el lector lo tedioso que puede
resultar tener en mente todas esas consideraciones, no aportando en lo absoluto al desarrollo
conceptual. Por esta razén es que se prescinde de dichos detalles, aunque se reconoce su validez,
en aplicaciones fisicas e ingenieriles. No nunca olvide lo que aprendié de matematicas, ya que
siempre lo acompanard, jpero sea practico!

Anélogamente, consideramos la misma situacion para la linea horizontal de particulas de fluido.
En un punto p tenemos asociada la velocidad @) hacia arriba, al movernos en Az hacia la derecha
tendremos la velocidad aproximada por Taylor:

Q+ X

Transcurridos At unidades de tiempo, el desplazamiento en p sera de QAt hacia arriba y el de
el punto a distancia Az estara desplazado en

9Q

QAL + 8—AxAt — Ay = oQ
T

— AxAt.
x

La diferencia entre ambos desplazamientos genera una diferencia de altura que engendra el A« de
la velocidad angular. En este caso la medicion es positiva, pues de acuerdo a nuestra convencién
(asumiendo todo algebraicamente positivo) el giro generado en el diferencial de volumen serd en
sentido horario. De esta forma,

Ay 1 0Q

tan Aa = e~ Audn — AzxAt
Bajo la misma aproximacion:
0Q Aa  0Q
Aa ~ At » — ~ —
7 o At~ Oz
Entonces,
1 oQ 0P
r,=-lim — — —
2 At—0 Oy
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pues nuestras aproximaciones de Taylor pueden ser reemplazadas en el limite para el calculo, y
generan el mismo resultado que las funciones originales. Observe que gracias a las aproximaciones
hemos eliminado la dependencia temporal y de esta forma,

e L (0Q _OP\| g
2\ 0x Oy

(Problema 5_12) Considerando los resultados obtenidos en la pregunta anterior:

a) Se definen por analogia r, y r,. Concluya que:
(a) p gla ry y 1y ya q
1 —
rzﬁ(VxF>. (5.19)

(b) A partir del resultado anterior, interprete fisicamente el significado del
rotor de un campo F.

Solucién:

(a) Observe que 7, es la rotacién en torno al eje x, por lo cual se considera la variacién de angulo
en el plano yz. Ahora consideramos el plano yz en el mismo orden que el desarrollo anterior,
pues j x k = i. Entonces es facil deducir que las demostraciones son analogas, llegando asi a que

C_a(or %
T 2\0y 0z

Para r, tenemos que hacer la deduccién en el plano xz, pero ahora kxi = j, por lo cual asociamos
el eje z al eje x en nuestra demostracion anterior y el eje x al eje y en la misma deduccién. Se

sigue entonces que:
_Lfop OR\ _ 1(OoR OP
Ty_2 0z or )] 2\ 0z 0z

Ya hemos obtenido r = (r,,r,,r,). Para finalizar basta compactar la notacién de acuerdo a
lo que ya sabemos sobre el operador nabla. En particular, recordamos que V x F es aplicar
el operador derivada asociado a cada componente de V en el mismo orden del producto cruz.
Aprovechando la linealidad de los operadores, concluimos que:

1>
r=-VxF
2
(b) Lo importante acé es notar que
rcV xF

Es decir, si el rotor de F es alto, entonces también lo es la rotaciéon. Por esta misma razon, el
factor 1/2 solo cumple un rol de normalizacién y es irrelevante.
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Esto nos lleva a concluir que el rotor de F es una medida (en cuanto discrimina cuantitativamente
el valor de dos campos distintos) de cudnto se estd rotando un diferencial de fluido/volumen dV/
en el punto dado, en cada uno de los ejes de giro.

Es facil notar que si el rotor no es nulo, entonces los diferenciales dV no solo pueden estar
eventualmente girando, si no que deformandose por efecto del campo de velocidades. Piense en
la primer ilustracién: si proyecta esa misma figura en un pequeno rectangulito, transcurrido At
este claramente se habra deformado en un paralelégramo. Mas ain, si consideramos el efecto
en z, puede haberse convertido en cualquier cuadrilatero. Y si el rotor es nulo, este efecto los
elementos de fluido —y por lo tanto el campo— no se rotan ni se deforman.

No confundir: El rotor no estd midiendo el efecto que produce el campo sobre elementos
externos, si no sobre los mismos elementos que constituyen el campo. En este caso, el campo
de velocidades estda dado por los mismos diferenciales de volumen. El rotor no guarda relacién
directa con lo que pasaria si soltamos un objeto externo en este campo.

Consideremos ahora un plano paralelo al xy. Su normal claramente puede ser ak con « arbitrario.
., Qué nos entrega entonces el producto entre estar normal del plano y el rotor en uno de sus puntos?
Veamoslo:

— 1 — ~ 1
VxF=or— (VxF)~k=§rz

Es decir, obtenemos una medida de la rotaciéon en el plano xy, ignorando lo que pasa en los demés
planos. ;Qué pasa entonces al multiplicar el rotor por un plano arbitrario de normal n? jObtenemos
una medida de cudnto se estd rotando el campo en el plano en cuestién! Observe que la medida
evidentemente dependera de la magnitud del vector.

Seamos ain mas osados, dada una superficie simple y suave K. ;jCémo medimos cudnto se esta
rotando el campo en un punto p de la superficie? Con lo que ya hemos visto,

V x F(p) - Nt (p)

serfa una medida de la rotacién en el punto en cuestién. Si quisiéramos una medida del rotor a lo largo
de toda una superficie arbitrario, lo correcto seria que en cada punto asociemos el vector ponderado
por una magnitud del diferencial de area. Entonces, es razonable integrar

(ﬁxF)-dS

Piense en lo que ocurre al integrar esto en términos discretos: cada diferencial estd midiendo la
rotacion del campo en el diferencial de superficie en cuestion. ;Qué pasa si el diferencial continuo
también tiene una rotacién similar? Tenderan a hacer una rotacién més fuerte. ;Y si el continuo pasa
a tener una rotacién negativa? Tenderan a anularse.

Revisemos ahora qué representa una integral de linea en R inspeccionando su estructura:

yfF-dZ
T

Observe que estamos ponderando la tangente de la curva por el campo, o bien estamos tomando F y
obteniendo el valor de su proyeccién sobre df. Esto puede entenderse naturalmente como un torque
que ejerce F sobre la circunferencia osculatriz que describe la curva en el punto para el que se esta
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tomando el d¢. Por esta razén se dice que la integral de linea es una suma de los torques o bien
medida de la circulacién de la curva a través del campo.

Al integrar los (ﬁ X F) - dS sobre una superficie IC, observe que todas las rotaciones van superpo-

niéndose entre ellas hasta llegar a la frontera. Es decir, a partir de lo que ocurre al interior de la
superficie podemos tener una pista de lo que esta ocurriendo en la frontera de ella. ; Como medimos
lo que ocurre en la frontera? Dado que la frontera es un conjunto unidimensional, es razonable pensar
que serd a través de una integral de linea (adivine cudl).

Precisamente esto es lo que hace el Teorema de Kelvin—Stokes. Conecta las rotaciones de la superficie
en su interior con lo que ocurre en la frontera de esta. En otras palabras, generaliza a R? el concepto
que plantea el Teorema de Green, y en analogia al Teorema de la Divergencia, plantea un concepto
intuitivo: la “circulaciéon” de un campo en una curva se puede medir como la suma de la circulacién
en cada punto de tamano infinitesimal contenido en ella.

Teorema: Teorema de Kelvin—Stokes. Sea K una superficie simple orientable, parametrizada
por la funcién f : & € R? — R? de clase C? donde S es una regién del tipo I y II que
proporciona a su vez la orientacién de K. Adicionalmente, sea F : U € R?® — R3 un campo
vectorial de clase C! definido en (todo punto de) el conjunto abierto de U tal que K C U.

Entonces,

é/ﬁ F.dl= // (ﬁ X F) . ds. (5.20)

Es decir, la circulacion a través de una curva es igual a la suma de las rotaciones de cualquier
superficie cuya frontera sea igual a la curva. Nuevamente, tenemos la conexién entre un problema de
contorno y un problema de area, el cual se agrega a los dos que ya conociamos: el Teorema de Green
y el Teorema Fundamental del Calculo.

Observacién 1: Observe que al ser K una superficie simple, orientable y no cerrada se puede
demostrar con argumentos de geometria diferencial que 0K es una curva cerrada simple. Es decir,
una curva de Jordan. En otras palabras, el teorema también puede ser visto desde el punto de vista
de una curva de Jordan I' y una superficie cuya frontera coincide con la curva.

Recordar que 0K = f (0S), la cual es una aplicacién no inyectiva. En otras palabras, existen infinitas
f; de distintas superficies tales que

0K = £, (08)) = £, (8S,) = - --

Si le cuesta visualizar esta observacion, piense en una porcién de paraboloide cortada por un plano
paralelo a su vértice. La frontera serd evidentemente una circunferencia. Esta circunferencia, ;de
cuantas superficies es frontera? jDe infinitas! No solo de paraboloides con distinta concavidad, si no
que también de esferas, conos, etc.

Observacién 2: El Teorema de Green no es mas que un caso particular de este teorema. Supongamos
que tenemos una curva plana. Pensando que este resultado ocurre en R?, podemos asociarlo al plano
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xy, por lo tanto, asumamos que la curva de Jordan —que denotaremos v— esté contenida en el plano
xy.

Tomemos como superficie el interior de la curva 7, y en particular de las infinitas que nos sirven en el
Teorema de Kelvin—Stokes, quedémonos con aquella que estd contenida también en el plano. Hagamos
entonces dS = kdA (diferencial de drea en el plano zy) y d¢ = (dz,dy,0) (la curva no varfa en z).

Luego, de
315 F.dZ://(ﬁxF).dS
oK+ e

N de+Qdy://(ﬁxF)-f<dA
oK+ e

Al lado derecho se observa que solo debemos tomar la componente z del rotor, es decir,

éK+de+Qdy= /S/(Qx —~P,)dA

recuperando asi el resultado concluido por el britanico George Green.

Observacién 3: Para identificar con facilidad la orientacién positiva de la curva con respecto a
la superficie, podemos usar la regla de la mano derecha. El pulgar nos indicara hacia donde deben
apuntar las normales del manto pertinente.

Entonces, dicho todo esto, revisemos una de las primeras aplicaciones del teorema. Si tenemos una
integral de linea dificil de calcular, podemos convertir el problema de contorno en uno de area. Sin
embargo, ahora podemos escoger infinitas superficies que cumplan lo pedido, ;con cual nos quedamos?
Con la que nos convenga. Esta por lo habitual suele ser una superficie plana, ya que de esta forma
calcular el diferencial de superficie suele ser habitualmente muy sencillo.

(Problema 5.13) Sea la funcién vectorial F (z,y, 2) = (—2%,0,y) = —z? i+yk definida en R3
y S la parte del plano x — y + 4z = 4 incluida en el octante x > 0, y < 0,
z > 0. Verifique el Teorema de Stokes para F y S.

Solucioén:

En otras palabras, deberemos verificar que:

# F.dl = // (6 X F) .dS
W,

donde I't = 9787, calculando cada uno de los miembros de la ecuacién por separado. Obser-
vando que la normal del plano es (1, —1,4), es facil imaginar la situacién en cuestion:
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Haciendo el despeje z = 1 — x/4 4 y/4 sabemos inmediatamente que:
1 1
dS=|-,——,1)dad
(L)t

y la direccion de la normal es correcta, por inspeccién del grafico. Calculando el rotor,

6xF=(1,—2z,0)—>€xF(3)=(1,%—%—2,0)

Es decir,

=~ 1 =z y 1

V F) =|l-—=4+=+4+=
<>< dS (4 8+8+2)dxdy

integrando en el plano xy para generar la superficie, hacemos simplemente z = 0 en la ecuacién
del plano, i.e. z —y = 4, con lo cual la integral doble se escribe como:

= L0t e oy 1 10

F).-dS= -S4+ 24— )dady = —

//(VX> /0/964(8 8+8+2)Iy 3
S+

Ahora tenemos que calcular la integral de linea. Siguiendo la mano derecha (de acuerdo a la
normal que tomamos anteriormente), se tendra que la curva debe ir secuencialmente y en linea
recta por los puntos (0,—4,0) — (4,0,0) — (0,0,1) — (0,—4,0). Por lo tanto, separamos la
integral de linea en estos tres tramos, que llamaremos Xl, Xo y Xg respectivamente.

Ya sea por inspeccion o su método favorito, podemos notar que posibles parametrizaciones para

cada curva son:
(t,—4+1t,0) ; tel0,4]

X (1)

Xo () = (4—t,0,£) . tel0,4]
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Xs (1) = (0,—t,1—i) . tel0,4]

Calculamos cada una de las integrales de linea por separado.
= )\ se tendrd df = (1,1,0)dt y F <X1> = (0,0,1), con lo cual inmediatamente:

F-d{=0— | F-d( =0,

X

. . 1 - #2
= )\ se tendrd df = <—1,0, 4) y F ()\2> = ( —.,0,4 — t). Luego,

16
- 442 t 4 10
F-dl= 4l dt=44—92===
/;2 /0 T S 3

- . 1 - £\ 2
= A3 se tendrd df = (O, -1, —4) v F (/\3) = (— (1 — 4) ,0,0). Luego,
/ F-dl=0
X3

pues F y d/ en este caso son ortogonales.

Finalmente,
B .10
¢F~d€_2/ F-dl = —.
I =1 7 i 3

En otras palabras, se verifica el Teorema de Kelvin—Stokes. B

(Problema 5.14) Calcular }lgF . d¢ siendo
c

F(z,y,2) = (2y + arcsen x, eyQ,y2 +1In (22 + 4))

y C el contorno del tridangulo con vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 2) recorrido
en el orden indicado por los vértices.

Solucioén:

Grafiquemos el contorno para no confundirnos con lo que estamos haciendo:
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Es evidente la tediosidad que puede significar calcular esta integral de linea mediante su de-
finicién. Lo que podemos hacer entonces es convertir el problema de contorno en uno de area
mediante el teorema del rotor. La primera pregunta es: jcon qué superficie nos quedamos? Por
ahora, con el triangulo plano que se genera pues las superficies planas son muy sencillas de pa-
rametrizar, en el sentido de que la normal nunca varia, y el diferencial de area al considerar la
integracion en el plano xy viene dado por:

ndxdy
donde n es la normal del plano (sin normalizar).

El resto del procedimiento es bastante directo, y solo consiste en aplicar correctamente el teorema.

» Calculemos el campo rotor de F inmediatamente. Si hacemos F = (P, Q, R), calculamos
el rotor por definicion:

ﬁXF:<R1_Q27Pz_RZE7QI_Py)

donde
R,—Q.=2y—0
P,.—R,=0-0
Q:—FP,=0-2

con lo cual V x F = (2y,0, —2).
= Ahora busquemos la ecuacién del plano, podemos decir que este viene dado por
ar +by+cz=d

con d # 0 pues el plano no pasa por el origen. Reemplazando con los valores conocidos:
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2c=d

Entonces, considerando la no nulidad de d:
d
d:):+dy+§z:d%2:p+2y+z:2

es la ecuaciéon del plano buscada.

= Para aplicar el teorema, consideramos la orientacién que esta siguiendo esta curva. Esco-
giendo el plano como la superficie, la pregunta es: jen qué direccién tomamos la normal?
Considerando la direccién de la curva, podemos aplicar la regla de la mano derecha y ob-
tener que la normal debe apuntar en direcciéon positiva de los ejes x, y y z. Luego, una
normal posible es:

1
n=(221 =221
Se sigue luego de la definicién de integral de superficie:

dS = ndxdy

;Dénde la integramos? La regién S tal que K = f(S) viene dada por la proyeccién del plano
del tridngulo en el plano xy (z = 0 en la ecuaciéon del plano), i.e. 2z +2y =2 — z+y = 1. Con
esto podemos escribir explicitamente la integral de superficie:

//F-dS - /()1/01$(4y—2)dydx

K

= / 21—z —2(1—2)dz+u=1—2x
0

1
= / 2u? — 2udu
0

f— 7—1:—7
3 3

Finalmente, gracias al Teorema de Kelvin—Stokes:

yfF.dZ—//F-ds——l
g 3

K

[Problema 5_15J Usar el Teorema de Kelvin-Stokes para calcular la integral de linea de un
campo F (z,y, z) = (2%y,zy?, %) a lo largo de una curva C obtenida como
interseccién del cilindro 22 +y? = 1 y el plano z = x + 1 en R3, recorrida en
sentido contrario al movimiento de los punteros de un reloj.

Solucién:
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Calculamos el rotor de la curva:
VxF= (O,O,y2 —22)

Consideremos graficamente el siguiente disco para aplicar el teorema:

Consideremos el disco parametrizado como f (r,t) = (rcost,rsent,rcost + 1) con t € [0,27] y
r € [0, 1]. Asimismo, calculamos el rotor:

VxF= (O,O,y2 —x2)
Asimismo,

of _ of

EXE—(—LO,U

Luego, se concluye que:

. 1 2 1 27
//VxF-dS:/ r3dr/ Sen2t—COSQtdt:——/ cos(2t)dt =0
S 0 0 4 Jo
%F-d?z//ﬁxF-dS:O
c

S

Concluimos entonces que:
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(Problema 5.16) Sea Sy C R? el cono de ecuacién

z=1—v2?+y?> , 2>0

orientado hacia arriba. Sea F (z,y,2) = (—y,z,1 + x + y).

(a) Calcule el flujo de rot F a través de S,.

(b) Resuelva la misma pregunta utilizando el Teorema de Stokes.

Solucioén:

Partamos convenciéndonos que la superficie es un cono. Grafiquémosla:

Partamos por determinar rot F. Se tendra que:

rotF =V x F=(1,-1,2)

Ahora calculemos dS, partiendo por tomar una parametrizacién de la funcién en cuestion. Re-
cuerde que el cono es muy facil parametrizarlo en coordenadas cilindricas. En efecto, hagamos
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x=rcosf,y=rsenf y z = z. Con ello, una parametrizaciéon posible es:

~ ~ ~

9 of i j k 7 cos 6

f(r,0) = (rcosf,rsenf,1 —r) - — X — = | cosf senf —1l= | rsend
or 00

—rsenf rcosf 0 r

El campo rotor es constante para nuestra suerte, y el plano integrador correspondera a

l—Va24+y2=0—=22+y* =1

Es decir, es una circunferencia de radio 1, con lo cual deducimos que hacemos variar ¢ € [0, 27]
para generar todo el manto del cono y r € [0, 1] para cubrir todo el radio en el plano.

2 1

//(rotF)-dS = / /TCOSH—rsen9+2Tdrd9
o Jo
27

Luego,

Sy

:/ 1((:05(9—ser19)—|—1d9
0 2

Al integrar coseno y seno entre 0 y 27 se anularan. No hay que ni referirse al segundo término:

Z{(rotF)-dS —on

(b) Tendremos que convertir el problema de area en un problema de contorno. Lo primero que
tenemos que hacer es determinar el contorno en cuestién. En este caso, corresponde a un cono,
y por lo tanto su frontera esta en la circunferencia de la base. Como z > 0, entonces el contorno
es 22 + 92, con orientacién antihoraria en este caso haciendo uso de la regla de la mano derecha.

Entonces una parametrizacion de este contorno es:
X (t) = (cost,sent,0) con t € [0, 2n]

con lo cual -
d¢ = (—sent,cost,0)dt

y F (X) = (—sent,cost, 1+ cost +sent), con lo cual

F.dl = (sen2t+ cos? t) dt = dt

27
/F-dZ:/ dt = 21
I 0

Integrando de [0, 27]:
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Dado que se cumplen todas las hipdtesis del Teorema de Kelvin—Stokes, concluimos que:

//(rotF).dS:/F.dizzw
St 8

comprobando asi el resultado de la parte anterior.

(Problema 5_17) Sea 7 la interseccién de 22 + y> = 1 y el plano x + y + z = 1 recorrida
positivamente. Calcule

/ —yide + 23dy — 23dz.

o

Solucién:

En analogia al problema anterior, observe que deberiamos intentar obtener una curva con simetria
cilindrica que se encuentra desviada en el plano. No solo es complicado calcular la integral, si no
que ademas intentar siquiera parametrizarla.

Entonces, la tinica opcién que podemos tomar es usar el teorema del rotor. Sea K la superficie
encerrada por la curva de Jordan 7. Debemos calcular el rotor del campo F = (—13, 22, —23).
Se tiene que:

V x F = (0,0,32% + 3y°)

La superficie que podemos tomar es el circulo contenido en el plano debido a que es muy facil pa-
rametrizarla y calcular la normal. Puede parametrizarse notando la simetria cilindrica: hagamos
en primera instancia x = rcos#, y = rsen . Reemplazando en la ecuacién del plano:

rcosf+rsenf+z=1—2=1—r(cost + send)
Entonces la parametrizacion posible es:
f(r,0) = (rcosf,rsend,1 —r(cosf + senf))

Si bien no es complicado calcular de aqui el diferencial de superficie vectorial, podemos hacerlo
por simple inspeccién: la normal ird en direccion del plano, el diferencial de superficie es el polar,
ie.

dS=(1,1,1)rdrde
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. Ver para creer?

~ ~ ~

of  Of : J .
5 25 = cos)  senfl  —(cosf + senf)

—rsenf rcosf —r(cosf —send)

—rsenfcos 0 + rsen’d + rcos? O+r end
= | £rsen#cosf + rsen? 0 + r cos? §—rcosfsen

rcos? 0 + rsen? 6

—dS = (1,1,1)rdrdd
Luego, V x F (K) = (0,0,3r2), con lo cual

VxF)-dS= - 13r3drd0
[ (oxr)s-

donde t € [0,2x] para correr la circunferencia completa y r € [0, 1] para considerar toda la
superficie y cumplir la condicién de estar en el cilindro z? + y* = 1.

Evaluando, se tiene que:

Es decir,

(Problema 5.18) Evalie

/ (y +senz)dz + (2* + cosy) dy + 2°dz
r

si T es la curva parametrizada como X () = (sent,cost,sen2t) con t €
[0, 27].

Ayuda: Observe que I' estd contenida en el manto z = 2zy.

Solucioén:
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La idea es exactamente la misma: se complica el calculo de la integral por el simple hecho de la
expresion del campo. Entonces, utilizamos el teorema del rotor.

Grafiquemos la curva y la superficie de la ayuda para tener una idea de los elementos con los
cuales se estd trabajando:

A A~ ~
. 0

Partimos calculando el rotor del campo F = (y +senz)i+ (22 + cosy) j + 2* k:
VxF=-2:i-32%j— k

Integramos sobre una superficie para la cual A es frontera. En este caso efectivamente nos sirve
el manto en cuestién, pues coincide con la forma de la superficie.

Utilizando la regla de la mano derecha, observamos que las normales tienen que apuntar hacia
arriba, por lo cual parametrizamos la superficie con esta consideracién. Una parametrizacion de
la superficie viene dada por f (x,y) = (z,y, 2zy), con lo cual

of of |1 J Kk —2y
—x—=|10 2= |-2¢
A 1

Como la componente z apunta en el sentido del eje z, estamos siendo coherentes con la orientacién
de la superficie. Se tendra que:
—2y
dS = | —2z | dady.
1

Entonces, evaluando en la superficie:

—

V x F(S) = (—4zy, —32% —1)
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Haciendo el producto punto:
(6 x F) -dS = 8xy? + 62° — 1 dady
y la integracion en el plano de origen S corresponde a una circunferencia de radio 1. Es decir,
// <ﬁ X F) -dS = // 8xy* + 62 — 1 dady
"k 22+4y2<1

Dada la simetria de la region de integracion hacemos sustitucion a coordenadas polares, con lo
cual:

2 1
// 8ry? 4 62° — 1dedy = / / 813 cos @ sen? 0 + 613 cos® § — 11 drdf
z24+y2<1 ! !
= —7

Finalmente, aplicando el teorema:

/ (y+senz)dz + (2° + cosy) dy + 2’dz = —7
r

Recuerde el lector que ya demostramos que en R? la condicién necesaria de conservatividad para un
campo de clase C! se puede compactar como:

VxF=0

En analogia a lo que ya hicimos con el Teorema de Green, partamos por notar que para toda superficie
simple se tendra que
// (VxF)-ds=0
K

con lo cual sumando las hipétesis del Teorema de Kelvin—Stokes concluimos que:

55 F.d/ =0
oK+

Es decir, V x F = 0 es una condicién suficiente (pero no siempre T1til) para probar conservatividad, si
solo si se cumple para todo punto del abierto en el cual se busca probar esta condiciéon del campo.

Veamos un problema en que se revisa la aplicacion de estas ideas, desde un punto de vista conceptual.

(Problema 5.19) Sea F = (—6y> + 6y) i+ (2° — 32%)j — 2° k. Prucbe que el trabajo realizado
por F a lo largo de cualquier curva cerrada simple contenida en el plano
x4+ 2y + z = 1 es igual a cero.

Solucién:
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Sea II el plano en cuestién. Dado que poco y nada podemos decir sobre el trabajo o las integrales
de linea en el plano, revisemos qué es lo que ocurre al tomar areas en el plano. Para ello, debemos
usar el teorema del rotor.

En primer lugar, tenemos que la funcién F es de clase C! y su rotor viene dado por:
VxF= (6z,2x,2x 4+ 12y — 6)

Para calcular la integral de superficie del rotor, debemos parametrizar la superficie. Sin embargo,
dado que la superficie es un plano, esto podemos hacer con relativa facilidad. En efecto, si
parametrizamos el plano como f (z,y) = (z,y, 1 — 2 — 2y) entonces es facil notar que:

dS =4+(1,2,1)dzdy

donde se toma en cuenta el + ya que para aplicar el teorema del rotor la orientacion de la
superficie dependera del sentido en que se recorre la curva de acuerdo a la mano derecha.

Evaluando el rotor en el la superficie, basta reemplazar en él z =1 — x — 2y

Observe entonces que:

<§><F>-dS = [6(1 —x—2y)+4x+ 2z + 12y — 6] dady
= 6(x+2y+1—2—2y—1)dedy

Es evidente entonces que:
// (ﬁxF) dS =0
KcCII

Utilizando el teorema del rotor:
- F-dl=0
DK+
Dado que K C II — 0K C II, con lo cual concluimos lo que se queria demostrar. Es decir, en
efecto el trabajo para toda curva es cero. B

En los siguientes problemas revisaremos otra aplicacion mas del teorema del rotor. Dada una super-
ficie K que cumple todas las hipdtesis del teorema, entonces:

/’C/(ﬁ-F)-dS:émF-dZ

Note lo siguiente: sabemos que esta curva propuesta no es frontera de una tunica superficie, si no
que de infinitas. En particular, serd frontera de otra superficie * simple, de modo que también se

cumplird que:
yf F~dZ://(ﬁxF).dS
oK+ i

* No confunda en la expresion de la integral de linea el signo +, que significa positivamente orientada.
En este caso, es positivamente orientada respecto a la superficie involucrada, lo cual no implica
necesariamente un sentido horario/antihorario.
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En otras palabras, por transitividad de la igualdad:

Z/*(ﬁxF).dszg(ﬁxF)ds

Es decir, podemos calcular el flujo de la superficie en otra superficie mucho mas simple de calcular,
lo cual puede resultar muy practico en los problemas como los siguientes.

(Problema 5.20) Sea F : R? — R? el campo vectorial dado por F = ¢ coszi — 222 + zyk
y sea S la superficie 22 + y? + 22 = 1, x > 0 orientada en la direccién del eje
x positivo (la normal apuntando hacia afuera de la esfera). Calcule:

/ F.dr.
oS+

Solucién:

La parametrizacién de la curva no es del todo complicada, pues la frontera corresponde a una
circunferencia. Sin embargo, el campo tiene una expresién que puede resultar complicada de
trabajar. Por lo tanto, utilizaremos el Teorema de Kelvin—Stokes para mirar el problema en la
superficie completa.

Es muy tentador pensar que la superficie a considerar puede ser la superficie S que se esta
mencionando. Sin embargo, al parametrizar la integral de superficie también puede aparecer una
integral doble compleja. Basta observar la expresién del rotor para notarlo:

VxF= (;1;2+x7—e‘”ysenz+y,y)

., Qué hacemos entonces? Tomemos una superficie cuya frontera sea la curva y que nos convenga.
., Cual puede ser? jUna superficie plana! En este caso esta se obtiene al hacer = 0 en la ecuacion
de la esfera, obteniendo asi la superficie

S* i yP+22=1 conz=0

donde siguiendo la regla de la mano derecha, observamos que la normal tiene que apuntar en
la direccién y sentido de k. Parametrizando la superficie con coordenadas polares, tenemos por
ejemplo que:

f(r,0) = (0,7cosf,rsend)

Ahora calcularemos la integral de superficie del rotor. Obtenemos el diferencial de superficie
vectorial como:
_of _of

dS—EX %drde
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Calculando el producto cruz:

of or |V k .
afx%: 0 cosf senf | = ri
" 0 —rsenf rcosb

con lo cual

dS = irdrdé,

un resultado més que esperable pensando en la simetria cilindrica del problema. Adicionalmente,
evaluando en esta superficie obtenemos que:

V x F = (0, —sen (rsen ) + rcos 0, 7 cos )

Observamos aqui que:

(ﬁxF)-dS:o

con lo cual la integral de superficie arrojard cero como resultado. Concluimos entonces que:

/88+F.dZ:/S/<ﬁxF>-dSz[[(ﬁXF).dS:O

[Problema 5_21) Calcule el trabajo realizado por la fuerza F = (x + 2,42, 2) sobre el arco de
hélice parametrizado por = (t) = rcost, y(t) = rsen(t) , z(t) = at y que
une los puntos a = (r,0,0), b = (r,0, 27a).

Solucién:

Recordemos nuestras opciones:

= Por conservatividad de campos.
» Por Teorema de Green / Stokes segin la dimensién.

= Por definicion.

Basta notar que el campo no es conservativo pues,

op_, . oR_, o oK
0z T 9r 0z ox
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Tampoco resulta sencillo hacerlo por teorema del rotor pues no es facil encontrar una superficie
que cumpla lo pedido. Entonces, nos queda como opcion hacerlo por definicién:

d¢' = (—rsent,rcost,a) t € [0,27]

lo cual se deduce del punto final, pues 2wa = at. Evaluando la curva en el campo,
F <X> = (rcos(t) + at,r*sen*(t) , at)

Entonces,

2m
W= /F -dl = / —r?cost sent — artsent +r° cost sen” (t) + a’t dt
r 0

El primer término se anula al integrar pues por linealidad integrarfamos sen (2t) en un pe-
riodo. Para el segundo término hacemos integracién por partes. Para el tercero, notamos que
cost sen’t = %sen 2t sent funcién que se anulard al integrarla en [0, 27] pues los senos de dis-
tinta frecuencia son ortogonales. El cuarto término se hace por integracién polinomial directa.

De esta forma,

2

27
—I-/ cos (t)dt | + 2n°a®
0

27
W = —a/r/ tsentdt + 2n°a* = —ar | —tcos (t)
0
0

= 27%a® + 2mwar

Entonces concluimos que:

W = 27%a® + 27m7“

Hasta ahora solo hemos usado el teorema del rotor para calcular integrales de superficie. Sin embargo,
también puede ser usado para calcular integrales de superficie, o incluso para hacer trucos como el
que veremos a continuacion.

(Problema 5.22) Sea K la superficie dada por 2° +y* + 22 = 1y 2 < 0 . Considere el campo
vectorial:

F(z,y,2) = (x+y) i+(ey cos? y + :c) j+[z log (z + 2) + xy cos 2 + eV senx} k.

Z[(ﬁxF)-dS.

Calcule

Solucién:

. Es facil calcular el rotor de F? Si, pero puede ser una labor tediosa en demasia. Mas atin, después
si quiera intentar calcular la integral de superficie puede convertirse en un proceso terrible. ; Qué
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podemos hacer entonces? Convertir el problema de area en uno de contorno a través del teorema
del rotor.

El campo es de clase C!, definido en todo punto y la superficie es simple y orientable. La frontera,
de la superficie viene dada por la circunferencia 22 + y? = 1 con z = 0. Sin embargo, note que
en este caso, siendo coherentes con la regla de la mano derecha, tendremos que en este caso la
curva estd recorrida en sentido horario (negativo) en el plano zy.

Sin embargo, aparece otra dificultad: si parametrizamos la curva de la forma ya conocida, al
evaluarla en el campo la expresion no se simplifica para nada. Por lo tanto, la solucién propuesta
no es necesariamente del todo util. ;Qué hacemos entonces? Escoger otro K* cuya frontera
coincida con la de K y cuya integral de superficie del campo rotor sea féacil de calcular.

. Qué K podemos escoger? Uno que nos convenga. En este caso, hacer plana la superficie puede
servir bastante, por lo que podemos describir * como:

x2+y2§1 , 2=0

En este caso la normal tiene que apuntar hacia abajo para ser coherentes con la regla de la mano
derecha, por lo cual un diferencial de superficie inmediato es:

dS = —krdrdd

donde se tomo k unitario pues el plano en cuestién serd z = 0 con normal (0,0, 1). Tendremos
que calcular el rotor de F irremediablemente, pero seamos astutos: dS solo es no nula en la
direccion z, razén por la cual al hacer el producto punto con V xF isolo sobrevivira la tercera
componente de esta! No nos molestamos en siquiera intentar calcular las otras componentes. En

efecto,
= _0Q  opP B
( XF>Z_8x_6y_1 b=0

con lo cual F - dS = 0 en este caso. Es decir, sin realizar ningin calculo:

Z[(ﬁxF)-dS:O% Z[(ﬁxF).dszo

Nota: Evidentemente aqui el problema fue bastante amigable en el sentido de que la expresién
del campo en la integral de superficie era directamente el rotor. Esto puede no ser necesariamente
asi, por lo cual si desea usar este tipo de truco dada una integral sobre G - dS seria buscar F
tal que G = V x F (F en dicho caso se dice potencial vectorial y este tipo de potenciales
son ampliamente utilizados en electromagnetismo, en particular en los desarrollos tedricos de
las antenas). Es obvio que esto puede no resultar ser del todo sencillo, por lo que se aconseja
discrecion al emplear esta técnica.
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(Problema 5_23] Considere el plano IT : x4+y+2 = 1 con normal en la direccién y sentido del
vector (1,1,1). Determine F de modo que para toda curva cerrada simple
~ C II se tenga que

%F-d?zA(D)

.
siendo D la regién encerrada por v y A (D) su érea.

Solucién:

Sea F = (P,Q, R). Por determinar P, ) y R para cumplir lo que se pide en el problema. Dado
que la trabajamos con curvas de Jordan, bajo el supuesto de que podemos asumir que F es de
clase C!, podemos convertir el problema de contorno en uno de drea utilizando el Teorema de
Kelvin—Stokes. Si K es la superficie correctamente orientada cuya frontera es ~y, entonces:

éF-deé/(ﬁXF)-dS

con dS = (1,1,1)dzdy pues es una parametrizaciéon ya conocida para el problema. Digamos,

VxF= (A, B,C'). Entonces,

//(ﬁxF) -dS://(A+B+C)dxdy

Buscamos que esta integral doble anterior sea exactamente igual al area de la superficie, para la
cual recordamos que d.S = ||dS|| = V3 dady. Es decir, A, B y C deben ser tales que A+ B+C =

V/3, pues asi
ﬂ(ﬁxF)-dSZﬁ//dxdy
K S

que es justamente el area de la superficie en cuestion. Evidentemente las soluciones seran infinitas.

Podemos hacer dos de las componentes arbitrariamente cero y dejar una igual a 1. A modo de
ejemplo, hagamos A = /3 y B = C' = 0. Entonces, deberd cumplirse que:

OR 0Q
A = — — e
oy 0z V3

Nuevamente, podemos aprovecharnos de la arbitrariedad del problema y decir que:

%o Ao R - VEy
0z oy

Es decir, |F = v/3 (0,0,y) | es un campo que cumple con facilidad las condiciones pedidas. Sin
embargo, basta agregar una constante al resultado anterior o jugar con cualquiera de las combi-
naciones para generar un resultado correcto.
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Es habitual mezclar los problemas de rotor y divergencia, meramente diferenciales, con los teoremas
integrales —rotor y divergencia -. Revisemos algunos ejemplos basicos de ellos, donde recurriremos a
algunas de las identidades ya demostradas.

(Problema 5_24) Sea I' una curva de Jordan suave a tramos y f y ¢ funciones de clase C?
definidas en todo punto. Demuestre que:

(a) yéﬁf-di:o.

(b) yg(ﬁﬁgw) A7 =0,

Solucién:

(a) Dado que la curva cumple todas las hipdtesis del Teorema de Kelvin—Stokes, podemos apli-
carlo para ver qué ocurre con el rotor de la funcién. En efecto, si K es la superficie cuya frontera
corresponde a la curva I, entonces:

yﬁfﬁf-diz//ﬁxfﬁf) .dS
r
K
Demostramos en un problema anterior que:
V x (fﬁg) zﬁf X ﬁg
Si g = f, entonces:
V x (fﬁf) :ﬁfxﬁf:()

pues ambos vectores son iguales y por lo tanto paralelos. Concluimos entonces que
// (ﬁ x fﬁf) .dS
K
y asi
;5 fVf-d=0 m
r

(b) Analogamente, partimos notando que fVg+gVf=V (fg) por regla del producto (extension
al operador nabla). Luego, el campo en cuestion es evidentemente conservativo. Es decir,

V x (fﬁnggﬁf) =0

con lo cual se demuestra por todo lo ya visto que el trabajo sobre cualquier curva cerrada es
cero. H
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5.3.1. Aplicaciones avanzadas

Revisemos ahora algunos tipos de problemas de mayor dificultad en los cuales puede ser aplicado el
Teorema de Kelvin-Stokes.

arctan (1 + z2)
1+ 22492

/S/(ﬁfxﬁg)-ds

donde S es la superficie 22 + y? + 22 = 1, z > 0 con la normal apuntando
hacia el origen.

(Problema 5.25} Sea f ( , calcule:

z,y,2) =2+ 97, g(z,y,2) =

Solucién:

Si bien es posible calcular v fx ﬁg y luego calcular la integral de superficie por definicion,
también podemos aprovecharnos de las propiedades de los rotores. Ya demostramos que:

Vx(fF)=VfxF+fVxF

Luego, si hacemos Vg obtenemos una interesante propiedad para los propositos de nuestro
problema:

§><(fﬁg>=§f><ﬁg=f+ﬁ><ﬁg

pero por inspeccién imediatamente V x <§g> = 0 pues el campo G = 69 es conservativo por

engendrarse a través de una funcién de potencial, con lo cual debe cumplir la condiciéon necesaria
de V x G = 0. En otras palabras, la integral a calcular corresponde a:

/S/(ﬁf <) - ds - /S/@ < (199) -as

Pero esta ultima integral es la integral de un campo rotor, por lo cual podemos aplicar el Teorema
de Stokes: (es facil notar que las hipétesis se cumplen:

/S/ﬁx (Ng)-dszifﬁg-df

donde OS* corresponde en este caso a la circunferencia 2% 4+ y? = 1 por simple inspeccién. Sin
embargo, como las normales de la superficie apuntaban hacia el origen, la regla de la mano
derecha nos dice que la circunferencia debe ser recorrida con orientacién negativa.
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Luego, una parametrizacién posible es:
X (t) = (cost, —sent,0) — df = (—sent, — cost, 0)

con t € [0,27]. Esta parametrizacién surge de tomar la ya conocida para la orientacién positiva
y reemplazar con —t para cambiar el sentido de recorrido. Asimismo, calcular Vg es puramente
un ejercicio algebraico si dominamos las técnicas de derivacion parcial:

fVg = (a*+9°) (‘296 arctan (1 + 2) _ 2yarctan (1 + 2) 2 )

(1+22+12)°  (L+a2+y2)? (1422 (L+a2+y?)
Observe que reemplazando con la parametrizacion la expresion del campo se simplifica de forma
notable:

—_ (—cost,sent,0)

8

- 2costm 2sentw
- ()

4 4 4 4
con lo cual

2w

%ng-dfz g/ sent cost —sent costdt =0
0

oS+

Por lo tanto, por transitividad de todas las igualdades:

/S/(W'xﬁg)-ds_o

(Problema 5.26) Calcule%

r

F-dlsi F (z,y,2) = <x2_—|—yy2’x2f—y2’z> y I es:

(a) La interseccién entre el cilindro (z — 2)*+¢? = 1y el plano 2+ z = 1.
(b) La interseccién entre el cilindro 22 +y* = 1 y el plano x + z = 1.

(c¢) Una curva arbitaria tal que la superficie de la cual es frontera intersecta
al eje z.

Solucién:

Observe que si F = (P,Q, R), entonces la componente R deberd ser derivada solamente con
respecto a x e y y en ambos casos se anulard. Asimismo, en estas componentes en que aparece
z, la componente en x y la componente en y del rotor, las componentes P y () deberan ser
derivadas con respecto a z, donde también se anularan. Por lo tanto, tenemos garantizado que
la primera y la tercera componente del rotor seran nulas.

Ahora bien, la tercera componente, @), — P, ya la hemos derivado antes en el Teorema de Green,
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donde @, — P, = 0 excepto en (z,y) = (0,0). Entonces, concluimos que:
VxF=0 paratodo (z,y)#0

En este caso, todos los puntos (x,y) # 0 son una recta con libertad en z, por lo tanto el rotor
se anula en todo punto que no sea el eje z. Observe que ambas superficies son circunferencias
proyectadas sobre el plano x + z = 1, por lo cual imaginarse la situacién no es complejo.

Graficando simultaneamente el eje z en rojo, la superficie del problema (a) en azul y la superficie
del problema (b) en verde obtenemos asi:
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(a) Observe que la superficie en azul no encierra en ningtin punto al eje z, por lo cual en todo
punto V x F estd definido y es cero. Luego, es posible aplicar el teorema del rotor, con lo cual:

éF-de/Z(ﬁXF)-dSzO

(b) Ahora no podemos hacer uso del teorema del rotor pues claramente la circunferencia pro-
yectada si encierra al eje z. Por esta razon es que tendremos que calcular la superficie por

definicién.

Partimos por parametrizar la curva. Observe que la superficie debe cumplir con la simetria del
cilindro, por lo que es razonable hacer x = cosf e y = sen 6, para luego despejar z a partir de la
ecuacion del plano: z =1 — cos 6. De esta forma,

X(0) = (cos,senf, 1 — cosd) — dl = (—sen 6, cos 6, sen §) dd
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Asimismo, F (X) — (—senf,cosf,1 —cosf) — F-dl = (sen? 0 + cos? § + sen § — sen  cos §) d6.

. 2w 2 0 27 0
—>y§F.d£:/ 6 + ede—w
r 0
%F-dZZQﬂ'.
Tr

(c) Para resolver esta pregunta notemos lo siguiente:

Yy T
F=|- ,0 0,0,
( 2?4 y? -y’ >+H/—/( 2
~ D - F2
F

por lo que

Observe que el primer campo es conservativo para todo punto salvo en el eje z. En cambio, el otro
campo es conservativo para todo punto en el espacio. Basta notar que la funcién de potencial
es f(x,y,2) = 2%/2 + c. Multiplicando por d¢ e integrando en una curva cerrada cualquiera:

0

%F-dizyﬁFl-dﬂM
T I

Observe que es irrelevante la forma que para la primera integral de linea es irrelevante la forma
que tenga esta en z, pues la tercera componente de F; es nula y se anulara en el producto punto.
En esta segunda integral es factible aplicar el teorema del rotor, pero como vimos en la pregunta
anterior, siempre y cuando I' no encierre al eje z.

= Si ' no encierra al eje z es inmediato por el teorema del rotor que §l§ F,- ar = 0.
r

= Si [' encierra al eje z, entonces podemos hacer un procedimiento similar al Teorema de
Green: consideremos la circunferencia I'™* que corresponde a una circunferencia de radio
e — 0 contenida en el plano zy y centrada en el origen.

Luego, si consideramos r=rIU ['*, la superficie S tal que d0S = T no encerrard al eje
z, por lo cual se cumple el teorema del rotor y con ello

ygﬂFl-dZ://(ﬁxFl)-dS:O.
S

Pero ¢F1 LAl = ;lgFl Al + 5]5 F,- dZ, donde basta calcular la integral de I'*.
r r I

Para ello, recordemos que, en analogia al Teorema de Green, esta circunferencia de radio e
debera ser recorrida en sentido antihorario. Hagamos entonces

X (t) = (cost, —sent,0) — df = (—sent, —cost,0)dt con ¢ € [0,27].
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y Fu (X) = (sent,cost) = Fy - Al = —sen?t — cos? t dt con lo cual

g 2T
%F-d[—/ dt = —2r
I'* 0

Entonces en la igualdad de integrales de linea:

0:9§F1-d527%§1§F1-dZ:2w
JT JI

En resumen,

2w si I encierra al eje z.

§I§F Al — {() si [' no encierra al eje z,
Jr

Este resultado es ampliamente utilizado en magnetostatica para el estudio de campos magnéticos.

Sea F = yi + 223. Determine condiciones sobre a, b, ¢ y d de modo que para

cada curva contenida en el plano ax + by + cz = d se cumple que:

%F-d@:o.
T

5.4. El Teorema de la Divergencia

El Teorema de la Divergencia es el primer resultado importante del célculo vectorial. Partiremos
desarrollando su comprensién en R? para posteriormente extender estos resultados a R?, donde el
teorema alcanza su maxima utilidad y significado fisico.

5.4.1. EI Teorema de la Divergencia en R?

Partimos el apartado haciéndonos una pregunta: jes posible definir las integrales de superficie en R??
Para ello, basta imaginarnos que toda la situacion de las integrales de superficie solo ocurre en el
plano zy y que en vez de trabajar con superficies propiamente tales, deberemos hacerlo con curvas.

Hagamos:
F=(PQ,0)

Y consideremos que la curva que estamos definiendo la extendemos a todo z dejandola como varia-
ble libre. Entonces, una curva A en R? estd “contenida” en la supeficie de parametrizacién f (t) =
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(A1 (), A2 (1), z). Calculando el vector normal:

A ~

of  Of i ik
dS = T x o-dide = |X((H) N (t) 0| ded
0 0 1

= (M, (t), =N, (t),0)dtdz

Luego,
F-dS = (PN, (t),—Q\ (t),0)dtdz

Dado que solo nos interesa lo que ocurre en los planos paralelos a z, nos olvidaremos de integrar en
z, ignorando por completo este diferencial, pues con este desarrollo solo nos preocupamos de obtener
el comportamiento en el plano xy.

Recuerde ademas el lector que X, (¢) dt = dy de acuerdo a nuestra notacién simbdlica y —\| (¢) dt =

—dz con lo cual
d®=F -dS=Pdy — Qdx

Esto es mas que suficiente para realizar la siguiente definicién:

Definicién: Sea I' una curva simple y suave a tramos en R* y F = (P, Q) un campo en R?
definido en todo punto por el cual pasa la curva I'.

Se define el flujo de F a través de I' como la integral de linea:
@:/de—dez/FdS. (5.21)
r r

donde dS = (dy, —dz).

Consideremos ahora una curva de Jordan (simple y cerrada) suave I'. Reordenando el flujo:

:yg—de—i-de
r

Si sumamos el hecho de que F es de clase C! y est4 definido en un abierto simplemente conexo que
contiene a I', entonces se cumplen todas las hipotesis del Teorema de Green y por lo tanto aplicandolo

correctamente’: op o
75 de+de—//—+—Qd dy /ﬁFdA
R

lo que no es mas que un corolario directo del Teorema de Green que se conoce como Teorema de la
Divergencia, en su versién més simple en R?. El significado fisico de este resultado lo analizaremos
en mas detalle cuando extendamos este resultado a R3. Por ahora lo trabajaremos como un mero
corolario y no dejemos de notar que este teorema esta también convirtiendo un fenémeno de contorno
en uno de area.

3No confunda las letras con las del teorema: siempre es la derivada de la segunda componente de F respecto a la
primera variable menos la primera componente respecto a la segunda variable.
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Teorema: Teorema de la Divergencia en R%2. Sea F : U C R? — R? una funcién de clase C!
definida en el abierto simplemente conexo U de R? y sea R una regién compacta. Entonces,

515 FdS://ﬁFdA. (5.22)
ORT

R
oP  9Q

considerando V- F = — + —<. 9R* sefiala que las normales apuntan hacia afuera.

or Oy

Los siguientes problemas son bésicos y meramente introductorios, pues concentraremos posterior-
mente nuestros esfuerzos principalmente en estudiar la versién en R?.

(Problema 5.28] Verifique el Teorema de la Divergencia en el plano en los siguientes casos:

(a) D={(z,y) eR* : 2> +¢* <1} y F (z,y) = (v, 2).

D={(z,y) eR? : 2* +y* <1} y F (z,y) = (2%y, zy?).

—
=3
~—

(c) D=A{(z,y) €eR? : >0, 2 +y* <1} y F(z,y) = (z,¢ (y)) con ¢ €
C' (D).

Solucién:

En todos estos problemas tenemos que demostrar que el flujo en una superficie en R? es igual a
la integral doble de su divergencia. En otras palabras, tenemos que calcular ambos lados de la
siguiente igualdad y demostrar que son iguales:

55 deQd:z?—//ﬁ-FdA
R+
R
V-F=0

//ﬁFdA—o

R

(a) Notamos que:

con lo cual

Para la integral de flujo, primero parametrizamos la curva con orientacién positiva, de modo
que:
x (t) = cos (t) — dx = —sen (t) dt

y(t) =sen (t) — dy = cos (t) dt
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con t € [0,27], con lo cual

§I§ Pdy — Qdx = /27r sen” (t) cos (t) + sen (t) cos (t) dt
IR+ 0

Ambas funciones integran cero en un periodo, por lo cual

515 Pdy—Qdz=0
oR+
demostrando asi lo pedido. B
(b) Andalogamente, calculamos la divergencia:
V-F= dxy

Integrando sobre toda la circunferencia:

//ﬁ-FdA: // dzydA

R x24+y2<1

Observe que 4xy es simétrica en torno al origen, con lo cual al integrarla sobre una figura
simétrica en los 4 cuadrantes nos dara cero como resultado, i.e.

En este caso la parametrizacion es la misma, solo cambia el campo. Tenemos que:
F ()\) = (coth sent,cost sen’ t)

Entonces,
Pdy —Qdx = (cosgt sent + cost sen® t) dt

Integrando de 0 a 27:

2
%de—@dx:/ (Cos3t sent+costsen3t)dt20
r 0

comprobando asi la validez del teorema. B
(c) En esta pregunta aumenta significativamente la complejidad. Notemos que:
V-F=1+¢(y)

donde ahora la region es la porcién de circunferencia de radio 1 en el primer y cuarto cuadrante.
Dado que no conocemos ninguna simetria sobre ¢’ (y), no es prudente realizar la sustitucién
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polar debido a que tendriamos que hacer y = rsen (t) y eso solo complica la situacién en vez de
solucionarla. Integrando en cartesianas hacemos y € [—1,1] y # moviéndose de 0 a /1 — y:

- 1 py/1-92 1
//V-FdA:/ / 1+g0’(y)dxdy:/ V1= + ¢ (y) V1 —y*dy
J -1J0 -1
La integracion del primer término es el area de media circunferencia de radio 1, con lo cual

//v FdA_g / (y) V1—y2dy — (1

y nada mas podemos hacer por ahora pues nada mas sabemos sobre .

Calculemos ahora la integral de linea. Observe que el contorno orientado positivamente se dividira
en dos curvas: la semi circunferencia y la recta que va desde 1 a —1.

Partiendo por la recta, esta se parametriza como:

X (1) = (0,1—1t) = dz =0y dy = —dt

2
[de—@dx:—/ 0dt =0
X 0

Para integrar la circunferencia, nuevamente caemos en el problema de ¢ (y): no es prudente
integrar en polares pues nada sabemos sobre las simetrias de ¢. Parametrizando en cartesianas:

()= (VI=©,t) contel-1,1]

con t € [0,2]. Entonces,

Luego, dx = — dt y dy = dt. Es decir,

ﬁde—de - /_i(VTtM S0<t>t>dt
:

Vi—12
! tso()

Tenemos que demostrar que (1) = (2) para verificar el teorema. Es decir,

};/Jr/_ll W) VI g2 dy = /2/+ ?dt

pero esto si es posible realizarlo con lo que sabemos. Tomando el lado izquierdo y haciendo:

y dy

dv=¢" (y)dy —v=0p(y)

c
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entonces:

/_199’(?/)\/@@—90@)

donde se cancela el término pues /1 — y? se anulard indistintamente de el valor de ¢ (y). Asi

hemos demostrado que:
[ iz - [ 0,
7]99y Yy ay = V>

y por lo tanto se verifica que:

;5 dede://ﬁ-FdA |
ORT s

(Problema 5_29) Sea I' C R? una curva cerrada, simple y suave que encierra una regién de

drea 3. Calcule
55 x-dS
r

donde dS = nd/¢ siendo n un vector unitario normal exterior a C y x =
(x,y, z) la posicién de dS con respecto al origen.

Solucién:

Observe que el campo esta definido en todo punto y adicionalmente la curva es cerrada, por lo
cual se cumplen todas las hipdtesis del Teorema de la Divergencia. En este caso P =xy Q =y,
con lo cual V - x = 2 por simple inspeccion. Luego,

§éx-dS:2//dA

R

Como el area es 6, concluimos finalmente que

¢X~d826.
r
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(Problema 5.30) Sea I' C R? una curva cerrada, simple y suave y p € R? un punto fijo tal
que p ¢ I'. Se define el campo

__X-Pb
- 2
Ix —pl

pr-as
r

donde dS = n df siendo n un vector unitario normal exterior a C.

Calcule la integral

Solucioén:

Lamentablemente aqui tendremos que distinguir dos casos: uno en que la curva cerrada contiene
a p y otro en que no la contiene. ;A qué se debe esto? Notemos que aplicando la definicién del

campo con X = (x,y) y p = (p1,p2):

r—n 2 Yy —DPp2 2

F = 2 2
(z —p1)” + (y — p2)

Sea R la region que encierra a I'. Calculemos F:
y 0 T —p1 0 Y — D2
V-F = — + =
0r (x—p1)°+ (y—p2)* Oy (z—p1)*+ (y —p2)°
(x—p1)*+ (y—p2)* —2(x — p1)* n (x—p1)* + (y — p2)* — 2(y — p2)°
2 2
[(@ = p1)* + (y = p2)"] [(z = p1)* + (y = p2)"]

=0
lo cual es cierto para todo punto salvo p = (p1, p2).

Caso 1: p € R. En este caso, se cumplen todas las hipdtesis del Teorema de la Divergencia, con

lo cual
yﬁF-dS://ﬁ-FdA:o
r
R

Caso 2: p € R. No se cumple el caso de que F esté definida en todo punto, pues no lo esta en
p. De acuerdo a lo que ya hemos visto en los problemas anteriores, podemos cerrar la superficie
con una circunferencia de radio ¢ — 0 y centrada en p para eliminar el punto que impide aplicar
las hipétesis. Las normales de esta circunferencia tienen que apuntar hacia adentro de ella.

Sea R* la regién R con el circulo descartado. En ella, se cumplird que:

//ﬁ-FdA:0—> F.dS=0
OR*+

R*
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donde yé F.dS = F.-dS + ?é F -dS donde o~ es la circunferencia de radio € con sus
OR*+ I o~

normales hacia adentro de él. Pero,

55 F-dS:—yé F.-dS
o~ ot

la cual resulta mas comoda de calcular. Para calcularla, parametricemos la circunferencia que
gira en torno a p:
A(t) = (ecost + pi,esent +py) t€[0,27]

Entonces dy = ecostdt y de = —esentdt y

P <X) _F_ ecosti+ 6sentj

€2 €2

con lo cual ,

2 ,‘Qt . 2t
F.dS = Pdy — Qdz = (6 s, )dt-dt.

€2 €2

Nuevamente se elimina la dependencia de €, con lo cual integrar es muy sencillo:

21
5[5 F-dS:/ dt =27
ot 0
%F-dSz—?ﬁF-dSzQﬁ
JI Jo—

0 sipgR

Es decir, en este caso,

Concluimos entonces que:

%F'dS:
r

2r sip€eR

5.4.2. El Teorema de la Divergencia en R?

El concepto de divergencia estd naturalmente relacionado con la interpretacion del campo como un

campo de velocidades en una corriente en un fluido. Extenderemos a R? el concepto de divergencia
y realizaremos una interpretacion en detalle de este concepto.

Partiremos por realizar el andlisis en R? para establecer naturalmente el concepto y luego poder
extenderlo a R? y R3.

Desarrollo fisico de la divergencia (solo para interesados)

La motivacién es estimar cudnto es el fluido neto que escapa (diverge) por una pequena porcién de

U. Por esta razon, definimos la divergencia de un campo F en un punto p como el limite cuando V'
tiende a cero del cociente del flujo del campo F a través de V' entre el volumen contenido por V,
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donde siempre p € V. Es decir,

i . flujo del campo a través de V'
divF(p) = lim ,
v—0 volumen contenido por V

(5.23)

Nuestro propdsito es encontrar una expresion general segiin la dimension para la divergencia de un
campo.

Andlisis en R?. Sea el campo F : U C R*> - R?* F = (M, N) definido en el abierto U de R? es el
campo de velocidades de una corriente de un fluido.

Sea p = (xg, Yo), consideramos el rectangulo R con centro en p dado por
R={(z,y)|wo—h<x<zo+h, yo—k<y<yo+k}

lo cual se puede ejemplicar graficamente en la siguiente figura:

(g = h,yy + k) (xy thy, +k)

(xo_hayo_k) (x0+hay0_k)

Figura 5.1: Ejemplificacién del célculo de la divergencia en R2.

Recuerde ademds que F = (M, 0) + (0, N), razén por la cual podemos separar el campo en cada una
de sus componente. Evidentemente M estd asociado a los lados verticales y N a los lados verticales.
Ademas, podemos garantizar que R C U haciendo a h y k lo suficientemente pequenos.

Una estimacién del fluido que escapa a través del rectdngulo R se puede realizar sumando los flujos
netos de los lados verticales y horizontales. Es decir, lo que sale menos lo que entra.

Tomando el segmento desde (xg— h, yo — k) hasta (zg — h, yo+ k), este se ve atravesado solamente por
la componente M. Asumiendo un tamano despreciable para el rectangulo R, podemos suponer que
a lo largo del rectédngulo el valor del campo es M (zq — h, yo). Multiplicando por el largo del lado, 2k,
obtenemos una aproximacién del flujo. Considerando asimismo que al otro lado del rectangulo el valor
del campo es aproximadamente M (zg + h, o), tenemos que el flujo de escape neto esta determinado
por:

flujo vertical ~ 2k [M (xo + h,yo) — M (zo — h, yo)]
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Razonando analogamente para el flujo horizontal, obtenemos que
flujo horizontal ~ 2h [N (xq, yo + k) — N(xo,y0 — k)]
Por esta razon, el flujo neto total viene dado por
flujo neto ~ 2k [M(xo + h,yo) — M (xo — h, yo)] + 2h [N (2o, yo + k) — N(z0,y0 — k)]

Sin embargo, resulta mas practico realizar una medida del flujo por unidad de area, ya que al realizar
una suma infinitesimal de estas medidas, se puede obtener el flujo total por medio de una superficie
u objeto de dimension mayor. Entonces, dividimos por el area del rectangulo:

M (2o + h,yo) — M (2o — h, yo) _I_N(l'o,yO‘i‘k)—N(ﬂ?o,yo—k)

s . o
ujo x unidad de area o o

Tomando el limite cuando (h, k) — 0 obtenemos lo que se define como divergencia de F en un punto
dado:

divF = lim M($0+h7y0) - M('IO - h7y0) + N<x0ay0+k7) _N<x0ay0 - k)
(hk)—0 2h 2k

J/ N J/

indepen;;me de k indepen;;me de h
M h — M(zg—h N k) — N —k
~ lm (zo + D, yo) (o ,Y0) 4 lim (0, yo + k) (2o, Yo — k)
h—0 2h k—0 2k

Observe que aqui se nota la validez de haber tomado xq e yo como invariantes en los lados respectivos
cuando se hacia necesario: al tomar el limite, por la continuidad del campo estos hubiesen tendido
de todas formas a la componente buscada. Ademas, cabe notar que

lim M(ﬂfo + h, yo) - M(ivo —h, yo) — lim M(Io + h, yo) - M(l‘myo) + M(x(b yo) - M(xo — h, yo)

1
h—0 2h h—0 5 h

1 1 M (zo + h,yo) — M (z9, yo)
— 111
2 h=0 h
az (xo’yo)
o L Mo, o) = M(xo = hayo)
2@ h

J/

B 8M< )
= 0_xx0’y0

Procediendo por analogia con N, concluimos finalmente que

oM ON
F _
div 7 + — By =V.

Ezxtension a R3. Ahora consideramos el campo F : R? — R3 de clase C! tal que F = (I}, Fy, F3).
Deseamos nuevamente obtener la divergencia de F, entendida como el flujo neto por unidad de
volumen en un punto determinado. Para ello, consideramos el punto p = (¢, yo, 20) y extendemos el
paralelégramo de dimensiones hjk cuya regién encerrada denotamos por €.
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En dimensién 3, asociamos el flujo a cada par de caras paralelas en el paralelégramo. Separando por
componentes en un desarrollo andlogo al anterior obtenemos,

flujoen Fy =~ 47k [Fi(xo+ h,yo, 20) — Fi(xo — h, Yo, 20)]

flujo en Fy =~ 4hk [Fa(20,Y0 + 7, 20) — F2(Z0, Yo — 7, 20)]

flujo en Fy =~ 4hj[F5(x0, Y0, 20 + k) — F3(x0, Yo, 20 — k)]
Luego,

3
1
divergencia en () ~ m Zzl flujo en F;

Lo cual a su vez, tomando el limite cuando las tres componentes se hacen cero, viene a ser

divE = lim 2E0T ot 20) — Falo = 1 yo, 20)

+ Ym Fy(xo0,y0 + 7, 20) - Fy(x0,y0 — J, 20)

h—0 2h =0 27
4 lfm F3(zo,Y0, 20 + k) — F3(z0, yo, 20 — k)
k—0 2k

Finalmente,

div F =

oF, 0F, OF:
1, oF2 Ol

=V -F 24
81'1 01‘2 8$3 Vv (5 )

Interpretacion fisica del Teorema de la Divergencia (muy importante)

Si consideramos el punto (zg, Yo, 20) como la regién infinitesimal de un volumen de control de un
gas, entonces podemos entender la divergencia en dicho punto como una medida de cuanto diverge
o escapa el gas en dicho punto. Si div F > 0, entonces el gas se esta expandiendo. En caso contrario,
si div F < 0, entonces el gas se estd contrayendo. Si div F = 0, entonces el fluido/gas se dice
incompresible.

He aqui un desarrollo importante y fundamental a partir de esta interpretacion fisica. Considere un
recipiente con un liquido y una membrana semipermeable en su interior. En cada punto o diferencial
AV al interior de la membrana se estard escapando un volumen de V - F (AV). Sin embargo, en
caso de estar escapandose flujo, este debe ser recibido por los AV contiguos, por lo cual al considerar
varios AV junto el flujo neto a través de la superficie que encierra a esta suma de AV aledanos puede
entenderse como la suma del flujo neto de cada uno de los AV. ;Qué ocurre entonces si sumamos
todos los diferenciales de volumen en la membrana semipermeable? jObtenemos el flujo neto a través
de la membranal

El Teorema de la Divergencia sugiere que para medir cuanto flujo escapa a través de la membrana
se puede medir el flujo infinitesimal que escapa en cada punto que la membrana encierra y sumar
todos estos puntos. Es intuitivo entonces que la suma de cada uno de estos flujos infinitesimales que
escapan representan el flujo total que escapa en la membrana.

El teorema

Hecha toda esta interpretacién fisica estamos en condiciones de enunciar y comprender el teorema
3
en R”:
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Teorema: Teorema de la Divergencia. Sea € una regién en R3 de tipo I, IT y III y sea K la
frontera de € con una parametrizacién f : S € R? — R? que orienta a la superficie con sus
vectores normales apuntando hacia el exterior.

SiF:UCR?— R} F=(PQ,R)un campo vectorial de clase C'! definido en todo punto del
abierto U tal que 2 C U. Entonces

#F-dsz//ﬁ-mv. (5.25)
K Q

Con este teorema hemos obtenido nuevamente un resultado que convierte un problema de contorno
(superficie) a uno de interior (volumen). Por lo tanto, este resultado al igual que los anteriores puede
ser empleado a conveniencia. A modo de resumen, enunciamos todos los teoremas fundamentales del
calculo en la siguiente tabla:

Teorema Fundamental del Célculo f(z)dx = F(b) — F(a)

b
Teorema Fundamental de Campos Conservativos / V- 47 = f(b)—f(a)

Teorema de Green §£ F.d0= //% — 8—P
IR+

Teorema de la Divergencia en R? yg F-dS = / V-FdA
R+

Teorema de Kelvin—Stokes % F.di = // (ﬁ % F) .dS
otS+
S
Teorema de la Divergencia en R3 # F.dS = ///ﬁ -FdV
Q

ont

Partiremos resolviendo los problemas bésicos y tipicos del Teorema de la Divergencia en R?, los cuales
nos permiten calcular el flujo de una superficie a través de la integral triple del volumen. Para ello,
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en muchos casos nos enfrentaremos a superficies que no son cerradas, razon por la cual tenemos que
cerrar la superficie a conveniencia, tal como hicimos con el Teorema de Green.

(Problema 5.31) Considere la regién © dada por 22+ 2> + 422 < 1, 2 > 0 y un campo
vectorial F = (P,Q, R) con P, + Q, =3y R = 2* 4+ y*. Evalte

#F-ds

o0

con la normal apuntando hacia afuera.

Soluciodn:

Este problema es directo en su resolucién, pues la frontera es una superficie cerrada. Dado que
F esta definido en todo punto por hipdtesis, entonces aplicamos el Teorema de la Divergencia.
Tenemos que:

. 0
V- F=P, +Q,+R =3
N——

=3

#F-dS—B/Z/dV

o0

Luego,

donde el volumen en cuestion es la mitad del volumen del elipsoide. Este puede calcularse me-
diante sustitucién esférica y todo lo aprendido en integracién triple. Sin embargo, esto ya lo
hicimos y es facil notar que:

///dV—1><47T><1><1><1—7T
273 V2 2 3.2

Q

Finalmente,

o0

(Problema 5.32) Calcule
JARE

S

siendo F = 2221+ yzj + 22k y S la porcién de superficie del paraboloide
2z =9 —22 —9? con z > 0 y su normal apuntando hacia afuera.
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(Solucién:

Este problema en efecto guarda una similitud sorprendente con aquellos ya aprendidos durante
el Teorema de Green. Observe que solo tenemos la tapa de un paraboloide cuya interseccién con
el plano zy viene dada por la circunferencia 2 + y? = 9 por simple inspeccién.

Si bien es posible y valido calcular la integral de superficie por definicién, esto puede resultar
en un proceso tedioso, por lo cual podemos usar el Teorema de la Divergencia para convertir
el problema de superficie en uno de volumen. Sin embargo, para ello requerimos en primera
instancia una superficie cerrada, condicién que no se cumple en este caso. ;Cémo arreglamos
esto? Poniendo una tapa, y en este caso siempre debe ser la mas sencilla posible.

Por ejemplo, podemos poner la circunferencia plana 22 +y? < 9, z = 0 para tapar el paraboloide.
De esta forma, digamos que S* es el sélido completo y € el paraboloide encerrado. Entonces,

aplicando el teorema,
#F-dsz// V-FdV
Q

S*

donde por definicion V-F=2:+42+422=5z. Entonces, requerimos calcular

/{/5de

sobre la superficie en cuestion. En este caso, integramos con simetria cilindrica, de modo que:
rel0,3] ; te€l0,2r] ; 0<z2<9—1?

donde r = 22 + 2. De esta forma, escribiendo la integral iterada:

2t 3 p9—r? 3 )
///5z dV = / / / 5zr dzdrdf = 57?/ (9 — 7“2) rdr
0 o Jo 0

Q
Hacemos u = 9 — 7?2 — du = —2rdr con lo que:
5t [ ) 57 12157
52dV =" | (9—u)'du=—">-9°=
/// - y ), O-widu=1 2
Q
Entonces,
121
#F Ldg — 15T
2
S*
pero # = // + // donde T es la tapa apuntando hacia afuera.
S S T
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En este caso, como las normales deben apuntar hacia afuera del sélido, las normales de la tapa van
en la direccién —k. Parametrizamos la tapa para calcular la integral se superficie por definicién.
En este caso, para la tapa

f(r,0) = (rcosf,rsen,0) y dS=—krdrdd

Sin embargo, si notamos que todas las componentes de F consideran z y este se anula, entonces

F (7) =0 por lo que
//F-dS:O
i

//F-dS:#F-dS:mf”

S S*

Concluimos entonces que:

(Problema 5.33] Sea F = (:It3 +yer, w2 + 1+ 23, x + y) y S el manto del paraboloide
eliptico z = 22 +2y2, 0 < 2 < 1 orientado positivamente mediante la normal
hacia afuera. Hallar el flujo de F a través de S.

Solucién:

Puede no resultar para nada comodo tratar de calcular la integral por definicién, més pensando
en que la divergencia de F es significativamente mas sencilla:

V-F =322+ 6y° = 3 (2 +2°) .

Observando la expresion de la superficie, este es un paraboloide que se abre hacia arriba y que
no esta cerrado, por lo cual para usar el teorema requerimos cerrar la superficie con una tapa.
Lo comprobamos graficamente:
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La tapa por excelencia es una plana, que corresponde a la porcién de plano z = 1 encerrada por
el paraboloide, la cual denotaremos por T .

Luego, 00 = SUT donde Q es la region encerrada por el paraboloide y la tapa. En este caso si
sera posible aplicar el Teorema de la Divergencia, de modo que:

#F-dS—#F-dS+#F-dS—//ﬁ-FdV.
S T Q)

o0

Calculemos primero la integral de superficie la tapa. En este caso, parametrizando:

2?+2P=1—f(r0) = (rcos@.rsen9,1>
y (r,0) NG

Dado que la normal apunta hacia afuera, es facil notar ya sea por definicién o inspeccion que:

A T
dS = k —=drds.
V2

Luego,

r

V2

// 27 1 0 1 9 7,,2 9
F.dS = / / (COS + ——sen ) —drdf =0
0 0 V2 2

g
//F-dS—S///x2+2y2dV
S Q

Td

V2

F(7)= <7‘3 cos® @ + e—sen 6, v/2rt cos* 0 + sen® 6,7 cos 6 + " sen 6>

V2

con lo cual

Finalmente,
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donde €2 es la porciéon de paraboloide en cuestion. Llevando a coordenadas cilindricas:

r
xr=rcosf ; y=——=senf

V2

yr€[0,1],0 € [0,27] con 224+2y* < 2 <1 — r? < z < 1. De esta forma, con dV = r drdfdz/v/2
calculamos la integral:

or 1 1 1 . -
2 + 22 dV :/ / / 2 L _dzdrdd = 27r/ (1 —r?)dr = —
J/d o b " Noal A

Q ~~

polinomial
s
F.dS=——
// 2v/2

S

Entonces,

Revisaremos ahora la tipologia de problemas més elaborada, donde se integran las identidades vec-
toriales con el Teorema de la Divergencia, llegando a resultados importantes y relevantes.

(Problema 5_34) Si S es una esfera en R? y F es de clase C! definido en todo punto de de la

esfera, pruebe que:
#(ﬁxF) .dS = 0.

S

Solucién:

Dado que tenemos una superficie cerrada con F definido en todo punto, entonces podemos aplicar
el Teorema de la Divergencia, con lo cual:

#(6xF)-dS://ﬁ-(ﬁxF)dv
S Q
donde € es la region encerrada por la superficie S. Ya demostramos que todo campo rotor tiene

divergencia nula, i.e.
V- (VxF) _0%//6. (VxF)av=o
Q

concluyendo asi que:

#(ﬁx}?)-ds—o C

S
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lo cual es cierto incluso para cualquier otro tipo de superficie cerrada siempre y cuando F esté
definido en todo punto.

(Problema 5.35) (#) Demuestre que V- (1¥9-9V1) = V%9 - gVF.

(b) Sea Q@ C U abierto y simplemente conexo. Muestre que si V2if =
V2g = 0 sobre Q, entonces

#fagds # gf{dS.

Solucién:

(a) Ya demostramos esta propiedad en la seccién respectiva de propiedades del operador nabla.
Sin embargo, recordamos su deduccién haciendo la extension de la regla del producto a los
gradientes:
V- (fﬁg) =V/f-Vg+ fV-Vg=Vf-Vg+ fV%
— V- (gﬁf) =Vg-Vf+gV-Vf=Vg-Vf+gVif

Si restamos ambas igualdades, aplicamos la linealidad de la divergencia, obteniendo asi que:

V- (fﬁg—gﬁﬂ =V -Vg+ fVig—Vf-Vg—gV2f

—|V- (fﬁg — Nf) = [V —gV?f| W

(b) Observe que de la ecuacién anterior, si §2f = 629 = 0, entonces:
v (f% = gﬁf) =0

Esto quiere decir que en ningiin punto el campo en cuestion diverge, por lo cual el flujo neto
de cualquier superficie cerrada es cero. En efecto, integrando la divergencia en una region 2

arbitraria:
[+ (799 - g¥s)av =0
Q

Dado que se cumplen todas las hipdtesis del Teorema de la Divergencia, entonces:

/éﬁ.(fﬁg—gﬁf)dvzﬁg(fﬁg_g@f),dS:O

ont

402




Entonces, por linealidad de las integrales de superficie, tendremos que:

#fﬁg-ds—#gﬁf.ds

o0+ oa+

Recordando la representacién simbdlica del diferencial de superficie, tenemos que dS = ndJS,
con lo cual todo lo anterior se reescribe como:

#fﬁg-ﬁdszﬁgﬁf-ﬁds

o+ ont

pero si recordamos las ideas de diferenciabilidad en funciones escalares, asumiendo que ¢ es

diferenciable se tendra que:
9y

~ On
y de forma andaloga para f. Concluimos entonces que:

99 .o af
#faﬁdS = # aA
o0 o0

ﬁg-fl

demostrando asi lo pedido. B

(Problema 5.36) Scan f(x Y, 2 ) = zyz, g(v,y,2) = In(2? +y*> + 2?) y el campo vectorial
F = ng gi Calcule
ég

donde S es la esfera de ecuacién (z —1)° + (y — 1)* + (z = 1)* = 1.

Solucién:

Debido a lo complejo de calcular el flujo en el contorno, lo hacemos en el interior, con lo cual

@F-dsz/é/ﬁmv.

Sin embargo, dada la definiciéon de F y haciendo uso de lo demostrado en el problema anterior
tendremos que:

V- F = fVi - gVif
donde solo debemos calcular los laplacianos. Observe que:

8f 82]"
0r V7 g2 =0
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y se puede concluir lo mismo de las otras dos componentes. Luego,
Vif=0

Se puede demostrar de forma anéloga derivando que V2¢g = 0 en todo punto salvo en el origen. Sin
embargo, la esfera no encierra al origen por lo cual es valido aplicar el Teorema de la Divergencia.

Se concluye entonces que:
# F.dS =0

S

(Problema 5.37) Sean f, g funciones de clase C! definidas en todo punto de una regién Q C R3
y sea JC = 0f) con sus normales apuntando hacia el exterior.

(a) Demuestre que

#(ﬁg) ~dS=///(fﬁ2g+€f.ﬁg) av.

K Q

(b) Demuestre que si f es arménica (62 f= O), entonces

F(91) s ] [orf'ar

(c¢) Concluya que adicionalmente si f se anula en C, entonces

f(z,y,2)=0.

Solucién:

(a) Esto ya lo demostramos en el problema anterior, pues:
V- (fﬁg> =Vf-Vg+ [V

Tomando la integral de 2 a ambos lados:

/S/z/ﬁ.(fﬁg)dvz/g/z/wvﬁfﬁ?gdv

Pero al lado derecho se puede aplicar el Teorema de la Divergencia, pues se cumplen todas las

404




hipétesis. Entonces, si K = 9Q" se tendra que:
///ﬁ- (fﬁg) dV:#fﬁg-ds
Q K

— #fﬁg-dsz//ﬁfﬁgwﬁzgdv u
Q

K

(b) Dado que se pide demostrar un resultado para fﬁ f, entonces hagamos g = f, con lo cual
en la ecuacion anterior:

ﬁéfﬁf-dsz/éﬁfﬁﬂfﬁ?fdv

L S o2
Pero f es arménicay Vf -V f = HVfH , con lo cual:

f(r5s) s [[Ies] ]

K

(c) Si f se anula en K, entonces para todo punto que esté en K se tendra que f (K) = 0. Luego,
en K se tendra que fVf = 0. Es decir, de la ecuacién anterior:

/g/ HﬁfHde ~0

Observe que esta es una suma de elementos siempre positivos y en el peor de los casos nulos
(son normas en R?), por lo cual la tinica combinacién de valores posibles es que:

L2
Vf” =0 paratodo (z,y,z) € Q

y no puede serlo en un niimero finito de puntos pues f es C'. Cualquier otra combinacién en que
esta funcion no se anule generaria necesariamente una integral no nula.

Luego, como las normas siempre son semidefinidas positivas (nulas en el peor de los casos),
entonces V f no tiene mas opcion que anularse en todo punto, i.e.:

—>ﬁf:0 para todo (z,y,z) € Q

De la ecuacion anterior se deduce que todas las derivadas parciales de f se anula, por lo que
f(x,y,2) = c con ¢ € R a determinar. Dado que f es C' en todo € (no genera discontinuidades
en ningun punto), entonces f esta obligado a tomar el mismo valor que el que tomé en K, que
es cero. Entonces,

f(z,y,z) =0| paratodo (z,y,z) € Q. W
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Resuelva los siguientes problemas:

(a) Sin utilizar el Teorema de Stokes, calcule ¢l flujo de V x F a través del
paraboloide z =1—2% —y?> con 2 > 0si F = (z —zy,y — 2,2° + y).

(b) Sea u una funcién de clase C? tal que V2u = 2 +y+ 2 y la regién
encerrada por el cono (z — 2)° = 3 (22 +9?) y el cilindro 22 + 3> = 4/3 .
Calcule el flujo neto del campo gradiente de u a través de ).

5.4.3. Aplicaciones del Teorema del a Divergencia en R3

El Teorema de la Divergencia puede ser utilizado integramente para llegar a desarrollos y conclu-
siones importantes tanto en mecanica de fluidos como en electromagnetismo. Partiremos revisando
aplicaciones en hidrostatica a continuacion:

[Problema 5_39} El teorema del gradiente. Sea f una funcién escalar de clase C! y © una
region compacta. Demuestre que:

?fde:/éﬁde.

Observe que fdS es una ponderacion de f por el diferencial vectorial dS,
por lo cual el resultado es un vector. En otras palabras, estamos haciendo
la operaciéon componente a componente.

Ayuda: Aplique el Teorema de la Divergencia a F = fc con ¢ € R? fijo y
arbitrario.

Solucioén:

Siguiendo las indicaciones, hagamos F = fc. Luego,

#c f-ds = /// dV

o0+

Si hacemos dS = dS,i + dSy_] +dS.k y ¢ = (¢1, ¢o, c3), entonces al lado derecho se tendra que:

// V Cf dV // I~ +(2 +<;@dv
0z
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Entonces se sigue que:
#cf ds = //01+620f+ ade
>0z
2O~

Observe que como c es arbitrario, esta es una igualdad que debe cumplirse para cualquier valor

de c. Por ejemplo, si
(1,0,0) %#f ds, —//

o

c = (0,1,0) %#f dS—//lV

oa*

c=(0,0,1) %#f dS_//dV

o0
Es decir, estas tres identidades siempre deben ser ciertas. Mas aun, las tres pueden resumirse en
una igualdad vectorial en la cual, si asumimos que integrar un vector es integrarlo componente
a componente, entonces de acuerdo a la notacion convenida:

#]‘ds //wdv 7

o0+

(Problema 5. 40] El principio de Arquimedes. Un sélido ocupa una regién €2 con super-

ficie 02 y se encuentra sumergido en un liquido con densidad constante p.
Definimos un sistema de coordenadas tal que el plano xy coincide con la
superficie del liquido y los valores positivos de z son medidos hacia abajo
del liquido.

La presién a una profundidad z se mide como la funcién escalar P (z) = pgz
donde g es la aceleraciéon gravitatoria. De acuerdo a la ley hidrostatica, en
equilibrio la fuerza total en el sélido para la distribucion de presiones estéa

dada por la integral
F=- # PdsS.

o0

Demuestre que F = —W k donde W es el peso del liguido desplazado por el
sélido.

Solucioén:
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Ya sabemos que:

F = —#Pds.

o0

Para obtener el peso del liquido requeririamos expresar esa misma fuerza como una integral
triple que entregue como resultado la masa. La fuerza anterior la podemos escribir como una
integral triple usando el teorema del gradiente visto en el problema anterior. Entonces,

#Pds = ///ﬁpdv,
Q

o2

donde de la definicién de P se tiene que VP =— pgR con lo cual

F = —gR/Q//pdV,

pero dado que p es la densidad del liquido, entonces la integral triple corresponde a la masa del
liquido que encierra el sélido €2 , la cual denotaremos por M. Luego,

F = —gMk = -Wk,

donde W es el peso del liquido desplazado por €2. B

Ahora revisaremos uno de los desarrollos més importantes de este teorema en el electromagnetismo.

Para ello partiremos desarrollando y demostrando el principio matemético que sustenta toda la
electrostatica:

(a) Sea Q C R?® una regién acotada. Demuestre la Ley de Gauss:

# zityj+zk .dsz{“ si0eQ,

. (22 + 12 + 22)*? 0 si0&N.

(Problema 5.41)

(b) Considere el campo vectorial

(x,y,z) (x—l,y—l,z—l)
F(xayaz): 3 3
Iy P e —Ly— 12— 1]

Calcule el flujo de F a través de cualquier superficie cerrada orientable
en R3.

Indicacion: Separe por casos: conteniendo y/o no conteniendo a
(0,0,0) y/o (1,1,1).

Solucién:
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(a) Como primera observacién, partamos notando que esta es una integral de superficie para el
campo

(z,y,2)
(2% +y? + 22)
el cual presenta simetria radial (esférica) y es el campo eléctrico tipico y practicamente tunico
de electricidad y magnetismo, pues en el se basan todos los demés. Entonces, si escribimos el
mismo campo en coordenadas esféricas, tenemos que:

F(x,y,2) = 572

~

r 1 r r

[ 1 T

F(r)

Asimismo, de la primera definicién del campo es facil notar mediante los procedimientos alge-
braicos habituales que:
V- F=0

para todo punto salo (z,y, z) = 0 = r. Por lo tanto, se puede aplicar el Teorema de la Divergencia,
siempre y cuando la superficie en cuestion no encierre al origen. Es necesario entonces separar
en dos casos:

1) La superficie no encierra al origen, en otras palabras 0 ¢ ). Entonces, dado que se cumplen
todas las hipdtesis del teorema:

vityitek s M. Fav =0
(x2+y2+22)3/2
Q

ont

2) En este caso no se cumple la condicién del teorema. Sin embargo, podemos realizar un proce-
dimiento similar al ya realizado con el Teorema de Green y agregar una superficie esférica S, de
radio € — 0 centrada en el origen de modo que §* = IQU S, si sea una superficie cerrada a pesar
de que ambas superficies no estén conectadas. Luego, es inmediato bajo el mismo argumento

anterior que:
#F-dS:#F-dS—F#F-dS:O

S* ont Se

La primera integral de linea del miembro central de la ecuacion es el que deseamos calcular y
el segundo lo podemos calcular por definicion. Consideramos que es una esfera de radio €, pero
siguiendo el teorema, las normales deben apuntar hacia afuera del sélido encerrado, lo que se
traduce en este caso que las normales apunten hacia el origen o bien hacia el interior de esta
esfera.

Luego, usamos la parametrizacion habitual para este caso:

f=e - F(S) =

r
2
pues la distancia al origen de esta esfera es siempre constante e igual a €2. Asimismo, recordamos

que el diferencial de superficie viene dado por:

dS = —?sen 0 dfde
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donde se antepone el signo — para tener la orientacién hacia el origen y ademas 6 se mueve entre
0y my @ entre 0y 2m. De esta forma,

F.-dS = —senfdfdp

27 T
#F -dS = / / senf dfdy = —4r.
o Jo

Se

Integrando,

Entonces, debera cumplirse que:

#F-dsélﬂz()% #F-dS:éLW

o0+ o0+
En resumen,
# f2-dS: 4 S?OGQ, -
||| 0 si0¢g.
o0+

El comentario importante: Observe que para este tipo de campos (jsolo para este tipo!),
el flujo de una superficie cerrada es una medida de si se esta encerrando al punto singular
(en que se indetermina el campo) o no. En efecto, si la singularidad se ubica ahora en p es
facil notar que el campo adquiere la forma

X—Pp
P 1. 13
Ix —pl

(no unitario el numerador pues el denominador esta al cubo). Y en dicho caso,

4 i Q
#Fp-dS: T SIPE,
0 sipgQ.

ont

(b) Si se comprendié de forma adecuada el apartado anterior, esta pregunta tiene respuesta
evidente. Digamos que:
F=F +F,
donde: .
x—0 x—(1,1,1)

1=——= y Fy= ‘
}p_ﬁg Ix — (1,1, 1)|°
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Entonces tenemos por linealidad de las integrales de superficie que:

#F-ds = #Fl-dS—i—#Fg-dS

oa+ oa+ oa+

{M'$5€Q+{®r$(LLUEQ

0 si0¢gQ |0 si(1,1,1)¢Q.

De aqui es evidente que se pueden distinguir cuatro casos dependiendo si la superficie encierra
0 no encierra a los puntos singulares:

0 si (0,0,0) ¢ QA(1,1,1) ¢
#F-dS: 47 si (0,0,0) e QA(1,1,1) &
A si (0,0,0) € QA(1L1,1) e

+
e dr 47 (= 87) si (0,0,0) € QA(1,1,1) €

Esto se puede resumir graficamente en la siguiente figura, donde se simplifica la situaciéon a 2D y
se asume que las superficies cerradas son aproximadamente elipticas, sin embargo pueden tener
una forma absolutamente arbitraria:

Se puede concluir entonces que si tenemos la garantia de que:

72 X — Pk

7 lx — pil”
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Entonces # F - dS indica la cantidad de singularidades que se estd encerrando.

o0+

Todo el desarrollo anteriormente visto es mas que un ejercicio conceptual, pues es el fundamento
matematico de toda la electrostatica basica que se estudia en el curso de Electricidad y Magnetismo.
En este tltimo problema resuelto a continuacion realizaremos la conexiéon matematica entre la Ley
de Gauss y los contenidos de electrostatica:

412



(Problema 5_42] Aplicacién en electrostatica. Para una particula puntual de carga ¢ ubi-
cada en el punto p = (o, Yo, 20) se define el campo eléctrico en un punto x
como

)= L *=p__ 1 g,
dmeg ||x — pH3 4eg r?

conr? = (z = p1)*+(y —p2)*+(z = ps)’ =[x =p|y £ = (x = p) / |x — p|
el vector unitario que apunta en la direccion desde el origen hacia p.

(a) Utilizando la Ley de Gauss, demuestre que:

@E:#E-dszi,
€o

S

siendo S una superficie simple y orientable, no necesariamente acotada.
Observe que si la superficie cerrada no encierra a la carga ¢, entonces
q = 0, lo cual es coherente con el resultado anterior.

(b) Para una distribucién de carga continua (no puntual, a diferencia del
caso anterior) se define el diferencial de campo como:

1 dgq. 1 r
dB (x) = 4meg 2 — EBlo)= 4meg ///ﬁdq7
Q

donde r y 1 estan ahora referidos a dg y al punto x. Si definimos el
diferencial de carga como dg = pdV siendo p la densidad volumétrica
de carga (carga/unidad de volumen), entonces pruebe que en este caso:

1
@E:#EdS:—///pdV:Q,
€o €0

Q

0N

donde @ es la carga encerrada por la superficie S = 0f2.

(c) Utilizando el Teorema de la Divergencia y el Teorema del Valor Medio
para integrales triples, pruebe que:

Este resultado se conoce como Ley de Gauss diferencial y es la Primera
Ecuacién de Maxwell, una de las cuatro leyes que gobiernan el electro-
magnetismo clésico.

Solucién:

(a) La expresion de E es puramente empirica, por lo que solo la trabajaremos matematicamente.
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Observe que en forma es exactamente igual al problema anterior, solo que se agregan factores
empiricos para obtener los valores y unidades de deseadas. En efecto,

<1>E:#E.dsz ! =~ P _as
i l] [~ pl

S

De la pregunta anterior ya sabemos la respuesta a esto:

Ly — q 4 sip € (),
0 sipégQ.

Observe entonces que si se encierra la carga ¢, entonces el flujo serd /ey y 0 en caso contrario.
Consideremos entonces la carga ¢ ubicada en p, definiremos la carga encerrada por la superficie

como:
B 4t sip € ),
e 0 sipégQ.

En otras palabras,

Qenc
€

O =

Es decir, el flujo eléctrico es una medida de la cantidad de carga que esta encerrando
la superficie.

A modo de ejemplo, si tenemos una carga q; en p; y una carga g en ps, entonces su campo
eléctrico viene dado, por principio de superposicién, por:

( _ q1 X —P1 q2 X — P2
Ameo |x — i 4meo [|x — po®

Por lo tanto, para una superficie cerrada que encierre a p; y po tendremos que el flujo eléctrico
vendra dado por (g1 + ¢2) /€0, si encierra solo a p; serd ¢;/€y y puede razonarse asi de forma
analoga. Entonces, en efecto el flujo eléctrico es una medida de la cantidad de carga eléctrica
encerrada por la superficie.

(b) Consideremos ahora una coleccién de cargas Ag. Su campo puede escribirse como:

n

1 X — Pk
B() = > Aoty

o Ix =l

Observe que si hacemos los Ag; cada vez de un tamano mas cercano al infinitesimal y los
ubicamos a distancias préximas entre ellas, entonces el campo anterior se convierte en una
integral y el conjunto de cargas en una distribucién continua de carga. Es decir,

47T€0// % — pH

414




Supongamos que esta distribucion de carga contiene una carga total () distribuida uniformemente
en un volumen V. Entonces podemos definir la densidad de carga volumétrica como:

_ 9 = pav
p=y da=p

dVv.
47?60// I — pH

donde p en general puede no ser homogéneo y por lo tanto depende de p en el que se esta
integrando. Siguiendo la intuicién, jqué pasara al tomar una superficie cerrada? jNos indica-
ra cuanto de esta carga en la distribucion esta siendo efectivamente encerrada! Eso es lo que
demostraremos aqui. Partamos tomando la definicion de flujo eléctrico:

1 —
#E.ds: #//X_pgpdv.ds
dmeo Ix — pl|
S S u

Asumiendo alternancia entre operadores (generalmente estas hipdtesis se cumplen):

#E-ds = // -dS | pdV
dmeg HX—pH
S
4
B /// T sip €, qv
4meq sip ¢ Q.

Definimos entonces la densidad de carga efectiva como aquella carga efectivamente encerrada

por :
P {47r sip e,

Con ello,

0 sipgQ.

#E dS——///pench

Es decir, el flujo eléctrico es una medida de la carga encerrada incluso para distribuciones de
carga continuas. Observe que U es la integracion con respecto al sélido y €2 es la regién encerrada
por §. Dado que p,,. se anula donde no haya carga encerrada por €2, entonces no hay ningin
problema en integrar en {2 en vez de hacerlo en U, lo que por una parte nos permite conectar el
fenémeno de contorno de S con lo que pasa en su interior, en 2. Mas aun, es evidente que en
todos aquellos puntos donde no hay carga inmediatamente p = p,,. = 0.

1
%#E-dS:—///pede
€0
S Q

o en otras palabras,
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Finalmente, la integral de la densidad de carga encerrada por €2 puede simplemente notarse como

la carga total encerrada por €2, Q.,.:
#E-ds— e |
€

S

Esta es la expresion general para distribuciones de carga puntuales, continuas, superficiales,
lineales, etc.

(c) Acabamos de demostrar que:

1
#E'ds_ Wpencdv
€o
Q

S

donde en realidad p.,. es redundante en este caso pues ya estamos tomando toda la densidad de
carga encerrada por €2, de ahi que p.,. = p en este caso. Tomando el Teorema de la Divergencia

al lado derecho tenemos que:
> 1
// V«EdV—///pdV
€0
Q Q

Las hipodtesis en este caso se cumplen pues las estamos compensando al lado derecho al in-
cluir todas las singularidades encerradas por (2. Observe que esto es en todo momento para (2
absolutamente arbitrario, por lo tanto se cumple para todo €2 que:

[e 2o

Q

Si la integral triple de una funcion es para toda regién de integracion €2 nula, se puede demostrar
a partir de los conocimientos de cédlculo de una variable sin mayor dificultad que:

VEx-L=0> 6-E<x):€ﬁ m
0

Esta es la primera de cuatro ecuaciones diferenciales que en su conjunto permiten explicar
cualquier fenémeno electromagnético clasico, desde propagacién por cables hasta antes, ondas
electromagnéticas y el comportamiento de la luz. En su conjunto generan las ecuaciones dife-
renciales parciales que permiten cuantificar los fenémenos electromagnéticos para cualquier caso
y/o distribucion.

Y c¢émo no terminar con un ultimo problema propuesto para aquellos interesados en revisar todas
las aplicaciones que tienen estas expresiones.

Considere la distribucién de carga esférica con densidad constante py y radio R.
Usando los resultados del problema anterior, calcule el campo eléctrico E un un

punto cualquiera del espacio.
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