PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE CHILE
FACULTAD DE MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

MAT1640 x Ecuaciones Diferenciales
Resumen de conceptos y Compilado de problemas resueltos

Por: Sebastian Soto Rojas (spsoto@uc.cl)

e e
S S T
S e
[ N B - [ N T
—5-4-3-2-1 012 3 45
X

[ D B Iy
N B~ WD~ O~ DN WK W,

Importante:

Este texto es una version preliminar de la edicion final, por lo cual se encuentra en constante
construccion y revision. Puede contener secciones sin desarrollar o errores, por lo cual se ruega
leer con atencion y revisar constantemente la pagina web de publicacién para revisar nuevas
versiones.

Cualquier comentario y/u observacion es bien recibida en mi correo de contacto: spsoto@uc.cl.

Version de publicacion: 31 de Mayo, 2016

Puedes revisar nuevas versiones en:
www.spsoto.cl/publications


mailto:spsoto@uc.cl
mailto:spsoto@uc.cl
http://www.spsoto.cl/publications

Indice

1.

2.

Ecuaciones diferenciales de primer orden 4
1.1, Imtroduccion . . . . . . . o L L e e e e 4
1.2. Técnicas de resolucion . . . . . . . . . L L 8
1.2.1. Ecuaciones diferenciales separables . . . . . . . ... ... ... ... ... 8
1.2.2. Ecuaciones diferenciales homogéneas . . . . . . .. .. ... ... ... ... 12
1.2.3. Ecuacioén diferenciales lineales . . . . . . . . .. .. ... o000 14
1.2.4. Ecuacioén diferencial de Bernoulli . . . . . . .. ... o000 20
1.2.5. Ecuaciones diferenciales exactas . . . . . . . . . .. ... 22
1.2.6. Uso de sustituciones . . . . . . . . . . Lo 28
1.2.7. Ecuaciones de repaso . . . . . . . ..o 32
1.3. Problemas de modelamiento matematico . . . . . .. .. ... ... 41
1.3.1. Ley de enfriamiento de Newton . . . . . ... ... ... . ... ....... 41
1.3.2. Modelamiento de poblaciones y ecuaciéon logistica . . . . . ... ... .. .. 43
1.3.3. Problema de mezclas . . . . . . . . ..o 51
1.3.4. Otros problemas . . . . . . . . .. e 54
1.4. Teorema de existencia y unicidad . . . . . . ... ..o 0oL 65
1.5. Anaélisis cualitativo en ecuaciones auténomas y estabilidad . . . .. ... ... ... 74
Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior 85
2.1. Introduccion: teoria general, existencia y unicidad . . . . . . ... .. ... 85
2.2. Ecuaciones homogéneas de coeficientes constantes . . . . . . ... ... ... .. .. 90
2.2.1. Fundamentos tedricos . . . . . . . . . ... Lo 90
2.22. Problemas . . . . . ..o 93
2.3. Ecuaciones no homogéneas: coeficientes indeterminados . . . . . . . .. .. ... .. 103
2.4. FEcuaciones no homogéneas: variaciéon de pardmetros . . . . . . . . .. . . ... ... 117



2.5. Reducciéon de orden: método de Abel . . . . . ..o oo 124
2.6. Aplicacion: oscilaciones forzadas y resonancia . . . . . .. ..o L. 135
2.7. Métodos de series de potencias . . . . . . . . ..o 143
2.8. Transformada de Laplace . . . . . . . . . .. Lo 151
2.8.1. Definicién, transformada inversa y propiedades basicas . . . .. .. ... .. 151
2.8.2. Propiedades . . . . . . . 159
2.8.3. Convolucion . . . . . . . .. 165
2.8.4. Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales . . . . . . . ... .. ... .. 168

3. Sistemas de ecuaciones diferenciales 175
3.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales . . . . . ... ... ... ... ... 175
3.1.1. Conceptos basicos . . . . . . . . . . e 175
3.1.2. Sistemas homogéneos: método de los valores propios . . . . . . ... ... .. 179
3.1.3. Exponencial de una matriz . . . . . . ... .. ... o o 193
3.1.4. Sistemas no homogéneos: variacion de parametros . . . . . . .. .. .. ... 201
3.1.5. Aplicaciones . . . . . . . .. e 204

3.2. Anélisis cualitativo y teorfa de estabilidad . . . . .. .. ... ... ... ...... 210
3.2.1. Sistemas Hamiltonianos . . . . . . . . ... ... .o L oL 223



1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

1.1. Introducciéon

En un curso de Ecuaciones Diferenciales, lo natural es partir definiendo qué es una ecuacién
diferencial.

Definicion:

= Una ecuacién que relaciona una funciéon desconocida y una o mas de sus derivadas se
denomina ecuacion diferencial.

= Una ecuacion diferencial es ordinaria cuando la funcion desconocida depende solamente
de una variable independiente. Es parcial cuando la funciéon depende de una o mas
variables y aparecen involucradas las derivadas parciales de ella.

= El orden de una ecuacion diferencial es el orden de la derivada mas alta que aparezca
en ella.

De esta forma, una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) se puede notar como

F(z,y,9,...,y"™) =0 (1)

» Se dice que u = u(z) es solucion (satisface) la ecuacion diferencial en el intervalo [
cuando las derivadas «' (), ...,u™ (z) existan y

F(:v,u,u',...,y(")) =0

» Se denomina problema del valor inicial (PVI) a una ecuaciéon diferencial junto a sus
condiciones iniciales y™ (z¢) = yo. La solucién de este problema se denomina solucion
particular.

Para revisar el concepto de solucion de una ecuacion diferencial revisemos los siguientes problemas:

Dada la ecuacion diferencial:

22y +ay —y=Inx

Demuestre que las siguientes funciones son soluciones de dicha ecuacién:

yi(@)=z—Iz ; y(r)=——lnz



Solucion:

Este problema se resuelve directamente reemplazando y sustituyendo en la ecuacion
diferencial. Partamos por y; (x):

1
vi(e)=1—— 1 y(¥)=—

Luego,
2,1 ! 21 1
Yy tay, —yp =25 +o(l——)—z+hr=Ihz
x x

Entonces se concluye que y; (x) satisface la ecuacion diferencial. Para ys (z):

1 1 2 1
/ o /! _
yg(l’)——ﬁ—;—ﬂh(@—;‘Fﬁ
Reemplazando,
2 1 1 1 1
2.1 / . 2
2 1 1
= —41———1——+Inx
x x x
= Inx

Es decir, y, (x) satisface la ecuacion diferencial y asi se demuestra lo pedido.

Determine el valor de r de modo que y () = €’ sea solucion de la ecuacion:

' +3y —4y=0

Solucion:

El valor de r que escojamos debe ser tal que al derivar dos veces y reemplazar en la
ecuacion diferencial, esta se satisfaga. Se tiene que:

2 rx

Y (x) =re"™ — " (x) =1

Es decir,
3r2e™ + 3re™ — 4™ = (37°2 + 3r — 4) e

Como €' # () para todo x, entonces:

—3 £ v9+48 —3 £ /57
—|r=—

3P 4+3r—4=0—1r=
T4 3r T 6 5

De esta forma se encuentran los valores pedidos.




0

(a) Si k es una constante, demuestre que una solucion general de la ecuacion diferencial

dx
= = kg2
a7

esta dada por z (t) = donde ¢ es una constante arbitraria.

c—kt
(b) Determine por inspeccién una solucion del problema de valor inicial 2’ = kz?, z (0) = 0.

(c) Determine todas las soluciones del problema de valor inicial 2/ = k2?, x (0) = « # 0.

Solucion:

(a) Este problema se razona de forma similar a los dos problemas anteriores. Derivando,
mediante regla de la cadena:
k k k
3 2 — 2
(c — kt) (c — kt) (¢ — kt)

z' (t) =

Y por lo tanto, se satisface la ecuacion diferencial. Il

(b) Observamos que kz? se anula cuando z = 0, por lo que por inspeccién una solucion

del problema es |z (t) = 0|, debido a que 2’ (t) = 0 y por lo tanto se obtiene la
igualdad 0 = 0.

(¢) Reemplazando en la solucion:

SENS

1
C

Este valor es indiferente al signo de k.

O

En el caso que f (z,y) sea en realidad una funcion de la variable dependiente, es decir f (z,y) =
f (z), basta con integrar:

vie) = [ F@dsre

Esta se define como soluciéon general de la ecuacion. Si G () es una antiderivada de f (x) y tenemos
la condicion inicial y (zg) = yo, entonces:

C:yo—G(xo)

Reforcemos este concepto en el siguiente problema:

En los siguientes problemas encuentre la funcion y = f (z) que satisfaga la ecuacion diferen-
cial dada y la condicién inicial prescrita:



(a) — =azva?+9,y(—4)=0.

dx
dy _x
(b) <L = e,y (0) =1
Solucion:

(a) Mediante integracion se deduce que:
y(z) = /x\/x2 +9dx + ¢

Mediante la sustitucion u = 22 + 9 — du = 2z dz obtenemos la integral:

! I 1 ‘
y@)_2/\@du+c_3wﬂ+c—%y@ﬂ—3Cf+9fm+c
Es decir, tomando la condicién inicial y (—4) = 0:

. =
;(25)3/2+c:0—>c:1?

Finalmente,

(b) Procediendo de forma anéloga,

y(z) = /Ie_‘rdx +c
Hacemos u = v — du = dz ydv = e"*do — v = —e™*, de modo que:
y(z)=—ze ™ + /exdx +e=—ze " —e T +4c
Reemplazando en la condiciéon inicial,
y(0)=-1+c=1—c=2

Finalmente,

yx)=2—ze ™ —e"

0

Velocidad y aceleraciéon. Conocida una fuerza F (t), entonces a masa constante, se deduce de
la segunda ley de Newton que:

F(t) =mal(t)
Como a (t) = dv/dt = d*z/dt?, entonces se puede obtener x (t) integrando dos veces a partir de
las condiciones iniciales dadas.



[Propuesto| El conductor de un auto involucrado en un accidente sostenia que iba solamente
a 40 km/h. Cuando la policia probé su vehiculo y aplico los frenos del automovil a 40 km /h,
este recorri6 15 metros antes de deternse. Sin embargo, las marcas del recorrido en la escena
del accidente eran de 64 m. Asumiendo la misma desaceleracion (constante), determine la
velocidad aproximada a la cual viajaba el conductor antes de detenerse.

1.2. Técnicas de resoluciéon
1.2.1. Ecuaciones diferenciales separables

El caso maés sencillo de ecuaciones diferenciales de primer orden son las ecuaciones separables, las
cuales estudiaremos a continuacion.

Definiciéon: La ecuacion diferencial de primer orden

dy

— = H (x,

1, =~ 2@y
se denomina separable si H (x,y) puede escribirse como el producto de una funciéon de x por
una funciéon de y, i.e.

Y @ o) @)

Resolucion. para ¢ (z) # 0 se tiene que:

Ay _
oy ? () dz
Integrando, 1
Y _
o) /g(m)dx—i—c

Se hace fundamental entonces tener un adecuado dominio de las técnicas de integracion. Més ain,
muchas de los tipos de ecuaciones que proximamente estudiaremos tienen como objetivo reducir
la ecuacion diferencial a una separable, por lo que la necesidad se hace atin mas imperante.

Revisemos los siguientes ejemplos:
Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

dy
(a) 2\/55 = cos?y, y (4) = 7 /4.
(b) o' =z — 2%
dy 22+1
227 =
(c) dr  3y2+1




(d) (2 +1) (tany)y = z.
(€) 22/ =1 — a2 + 1y — a2,

Solucion:

(a) Aplicando el procedimiento anteriormente descrito tendremos que:

dy dz e ud dz
— = sec = —
cos?y  2y/x v 2\/x
Integrando a ambos lados:
tany = /x + ¢

Es decir,
y = arctan (\/E + c) + km

con k € Z. Claramente existen infinitas curvas que cumplen la ecuacion diferencial
tanto por efecto de ¢ como por efecto de km. Reemplazando en la primera ecuaciéon
con la condicion inicial: -

tanZ:2+ch:—1

Es decir,

y = arctan (vz — 1) + kr

con k € Z.

(b) Basta notar que la ecuacion diferencial es en efecto separable:

dz
v=z—-2" — — =1 —2°
dt

Luego,
dx

T — 22

/%:t‘FC

Aplicando el método de fracciones parciales:

=dt

Integrando a ambos lados:

1 a b
z(l—x) £E+1—£L' a{l —z)+be

Haciendo x = 1 obtenemos que b = 1 y haciendo x = 0 obtenemos que a = 1.

Luego,

dx dx

—+ =t+c—njz|—In[l—z|=t+c
x 11—

Es decir,

Xz

In = elte = fet

—t—l—c—>‘

11—z 1—=x




con k = e°. Luego, abriendo el moédulo:

] S +ke! — x = tke! F zket —>:1c(11—k:et) = +¢f
—x
Finalmente,
1
t)=+——
v () = e

Notando que la ecuaciéon es separable, se puede entonces multiplicar cruzado, ob-
teniendo asi que:
241 1
(32 +1)dy = = e — (3y*+1)dy = (1+—2>dx
x

12

Integrando a ambos lados de la ecuacion:

3 1
yt+y=x——-+c
Xz

Luego, esta curva implicita define la soluciéon de la ecuacion diferencial.

Nuevamente, separando:
x

d
241 .

tany dy =

Integrando,
1 2 1 2
—log|cosy| = §log (2 + 1) + ¢ —> log |cos y| = —§log (z®+1)—c

Tomando exponencial a ambos lados,

k
Nz

lcosy| =

con k = e ¢. Tomando modulo:

k
Y1 (I) = COS_l <j:\/g;2:_|_1) + 2nm

—_— ——
2 +1 i
Y2 (13) = —cos! (i\/ﬁ:H) + 2mm

con n,m € Z. Cuél de las dos soluciones se escoja, asi como el signo que debe
tomarse al interior de la funcion trigonométrica inversa dependeré de las condiciones
iniciales.

cosy =+

10




(e) 2%y =1 — 2% +y? — 2%y%. La clave de esta pregunta consiste en detectar que, si
bien no lo parece, la ecuaciéon es separable, y esto puede lograrse notando que el
lado derecho puede factorizarse:

— 2*y = (14+¢°) (1-27)

Luego,
1 j—yy2 B <532 B 1) dr
Integrando,
arctan (y) = —i —x+c

Es decir, tomando tangente a ambos lados de la ecuacion:

1
y () = —tan <+;r;—c>
x

Resuelva la ecuacion
(£ —at?) 2’ +2* +ta® =0

Solucion:

Notemos que la ecuacion puede reescribirse como:
Pl—n)d +22(1+t) =0 —t*(x—1)a" =2 (1 +1)

Es decir,
;7P (1+1)
r=
(x—1)t
Aqui se evidencia que la ecuacion es claramente separable. Procediendo como correspon-

de:
- 1 11 11
(x—1), _t+l, (_ )dx_<+ )dt

2 12 x a2 t 2

Integrando, obtenemos la relacion implicita:

1 1
In|z|+—=Int|—-+c
x t

0

[Propuesto| La siguiente figura muestra una cuenta deslizdndose hacia abajo en una cuerda
sin friccion del punto P al punto Q:

11



El problema de la braquistécrona pregunta qué forma debe tener la cuerda a fin de minimizar
el tiempo de deslizamiento para descender de P a (). Se puede demostrar mediante principios
fisicos y de calculo variacional que la curva y (x) que minimiza el tiempo debe satisfacer la

ecuacion diferencial:
dy  [2a—y

de y
donde a es una constante apropiada. Sustituyendo y = 2asen®t en la ecuacién anterior
obtenga la solucion

z(t)=a(2t —sen2t) ; y(t)=a(l—cos2t)

que corresponde a un arco de cicloide.

1.2.2. Ecuaciones diferenciales homogéneas

Un tipo de ecuacién diferencial inmediato que puede resolverse a partir de las ecuaciones diferen-
ciales separables son las ecuaciones diferenciales homogéneas, las cuales se definen como se muestra
a continuacion:

Definicién: Una funcion f(x,y) se dice homogénea si para todo a € R se cumple que
f(azx,ay) = f (x,y). Por extension, una ecuacion diferencial de primer orden

dy
a —f(x,y)

se dice homogénea si f (z,y) es una funcién homogénea.

El hecho clave que debe notarse es que una funcién homogénea puede escribirse de la forma F' (y/z).
En efecto,

flay) =F(2) = flazay = F (22) = F (2) = f (@.p)

ax

Resolucién. Se hace la sustitucion v(z) = y(z)/r — y = vx. Derivando la segunda relacion
mediante regla de la cadena:



La ecuacién se reescribe como:

xi—i#—v:F(v)—) xd—U:F(v)—v (3)

Esta ecuacion es en efecto separable, de modo que:

dv _d_x_)/ dv _/d_a;+c
Flv)—v =« Fv)—v ) =

y podemos obtener asi las soluciones particular y/o general de la ecuacion.

Encuentre la solucion general de la ecuacion

xQ;i—z =2y +3y° (z>0)

Solucién:
Reescribiendo la ecuacion diferencial se tendra que:

dy 2y+3y?
EZT:f(-’LE?J)

Observe que tanto en el numerador como en el denominador todos los términos son de
grado 3, lo cual nos hace sospechar que la ecuacién es homogénea. En efecto,

oCzy + 30y’ xy+3y°

f law,ay) = SO I gy

X

Aplicamos entonces la sustitucion v (z,y) = y/r — y = vz. Luego, derivando mediante

regla de la cadena:
dy dv .
— = —x 4
der dz

Podemos escribir f (z,y) exclusivamente en términos de v. En efecto,

2

zy+3y° Yy Ly y
flay)=—F—=_+35 :F<i)
x x x x
Es decir, F' (v) = v + 3v?. Luego,
dv dy
rT—=—"—v
der dzx
Pero de acuerdo a la definicién de la ecuacion diferencial,
dy  zy+3y?
L =7 2 _F
dx x? (v)
Es decir,
d
xd—z =F(v) —v=0v+3"—v=3

13



Reordenando términos,
dv dz 1
5 =— — ——=hlr[+ec
3v x 3v
Despejando v:
1
V= -
3(In|z| +¢)
Finalmente, como y = vz concluimos asi que:
x
y(@) = -
3(Inl|z| +¢)
0J

1.2.3. Ecuacion diferenciales lineales

Otro tipo basico de ecuaciones diferenciales de primer orden son las ecuaciones lineales, las cuales
se definen como se muestra a continuacion:

Definiciéon: La ecuacion diferencial de primer orden

dy
—=H
e (z,)
se denomina lineal si puede expresarse como:
d
= = P* (@) y+ Q(a)
O bien en su forma estandar: q
Y
L P@)y=QW) (@

con P*(z) = —P(x).

Resoluciéon. Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales multiplicamos ambos lados de la
ecuacion en su forma estdndar por un factor conocido como factor integrante, tal que la multipli-
cacion de cada miembro por este factor produce una ecuaciéon en la que cada miembro se conoce
como una derivada.

Digamos que este factor es p (x) y busquemos una expresion en términos de x, P y ) para resolver
cualquier ecuacion diferencial. Multiplicando a ambos lados por la ecuacion:

py' + pPy = pQ

Buscamos que el lado derecho pueda escribirse como una derivada, y la forma mas sencilla de
lograrlo es imponiendo que p sea tal que genere el producto de una derivada. Es decir, buscamos
que u sea tal que:

wy' + pPy = (py)’

14



Es decir,
py' + pPy = py' +p'y — p'y = pPy

Obtenemos asi la ecuacion separable

Integrando a ambos lados obtenemos que:

In |p ()] :/P(x)dx+c

Debe notarse que para cualquier valor de ¢ se satisfara la ecuacion diferencial, por lo que encon-
trando un solo factor integrante tendremos la ecuaciéon resuelta. Luego, es suficiente tomar la rama
positiva del médulo y hacer ¢ = 0, de modo que:

o) = | [ Ployad] 5)

Luego, la ecuacion diferencial se escribe como:

(ny)' = n@Q
Integrando:
p@)y @) = [ 1(e) Q) do t e

Es decir, la solucion general de la ecuacion lineal viene dada por:

y (x) = exp [— / P (x) dx] / exp [ / P (z) da:] Q(z)dz + cexp [— / P () dx] (6)

Evidentemente, no se recomienda memorizar la féormula de la solucién general, si no que la del
factor integrante y aplicarla consecuentemente.

Apliquemos esta metodologia en los siguientes ejemplos:

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales y encuentre el intervalo de solucion:

(a) ' =3y =e€” con y (0) = yo.
(b) 2 z = (t+1)* con z (0) = 0.

[\

ot 1
(¢) y+2zy =y

Solucién:
(a) En este caso el factor integrante es:
P(Z) — _3 ,UI(IIJ) _ (ii-[ 3de _ =3

Entonces,
3z, / 3z ,—3T

ey —3e" My = e

T 2T

€

15



Es decir,

Por lo tanto,

1
y(x) = —§€I +ce” ¥

Reemplazando con la condicién inicial:

1 1
y(0)=—§+c:y0—>c:y0+§

Finalmente,

1 1
o= (we2)

Procedemos de forma similar con el factor integrante:

1

t 2
£ = e Edt — g—2Ift+1]
p (1) o

Es decir, multiplicando la ecuacion diferencial por el factor integrante:

1, 2 z ]
T — r=1-— =
(t+1)° (t+1)° [(t + 1)2}

Integrando,
z 2
— = t4c— () =(t+1)(t+c

De la condicion inicial x (0) = 0:
r(0)=1*-c=0—c=0

Finalmente,

x(t)=t(t+1)°

La pregunta es: jqué tipo de ecuacion diferencial es esta? Reordenando términos,

Y
y? — 2

y+ 2z -9y =0—y =

Claramente no es ningun tipo de ecuacion que dominemos por ahora. Sin embargo
la pregunta es: ;podemos convertir esta ecuacion diferencial en una ecuacion lineal?
Notemos que:
, dy 11
PR T
dy

16




Entonces,
/ yQ — 2 / 2
T = —yr +2r =y
Y

O bien,

¥+ -r=y
Y

P (y) = 2/y deducimos que el factor integrante es:
[ (y) _ ef%dy _ e2lrl\y| _ y2

Luego,
4
e+ 2ux =y — (y2x)/ = — i = yz +c

Despejando z en funcién de y obtenemos finalmente:

4

Y c
r\Y)=—+—+—
W=7+,

Es claro que en esta ecuacion debemos despejar x en funciéon de y. Entonces, si

Considere la ecuacion y' + (cosz)y = e 5%,

(a) Encuentre la solucion y; que satisface y; (7) = 7.

(b) Muestre que toda solucion y tiene la propiedad

y (wk) —y (0) = mk

para todo entero k .

Solucién:
1 (z) = el oswde _ gsena
Multiplicando a ambos lados:
(€00y) =1 — 0%y =g+ ¢ —sy = (x+c) e %02
De la condicién inicial,
y(m)=mn+c=m1—c¢c=0

Se cumple entonces que:

—senx

y(x) = e

(a) Dado que la ecuacion es claramente lineal, utilizamos el factor integrante:

17



b) Se tiene que para una solucién cualquiera:
(b) que p q
y (7k) = (tk +c) e 5™ = 1k + ¢

Asimismo,
y(O) _ Ce—senﬂk =c

Finalmente,

y(wk) —y(0) = 7k

demostrando asi lo pedido. l

Resolver el Problema de Valor Inicial

' +y' =0 ;5 y(=2)=1; ¥y (-2)=1

Solucion:

Notamos que no aparece y explicitamente en la ecuacion diferencial, si no que su primera
y segunda derivada. Por esta razon, es conveniente realizar la sustitucion v = 4, con lo
cual se obtiene la ecuacion diferencial:

1
' +u=0—u+-u=0
T

Injz| _

Utilizando el factor integrante p (z) = el 2de — ¢ |z| se tendra que:

2| v (z) + —u(x) =0
Si z > 0 el moédulo se abre positivo y por lo tanto se obtiene la ecuacion diferencial:

zu' () +u(x) =0

De la misma forma, se obtiene exactamente la misma ecuacién diferencial si abrimos el
modulo negativo:

—zu' (z) —u(x) =0 — 2/ (x) + u(z) =0

Integrando,

[xu(x)]/:O—>xu(x):c—>u(x):§

Integrando nuevamente,

y’(x):§—>y(3:):cln\:c|+d
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Dey (-2)=1= —g — ¢ = —2. Es decir,

y(x)=—2In|z|+d
De y (—2) = 1, obtenemos que:
y(—2)=-2In(2)+d=1—d=1+2In(2)

Es decir, la soluciéon al PVI es:

y(z)=—2In|z[+1+2In(2)
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1.2.4. Ecuacion diferencial de Bernoulli

Revisaremos ahora las ecuaciones de Bernoulli, las cuales son un tipo particular de ecuaciones
lineales en que se complica la resolucion debido a la aparicién de una potencia de y" (z) como
sumando.

Definicion: Una ecuacion de Bernoulli es una ecuaciéon lineal de la forma:

L P@y() = Q@ @) @

Resolucion. El objetivo es convertir esta ecuacion en una ecuacion lineal de primer orden. Esto

se logra mediante la sustitucion |v (z) = y* =™ ()|, de modo que:

dv _n% dy  y" dv

— — (1= - - et
dx (1=n)y dx—>dx 1—ndx
Reordenando la ecuaciéon 1.6: 14
Y 1—-n
— Plz) =
Sy P) = Q)
Es decir,
1 y* dv
il 4 uP(x) =
T+ vP@) = Q)
Finalmente, la ecuacion diferencial queda reescrita como:
dv
o tA-nP@v()=010-n)Q() (8)

Esta ecuacion es lineal de primer orden y puede resolverse mediante el factor integrante ya estudiado
en la secciéon anterior.

cos ()

Resuelva la ecuacion xy?y’ + y° =

Solucioén:

, x> 0.

Dado que aparece y> en uno de los sumandos, intuimos que esta es una ecuaciéon de
Bernoulli. Dejamos la ecuacion de la forma,

dl/ n
— 4+ Px)y=Q (x)y

dx

Se tiene que:

, y cos(x) ,
y 4+ L =20 +2 =
YT x2y? ’ x 2 7
Es decir,
1 cos ()
P(z)=— Q(r) = —
@W=1 v Q="
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Luego, n = —2 y por lo tanto se toma v = y>. De acuerdo a lo ya estudiado, la ecuacién

queda de la forma:
dv N 3 4C08 (x)
N -y =
de =z x?

Calculamos el factor integrante:
/JJ('I) _ ef%dm — 3z _ 3
Entonces, multiplicando por este factor a la ecuacion lineal:

d
x?’d—; + 32%v (x) = 3z cos ()

Reconociendo la derivada del producto al lado izquierdo:
L) =3 v =3 d
a(w v) =3z cos (z) — z’v = zcos (z)dr + ¢

Esta integral puede calcularse por partes derivando x e integrando coseno, obteniendo
asi que:

v =3 (xsenx—/senxdx) +c=3(rsenz +cosx) + ¢

Despejando v:

¢
v(z) = = (rsenx + cosx) + o

Es decir,

S S/3(rsenx + cosz) + ¢
y3(x):—3(xsenx+cosx)+%_> y(x):\/ ( + )+
x ” ;

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial de Bernoulli:

Y () + 6y () = 30y°° (x)

Solucion:

Reconocemos P (z) = 6, Q (r) = 30 y n = 2/3. Entonces, hacemos v = y'~2/3 = ¢!/3,
De esta forma, la ecuacion se reescribe como:

dv 1 1 dv
— 4+ -6v=2-30 — — +2v =10
da " 37° 73 dx e
Esta es una ecuacion lineal para la cual utilizamos el factor integrante () = e/ 24 =
e?* . Entonces,
¥’ + 2% = 10e*” — (e*v) = 106
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Luego,

2

g 2z =4 —2z
e*v =5e* +c— |v(r) =5+ ce ™

Ahora bien, v = y'/3, elevando al cubo obtenemos finalmente:

y(z)=(5+ (18—2;I;>£3

1.2.5. Ecuaciones diferenciales exactas

En cursos de calculo vectorial estaremos interesados en determinar funciones escalares f (x,y) tales
que:

L) = M)
Fww = Naw

En particular, el vector F = (M, N) representa un campo vectorial, es decir, una funcion R* — R2,
Por motivaciones fisicas, en particular de mecanica clasica y electromagnetismo, dado un campo F
es de interés buscar curvas J(t) que sean ortogonales a estos campos vectoriales. En otras palabras,
buscamos una curva g (t) = (z (t),y (t)) tal que:

dx d
F @ () =0— M(r,y) = + N (w,y) L =

g 0 — | M (z,y)dz+ N (z,y)dy =0

La familia de ecuaciones M (z,y)dx + N (z,y)dy = 0 es la que estudiaremos en esta seccion.
Mediante conocimientos adicionales de un curso de calculo vectorial, puede demostrarse que la
curva ¢ (t) que satisface la ecuacion diferencial anterior es la curva f (z,y) = ¢ con ¢ una constante
arbitraria. Es decir, en otras palabras, la curva que lo satisface es cualquier curva de nivel de f.

En otras palabras, jel problema se reduce a determinar f que satisfaga las condiciones anteriores!
Sin embargo, no siempre es posible determinar estas funciones f, pues no siempre existen. Indis-
tintamente de ello, no todo es negativo, pues en el mismo curso puede determinarse una condiciéon
necesaria para poder determinar estas funciones, y es que:

oM ON
R3 - —
V(z,y) € " oy (z,y) = O

Esto motiva la siguiente definicion:
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Revisemos a continuaciéon un ejemplo de ecuaciéon exacta y su método de resolucion:

Demuestre que la ecuacion diferencial

ry +1
Y

20—

dz +
Y2

dy =0

es exacta y resuélvala.

Solucion:

En efecto, digamos:

ry +1 oM xy—axy—1 1
M(.I,y) = y — ay = y2 yz

De la misma forma,

2y — ON  —y? 1

N (z,y) = —_—— == ——
oM  ON . .
Como 0 entonces la ecuacion es exacta. Integramos para resolver la ecuacion:
Yy x
0 xy + 1 1 1 x>
or _ =r+-— f(:c,y):/x+—dx:—+—+h(y)
Ox y y y 2y

En otras palabras, se integréo asumiendo que y es una constante y x la variable de
integracion. Derivando, la funcién f obtenida:

af x

—%%w=—g+ww>
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Es decir,

20 —x
y2

2
— —% + h/ (U) e h/ (U) = — —3h (l/) —91n (U) +ec
y y

De esta forma,
2

X x
F@WF>§+§+NMM+C

Y por lo tanto, la solucion general a esta ecuacion es:

"B2+'f”)+21()+ d
— 4+ - n(: c=
2 Y y

con ¢y d constantes arbitrarias. En otras palabras, la soluciéon es:

22
i+£+21n(y) =C
2y

con C =d—c.

O

La pregunta es, sin embargo: ;qué podemos hacer con este tipo de ecuaciones cuando no
son exactas? Podemos multiplicarlas por una funcion pu (z,y) conocida como factor integrante,
que la hace exacta. Por lo general, en la tipologia estandar de estos problemas suele sugerirse la
estructura que tiene el factor integrante: polinomial, exponencial, etc.

Revisemos a continuacion ejemplos de ecuaciones no exactas y como estas pueden ser resueltas
mediante la aplicaciéon de un factor integrante:

Dada la ecuacion diferencial (3zy® + 4y) dx + (32%y* + 2z) dy = 0.

(a) Demuestre que no es exacta pero que admite un factor integrante de la forma pu (z) y
encuéntrelo.

(b) Encuentre la solucion general de la ecuacion.

Solucion:

(a) Calculemos las derivadas parciales cruzadas:

) oM
M (z,y) = 3zy® + 4y — i 9zy? + 4
'Y

Asimismo:

. ON ‘
N (x,y) = 32%y* + 22 — s = 62y + 2
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Ahora bien, buscamos p = p (x) tal que la ecuacion
(@) M (z,y)dz + p(z) N (z,y)dy =0

si sea exacta. Debe ocurrir entonces que:

0 0
5o @) M (@) de = o) N (z.)
Es decir,
oM 8N+,N_>//_1 oM  ON
a oy " ox a v N\ Oy ox

Reemplazando con los valores,

po 9ry? +4—6ay* -2 3wy +2 1

i 3x2y? + 2x 3x2y?+2x o«

Integrando,
In|p (2)] = Infz] + ¢

Dado que nos basta encontrar un solo factor integrante, hacemos ¢ = 0 y tomamos
ambos modulos positivos, obteniendo asi que:

p(z)=x

La ecuacién no exacta anterior se convierte en la ecuacion exacta:
(3x2y3 + 4xy) dx + (3x3y2 + 2x2) dy =0

obtenida multiplicando la ecuacion original por el factor integrante obtenido. Para
hallar la solucion de la ecuacion diferencial debemos hallar una funcion f (z,y) tal
que:

0

—f 322y + dxy
ox

0

—f = 323y? + 222
dy

Integrando la primera igualdad con respecto a x obtenemos que:

fla,y) =2y + 225y + ¢ (y)
Derivando esta ecuacion con respecto a y podemos determinar el valor de ¢ (y):

af

EV 32%y? 4+ 227 + ¢ (y) = 32°y* + 227 — ¢ (y) =0
y
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Es decir,
p(y) =c

La solucién general de la ecuacion es entonces:

By 4+ 2%y —c=d — |22y + 2%y = C

0

Muestre que la ecuacion (2y — 6z) dz + (3z — 4z%y~') dy = 0 no es exacta y encuentre un
factor integrante de la forma p (z,y) = 2™y™. Luego use tal factor integrante para resolver
la ecuacion.

Solucioén:

Procedemos de forma analoga al problema anterior:

oM
ON
N (2,y) =3z — 4%y — _3-8"
ox
oM , ON .
Luego, claramente " or y por lo tanto la ecuacién no es exacta.
Yy x

Ahora bien, buscamos p tal que
pMdx + pNdy =0

genere una ecuacion exacta. Debe cumplirse la condiciéon necesaria de las derivadas
parciales cruzadas, razon por la cual:

0

0
= M der = —
p(z,y) M (z,y)dr 5

o5 (@, y) N (z,y) — pyM + pMy = po N + pN,

m

pero p(z,y) = 2™y" — p, = mx™ y" y p, = nz™y" "' Es decir, debe cumplirse que:
na™y" M + 2™y" M, = ma™ 'y" N + 2™y" N,
Multiplicando tanto el numerador como el denominador por 1/z™ !y~ obtenemos:
nxM + xyM, = myN + xyN,
Reemplazando con M, N y sus derivadas parciales:
na (2y — 6z) + 2zy = my (3z — 42’y ") + zy (3 — 8ay ')

Expandiendo términos:

2nxy — 6na’ + 2vy = 3may — 4ma? + 3xy — Sa?
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Reordenando:
(2n + 2) 2y — 6n2® = (3m + 3) 2y — (4m + 8) 2

De aqui se deduce que:

2(n+1) = 3(m+1)
4(m+2) = 6n

Despejando este sistema obtenemos que m = 1 y n = 2, de modo que el factor inte-

grante es | 4 (x,7y) = zy*|. Multiplicando la ecuacién no exacta por este factor integrante

obtenemos la ecuacién exacta:
(2$y3 — 6902y2) dx + (3:102y2 — 4:103y) dy =0

Buscamos f (z,y) tal que:

g = 2:1:y3 — 6x2y2
ox
g = 3x%y? — 423y
dy

Integrando la primera ecuaciéon con respecto a x:

f(zy) = 2%y — 22%9% + ¢ (y)
Derivando con respecto a y:

B
55 = 32%y* — 4’y + ¢ (y) = 3a%y* — da’y
Es decir,

YY) =0—9y =c

Finalmente, la soluciéon a esta ecuacion exacta es:

32%y* — dady = C

La ecuacion:
2
(xy—l—l—l——i) do + 2?dy =0
el‘

es exacta cuando se multiplica por un factor integrante de la forma e**¥, con a € R. Determine
a y resuelva la ecuacion ocupando el factor integrante.

Solucion:

La ecuacién exacta modificada seria:

[:L‘ye‘“'y + e* 4 2xe(“*1)wy} do + 2%e“¥dy = 0
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Se tiene que:
M (z,y) = xye™®™ + ¥ + 2zel@— Dy

oM
— 07 = re™Y | al,deazy + axe™V £ 9 ((,Y - 1) fEQG(a_l)xy
7Y
ON
N (z,y) = 2°e*™ — e 2xe™™ + ax’ye™™?
X

Es decir, debe cumplirse que:
e 4+ ax’ye™™ + axe®™ + 2 (—1) el — 9pe0ry | axye™
Reordenando términos:
(v — 1) ze®™ + 2 (o — 1) 2@ D2 =

Ambos términos deben ser anulados mediante los coeficientes y esto se logra con a = 1.
Por lo tanto, ¥ es el factor integrante que debe utilizarse. Obtenemos asi la ecuaciéon
diferencial exacta:

(zye™ + e 4 22) dr + 2?e™dy = 0

Buscamos f (z,y) tal que:

0

—f = aye™ + e + 21
ox

0

l — 2%y

dy

Resulta mucho mas sencillo en este caso integrar la segunda funcién con respecto a ,
obteniendo ast:

0
f(z,y) =ze™ + p(x) — 8f =™ + zye™ + ¢ (x) = zy™ + ™ + 2z
X

Es decir,
O (r) =20 — () =2 +c

Finalmente, f (x,y) = ze®™ + 22 + ¢ y por lo tanto la solucién a la ecuacién diferencial
es:

’:L'emy—l—:L'Q:C"

1.2.6. Uso de sustituciones

Las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden no es posible resolverlas mediante las técni-
cas de integracion utilizadas en secciones anteriores. Sin embargo, mediante el uso de sustituciones
adecuadas estas pueden ser reducidas a ecuaciones diferenciales que si pueden ser resueltas me-
diante los métodos conocidos.
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Usando la sustituciéon u = ye®” encuentre la solucion de

ydr + (1 4+ ye®)dy =0

Solucion:

Equivalentemente,
y+(1+ye)y =0

De la ecuacién de la sustitucion:

y=¢e "u— vy =—e " u+e "

Reemplazando,
e"u+ (1+u) (e —e*u) =0

O bien multiplicando por e”:
u+(14+u) (v —u)=0—ut+(1+u)v —u—u*=0

Reordenando términos:

1

(1+u>du:dx—> <+1> du = dx

u2

1 = —
(I+uwu =u 2t

Integrando,
1
——+Injul=z+c¢
u

Volviendo a la variable original obtenemos finalmente la relacion implicita:

1
—— 4 Inlye”| =z +c¢
yer

Resuelva zyy’ + y? = sen (), con y (g) = 1 haciendo y? = u.

Solucion:

A partir de la sustitucién observamos que al derivar con respecto a x:
2y =

La ecuacién se reescribe entonces como:

u’ , 2 sen x
x§+u:sen(x) —r U+ —u =
x

X

Esta ecuacion es lineal de primer orden, razéon por la cual utilizamos el factor integrante:

M(f) _ ef 2dz _ p2Mnlel _ |I’2 — 22

29



Multiplicando la ecuaciéon por este factor:
!/
22 + 2zu = rsenx — (mzu) =xsenw

Integrando a ambos lados:

2u = /xsenxdx+c

Esta integral la resolvemos mediante integracion por partes:

U=2x — du = dx
dv=senxzder — v=—coszx
Es decir,
:172u:xcostr/cosxderc:xcosx+senx+c
Por lo tanto,
c+senxr —xrcosx 9 c+senr —xrcosx
U(.’L‘)— 72 ) (I)_ 72

Finalmente, la soluciéon general viene dada por:

c+senxr — xrcosx
y(x) Zi\/ p

T " )
Como y (5) = 1, entonces tomamos la rama positiva de la raiz y:

Calcule la solucion del problema no lineal

eV

, 1
vy + - =—5
x x
con condiciéon inicial y (2) = vIn2. Determine su intervalo maximo de definicion. Ayuda:
Trate con una sustitucion adecuada.

Solucioén:

Observe que uno de los términos complicados que aparece en la ecuacion diferencial
2 . . . . .
es e ¥, el cual genera una alta no linealidad en la ecuacion diferencial. Por lo tanto,
. . ., . . ., 2
podemos probar simplificando la ecuacion mediante la sustitucion v = e™¥ . Luego,
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derivando la sustitucion con respecto a x:

() = ~2e Y (1) = ~2u()y' () — — o =y
u
Reemplazando en la ecuacion:
o 1w
2u oz a2
Multiplicando por —2u:
)2 2 9
u'——u=——u
x x
obtenemos asf una ecuacion de Bernoulli con P(z) = —2/z, Q(z) = —2/2* y n = 2.

1-2 _

Bajo la sustitucion v = u 1! obtenemos la ecuacion diferencial lineal:

j_z+(1—n)P(x)v(w)=(1—")Q(f’5)—wur%v:%

Usamos el factor integrante p (x) = el 24 = 22, de modo que:
o2 4+ 200 =2 — (xQU),:2—>:c2v:2x+c

Por lo tanto,

2 c 1
v(x)z;+ﬁ—>u(x)—2 -
x  x?
Volviendo a la variable y:
1 2
e V@) = eV =2y % —y*(z) =In (— %)
r r

Finalmente, la soluciéon general viene dada por:

y(x) = +4/In (2+ ﬁ)

[

Haciendo y (2) = 4/In (2) deducimos que debe tomarse la rama positiva como solucion
de la ecuacion diferencial y que:

y(2) = ln<1+§l>Z\/ln(Q)—>1+2:2—>c:4

Es decir, la soluciéon particular de la ecuacion es:

y(#) = [In (§+§)

Esta solucion esté definida para x tales que se satisface simultidneamente:




Luego, para encontrar el intervalo maximal basta con resolver la segunda inecuacion:

4 2 x? —2r —4
—+—-—1>0— —
T

> <0

2

La parabola 2% — 22 — 4 tiene por raices:

24 A+ 16
r:2+ =1+5

Como esta se abre hacia arriba y 22 > 0 para todo x, entonces la solucion de la inecuacion
es:

ze|1-v51+V5/\{0} —|Dom {y(z)} = |1 —5,1+ 5]\ {0}

Debe notarse que descartamos x = 0 pues en este punto tanto la funcién como la
inecuacion se indeterminan.

O

[Propuesto| Recuerde que la curvatura x de una curva y = y(x) en el punto (z,y) esta
dada por:
s W)

[1+y (2)7]
y que la curvatura de una circunferencia de radio r es kK = 1/r. Sustituya p = 3’ para obtener
una soluciéon general de la ecuacion de segundo orden

= [+ 0]

K 3/2

3/2

con r constante de la forma
(z—a)’+(y—b)? =1’

Asi, una circunferencia de radio r es la tnica curva en el plano con curvatura constante 1/7.

1.2.7. Ecuaciones de repaso

Si bien es fundamental adquirir los conocimientos necesarios para resolver cada tipo relevante
de ecuacion de primer orden, tal como se hizo en apartados anteriores, también es importante
desarrollar la capacidad de resolver una ecuacion diferencial de este orden desconociendo a priori
qué tipo de ecuacion es.

Por esta razoén se propone revisar los siguientes problemas, donde se sugiere la resolucion de ecua-
ciones diferenciales de primer orden sin especificar su tipo, agregando asi una dificultad adicional.
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La sugerencia evidente entonces es saber reconocer la estructura y caracteristica de cada uno de
los tipos de ecuaciones estudiados.

Resuelva explicitamente las siguientes ecuaciones diferenciales y determine en cada caso el
intervalo maximo de definiciéon de la solucion:

) yy' = —x,y(4) =3.
) ¥ + (tanz) y = cos® z, y (0) = —1.
) 2*y =4a? + Tey+2y* cony (1) = —2ey(l) =4.
z? 4 1
[
V=
) ay +y =y’

cx>1y(l) =1

Solucioén:

(a) Si bien la ecuacion es claramente homogénea, resulta mucho maés sencillo resolverla
utilizando separacion. En efecto,

y? a? 2 2
ydyz—mdx%;zc—;—)y =2c—u

Despejando y obtenemos que y (z) = £v/2¢ — 22 y de la condicion inicial y (4) =
3 deducimos que debemos quedarnos exclusivamente con la rama positiva de la

solucion. Asimismo,
V2c—16=3 — 2c =25

por lo que finalmente la solucion del PVI es |y (x) = V25 — 22| cuyo intervalo mé-

ximo de definicion es claramente |z € [—5, 5] |.

(b) Podemos observar que esta ecuacion es lineal de primer orden. Utilizamos entonces
el factor integrante:

COS T

f(z) = exp (/ tanﬁd%) = exp (—log[cos z[) =

donde obviamos el médulo ya que estamos evaluando la ecuacion diferencial en el
entorno de x = 0, donde coseno es positivo. Multiplicando por el factor integrante
obtenemos que:

/
[ Y ] = cosz — y () =sen (z) + ¢

cos () cos ()
Entonces,
y (z) = sen () cos (x) + ccos (x)
De la condicion inicial y (0) = —1 reemplazamos y obtenemos que:

y(0)=[c=~1
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Con esto concluimos que:
y (z) = sen () cos () — cos (z)

y la ecuacion queda definida para todo R.

Despejando y:

, Ax? 4 Txy + 2y?
Yy = 5
x
El grado del numerador es el mismo grado que el denominador, por lo cual la
ecuacion es homogénea. La dejamos en la forma F (y/x) dividiendo por z? tanto el
numerador como el denominador:

2
y =447 42(2)
T T

Entonces, F (v) = 4 + Tv + 2v?. Hacemos la sustitucion v = y/x y obtenemos asi
la ecuacion diferencial:

o' +o=4+Tv+20" — ' =2(2+3v+0%) =2(v+1) (v+2)

Por inspeccion reconocemos de inmediato las soluciones especiales como aquellas
en las cuales el lado derecho se anula. Estas son:

v=—1—y=—x
V=2 —y=—-2z
Excluyendo estas soluciones, la ecuacion se hace separable, obteniendo asi que:

dv —gd$
(v+1)(v+2) =z

Integrando a ambos lados, en particular aplicando fracciones parciales al lado iz-

quierdo:
d d
a/ ! +b/ ! =2In|z|+¢
v+1 v+ 2

aln|v+ 1| +blnjv+2| =2Inz| + ¢

Entonces,

donde a y b son tales que:

a(v+2)+bv+1)=1

Haciendo v = —1 obtenemos que a = 1 y haciendo v = —2 obtenemos que b = —1.
Luego,
1
In v ’ =2In|z|+¢
v+ 2
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Sacando los logaritmos:
v+1

v+ 2

= +e2? = ka?

con k = +e® ®. Luego,

v+1:kx2v+2kx2—>v(1—kx2):Qkx2—1

Es decir,
(2) 2kx? —1
v(r) = ———
1 — ka?
Como y = vx entonces:
2ka? — 1
y(x)=—z| ; |y(z) | 5 |y (x) T
Ahora evaluamos cada una de las condiciones iniciales:
» Siy(1l) = —2es claro que la primera solucién no puede satisfacerla. Asimismo,

para la tercera solucion:

2k 1

y() =T =-2—2%k-1=2k2

genera una ecuacion incosistente. Por lo tanto, para esta condicion inicial la

tnica solucion posible es |y (x) = —2z | La solucién queda definida para todo
R.

= Siy(1) = 4, por restriccion de signos ninguna de las primeras dos soluciones
puede satisfacerla. En cambio, la tercera solucion:

2k — 1 5
1) = =4 —2%k—-1=4—-4k — |k = —
y() =3 5
Es decir,
() 1022 — 6 5x3 — 3x
x)=x =
4 6 — 512 6 — 512

La solucion queda definida para todo x € (—\/g : \/§> .

(d) Nuevamente, nos enfrentamos a una ecuacion homogénea pues el grado del de-
nominador es igual al del numerador. Dejamos la expresion de la forma F (y/x)
multiplicando arriba y abajo por 1/x?:

Y
Ly (2
x2+y2: T
ry

B 1+ v?

) — F(v) .

SHESS
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Hacemos ahora la sustitucion v = y/x, con lo cual obtenemos la ecuacion diferencial:

, 1+0? 1402 —0? , 1
= —V = TV = —
v v v

v

Esta ecuacion es claramente separable:
1 2
vdv = —der — v =In|z|+¢
x

Es decir,
v==EyIn|z|+c—y(z)=Fzy/In|z|+c
Como = > 1, entonces || = x y de la condicion inicial y (1) = 1:

y(1)=+/e=1

Estamos obligados entonces a quedarnos en este caso con la rama positiva y se
obtiene que ¢ = 1. Finalmente,

y(z) =avVInz+1

(e) Bajo el mismo andlisis de la parte anterior, deducimos que esta ecuacién no es
homogénea, separable ni lineal. Sin embargo, reescribiéndola:

1 ‘
y+ -y =1y’
T

obtenemos una ecuacion de Bernoulli, donde P (z) = <, Q(x) = 2® y n = 3.

Hacemos u = y'™2 = y=2 y obtenemos asi la ecuacién diferencial:

Para esta ecuacion lineal utilizamos el factor integrante:

dx 1
p(x) = exp { / . 1 exp (—21Inx) o
obteniendo asi la ecuacion diferencial:
1, 2 v\’
v =2 () =

Integrando,

Es decir,
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?QObserve la utilidad de esto: guardamos el hecho de que los signos pueden ser positivos o negativos
en la constante de la condicién inicial, y luego cuando la despejemos decidiremos el signo.

Encuentre la solucion general de las siguientes ecuaciones:

3
dr ¢’ + xsen (1) (d) (1_:32)@:2?;.

RO TS s

(b) (l’?t—i—t?x)i_f = 3 443, (e) xy’:y_|_ \ ’$2+y2.

(c) 2/ + bz = tas. (f) 2y + % _ :U2y_1.
Solucién:

(a) La ecuacion diferencial puede reescribirse como:

(cost — 2z)dz = (¢* + wsent) dt — (t* + asent) dt — (cost — 2z)dz =0

-~ ~\~

M (t,z) N(t,x)
Se tiene que:
oM , ) ;
—— =sent ; —— =sen
ox ot
Luego, como M, = N, la ecuacion es exacta y existe f (t,z) tal que:
af .
— = t34 xsent
ot
of
— = 2z —cost
ox

Integrando la primera ecuacion:
t4
ft,x) = 1~ zcost + ¢ ()

Derivando con respecto a x:

af

= —cost + ¢’ (z) = 2z — cost — ' (x) = 2x

ox

Integrando:
o(e) =2 +c

Haciendo arbitrariamente ¢ = 0 deducimos finalmente que:

t* 5
f(t,x)zz—mcost+a:2—> Z—xcostJra:Q:C
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(b)

La ecuacion se puede reescribir como:

dx 3413

At 2%t + ta?

Como el numerador de la ecuacion es igual al denominador de la fracciéon, entonces
la ecuacion es homogénea. La reescribimos de la forma x/t:

23
34 43 — +1 3
o+t 13 v’ +1
= — F(v) =
2+t 22 7 ©) =
$2
t
Haciendo v = z/t y la ecuacion se reescribe como:
dv dv v +1 v3+ 1 —vd =02
t—=F@v)—v—t—=—5——-v=
dt () dt 24w v(l+wv)

Es decir,
dv 1—v? 1+v)(1—-v) 1-w

t— = =
dt v (1+v) v v
Esta ecuacion es claramente separable, por lo cual hacemos:

v dt v—1 1 dt
dv=— — + dv=—
1—w t l—v 1—w t

Integrando a ambos lados:
—In|l—v|—v=Inlt|+¢

Reemplazando con la variable original obtenemos la curva implicita:

—ln‘l—%‘—%zlnm%—c

Dado que aparece un término con z* al lado derecho y una ecuacion lineal al lado
izquierdo, reconocemos una ecuaciéon de Bernoulli, donde P(t) = 5, Q(t) =ty
n = 3. Por lo tanto, hacemos la sustitucion v = y'™3 = y~2 y obtenemos asi la
ecuacion lineal:

dv dv

T +(1=n)Pt)v(t)=(1—-n)Q(t) — i 10v = =2t
Utilizamos el factor integrante p (t) = e~/ 104 = ¢=1% Tuego, obtenemos la ecua-
cion integrable
(e’lOtv)/ = 2t — e Wy(t) = —t* + ¢
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Es decir,

Finalmente,

1

1
i ce’ — 20 sy (1) = &

v/ celot _ 20,—10t

Observamos que la ecuaciéon es separable, obteniendo asi:

dy 2 dz = ’
y 1—-227 (1—2)(1+2)

Integrando la ecuacion a ambos lados:

dx dz
| =2 2
n |y| a/1_x+ b/1+$+c

donde, aplicando el método de las fracciones parciales, a y b son tales que:

a(l+z)+b(l—2)=1

Haciendo x = 1 obtenemos que a = 1/2 y haciendo x = —1 obtenemos que b = 1/2.
Es decir,
1
ln\y|:—ln|1—x|+ln|1—|—x|+c—>1n]y|:1111+$ c

Tomando exponencial a ambos lados y eliminando el médulo:

1+ 1+ =z
y(x) el—x l1—=x

donde k£ = +e°.

Observe que /22 4 y? se comporta aprorimadamente como un polinomio de grado
2/2 = 1. Por lo tanto, dividiendo:

NENCET

y'(z) z,9)

obtenemos una ecuacién homogénea. En efecto,

ay+ayi+y? y+ ey

[0 %4 T

flox.ay) = = [(z,y)
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Ahora bien, identificamos nuestra funcion F'(y/z) dividiendo tanto el numerador
como el denominador por x:

2 2 2
F<y>:y+— VERY Y il SRy = e+ VId R
xXr A xXr xXr

Hacemos la sustitucion v = y/z y obtenemos asi la ecuacion diferencial

d
U—F(v)—v—>3:v’:v—|—\/1—+—112—v:\/1+1)2

TrT— =
dx
que es claramente separable. En efecto,

dv _d_x_)/ dv
Vit it o

Para calcular la integral, hacemos v = senht — dv = cosh t dt, de modo que:

dv
— = [ dt=t=senh 'v
/v1+v2 /

=In|z|+¢c

Es decir,

eln |z|4+c _ e~ In |z|—c

senh ™' v = In |z| + ¢ — v = senh (In|z| +¢) = 5

Por lo tanto,

(f) La estructura de la ecuacion es claramente Bernoulli. Reordenandola:

2
/ i_fﬁ_,l
Vo, =3V

con P(x) =1/2z, Q(z) = */2 y n = —1. Hacemos la sustitucion v = y!==1 = 3?2

y obtenemos asi la ecuaciéon diferencial lineal:
dv

@—l—(l—n)P(a:)v(:):):(1—n)Q($)—>v/+§1}=$2
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: : T 4o
Usamos el factor integrante e/ = 9% = z:

, 5 x c

(xv) = 2° — av(x) = 4 te— v(z) = —+ —

x

Es decir,

1.3. Problemas de modelamiento matematico
1.3.1. Ley de enfriamiento de Newton

De acuerdo a la ley de enfriamiento de Newton, la tasa de cambio de la temperatura con respecto
al tiempo es proporcional a la diferencia entre el ambiente y la temperatura del ambiente. En otras

palabras,
dr

at
Si T > A (la temperatura del cuerpo es mayor que la temperatura ambiente), entonces la tempe-
ratura disminuira y el cuerpo de enfriara. De la misma forma, si T" < A el cuerpo se calentara.

k(A—T) (11)

Cabe notar que esta ecuacion es separable, por lo cual su resolucion es sencilla y la estudiaremos
en los siguientes problemas de modelamiento.

Un objeto con temperatura desconocida es llevado a una habitaciéon la cual se mantiene a
temperatura constante de 30° F. Diez minutos después la temperatura del objeto es de 0°
F y veinte minutos después (del instante inicial) la temperatura del objeto llega a 15° F.
Asumiendo a la ley de enfriamiento/calentamiento de Newton, determine la temperatura
inicial del objeto.

Solucioén:

Sea T (t) la temperatura del objeto en el instante ¢ (en minutos). El objeto se ca-
lienta/enfria de acuerdo a la ley de Newton, de modo que el modelo que gobierna la
temperatura esta dado por el PVI

dr
— =kA-T)=k(A-T)

con T (0) = Ty por determinar. La ecuacion es separable, de modo que:

dT
m:k‘dtﬁ—ln\fl—ﬂ:kt—i—c
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Es decir,
A-T=¢e™ —T{t)=A—¢e ™

con ¢ = e “. Entonces,
TO0)=Tgy=A—¢—9¢=A-Ty —T(t)=A—(A-Tye™

De acuerdo a la informacion del enunciado se tiene que A = 30, 7' (10) = 0y 7' (20) = 15.
Es decir,

0 = 30— (30 —Tp)e '
15 = 30— (30 —Tp,) e 2%

De la primera ecuacion,
30 — Ty = 30e'%

De la segunda,
30 — Tp = 15¢*™*

Dividiendo ambas ecuaciones,

1 1
l=-e% —2=¢% —k=_—In2
2 10

Reemplazando en la primera ecuacion,
To =30 —30e™?=30—-30-2=—-30°F

Es decir, la temperatura inicial del objeto es —30° F.

0

Un cadéver fue hallado dentro de un cuarto que estaba a temperatura constante de 70° F.
Al momento del descubrimiento la temperatura del cadaver era de 85° F y una hora después,
una segunda medicién mostroé que la temperatura del cadaver era de 80° F. Suponiendo que
en el momento de la muerte el cuerpo estaba a 982 F, determine cuintas horas pasaron
antes de que el cadaver fuera encontrado. Asuma que la temperatura del cadaver cambia con
rapidez proporcional a la diferencia entre ella y la temperatura del cuarto.

Solucioén:

Nuevamente, asumimos la ley de enfriamiento de Newton. Sea T la temperatura del
cadaver en el instante ¢ (en minutos). Entonces,

dr

—=k(A-T
dt ( )

Del problema anterior ya sabemos que:

Tt)=A—(A-Ty)e™
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Interpretemos ahora los datos del problema. En efecto, sabemos que A = 70, T'(0) = 85,
T (60) =80y T (tq) = 98 con t4 el instante de descubrimiento (por determinar). Luego,

85 =170 — (70 — To) — Ty = 85
Por lo tanto, la solucién a la ecuacion diferencial es:
T (t) =70+ 15e~*

Interpretando la tercera ecuacion:

, 2 oh 1 3
T (60) = 80 = 70 + 15¢ " — S e O k= o In <>

Finalmente, t; es tal que:

; 3 15 60 x 15
; )fd— ! ~ 79,27

98 = 70 + 15¢~ a0 n(3)ta (2 15 , o 060x15
+ 15¢e ¢o — —1In 5 — | tg 28111(3/2)

Es decir, el cadaver es descubierto aproximadamente 79.27 minutos después del instante
de muerte.

1.3.2. Modelamiento de poblaciones y ecuacién logistica

Se desea modelar y estudiar el comportamiento y evoluciéon de una poblacion de individuos de una
especie en el tiempo dada la ocurrencia de cierta fenémeno. Lo primero que debe realizarse es la
determinaciéon de un modelo matematico que describa tales sucesos.

Supongamos que la poblacién cambia solo por la ocurrencia de nacimientos y muertes (descartando
asi inmigraciéon y emigracion de individuos). Suele tratarse el crecimiento o disminuciéon de una
poblaciéon en términos de funciones de tasas de natalidad y mortalidad:

= () es el nimero de nacimientos por unidad de poblaciéon por unidad de tiempo en el tiempo
t.

= §(t) es el nimero de muertes por unidad de poblacién por unidad de tiempo en el tiempo t.

Entonces, el nimero de nacimientos y muertes registrado en el intervalo [t,t + At] es:

nacimientos = f(t) P(t)At
muertes = 0§ (t) P (t) At

Por lo tanto, la variacion de poblacion AP en el instante At es:

AP =[8(t) =0 )] P(t) At
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Haciendo At — 0 para eliminar el error de aproximacién obtenemos la ecuacion de poblacion
general.

dpP

=B -3 (1) P (1) (12)
La ecuacion logistica. En muchas situaciones se ha observado que la tasa de nacimientos decrece
en la medida que la poblacién se incrementa. A modo de ejemplo, esto sucede cuando los recursos
del medio son limitados. Supongamos entonces que [ (t) en el caso mas sencillo es una funcion
lineal de la poblacion en el instante ¢, i.e. 5 (t) = fo— 1 P (t) y que la tasa de mortalidad permanece
constante como ¢ (t) = dy. Luego,

dpP dpP

E:(ﬁo—ﬁlp—ao)P—}E:kP(M_P) (13)

1 Bo — do
donde k= — vy M =
B " By

Si k' y M son positivos, entonces esta ecuacion se conoce como ecuacion logistica.

. Asumimos una poblacién inicial P (0) = F.

Resoluciéon de la ecuacion logistica. Observamos que esta ecuacion es separable. En efecto,

dpP

—  —dt
P(M—P)

Aplicando el método de las fracciones parciales:

1 11 1 1

PM—P) MP MM—P

Luego, integrando,
P

M—-P

In

Luego,
P

M—P

— ¢€Mkt
donde ¢ = +e™¢. Despejando P:
P (1+ ¢e™) = MpeM™

Es decir,
M¢6Mkt
() = T m
1+ ¢e

Haciendo P (0) = P, obtenemos que:

Mo jo
0= 15 =R — (- P)6= P — 6=
Reemplazando en P (t):
Do Mkt
ply— —M_RT_ MRt
14 PO oMkt M—P0+P0€Mkt
M- P,
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Finalmente,

M P,
P(t) =
() P0+(M—PQ)€_Mkt
Observe que:
MP,
lim P(t) = —2=M
t—o0 0

Por lo tanto, la poblacion logistica se aproxima a la poblacion limite finita M conforme t — oo. Asi-
mismo, salvo en el caso M = P, en el cual la poblacién es constante e igual M, el comportamiento
de una poblacién logistica depende de Py y M (ambos valores positivos):

= Si Py < M, entonces M — Py > 0 y por lo tanto

MP, MP,
P(t) = < =M
Q Py+ (M —Py)e ™™ = Py
>0

Asimismo, P’ (t) = kP (M — P) > 0, por lo que la poblacion tiende a crecer monotonica-
mente hasta el valor limite M.

= Si Py > M, entonces M — Py < 0 y por lo tanto

MPy MPy
P(t) = > =M
Q Py+ (M —Py)e ™™ = Py
<0

Como P’ (t) = kP (M — P) <0, por lo que la poblacion tiende a decrecer monotonicamente
hasta el valor limite M.

Importante: Se recomienda no memorizar la soluciéon de la ecuacion diferencial, si no que
estudiar su técnica de resolucion.

Una persona de un pueblo de 1000 habitantes contrajo la gripe. Si se supone que la gripe se
propaga con una rapidez directamente proporcional al nimero de contagiados como también
al nimero de no contagiados, determinar el niimero de contagiados cinco dias después, si se
observa que el numero de contagiados después de un dia es de 100.

Solucion:

Digamos que z (t) es el nimero de contagiados en el dia ¢t. Entonces, de acuerdo al
modelo descrito se tiene que:

dx
T = kx (1000 — x)

donde k es la constante de proporcionalidad. Entonces,

dx

————— = kdt
7 (1000 —2)
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Integrando a ambos lados obtenemos que:

/ e kt +
- OO0 @ - cC
x (1000 — x)

Aplicando el método de fracciones parciales,

/m_a/?ij/m—aln|$]—bln\1000—x\

donde a y b son tales que:
a (1000 — z) +br =1

Haciendo z = 1000 obtenemos que b = 1/1000 y haciendo = = 0 obtenemos que a =
1/1000, con lo cual:

/ da 1 | T
= n
x (1000 —z) 1000 1000 — =

Luego,
1
In . =kt+c
1000~ |1000 — z
Es decir,
x
In |———| = 1000kt + 1000
11000 — 2 e

1000c¢

Elevando al cuadrado y haciendo d = e obtenemos que:

# — (Jel000kt o 71,1000kt (1000 — 1’)
—x
Por lo tanto,

61000kt

x (1+de"™) = 1000de™™™ — z (¢) = 1000d-—— 55
€

En ¢t = 0 la cantidad de contagiados es 1, con lo cual:

1000d 1
0= 2% | 1000d=14d—d= —
rO) =1 gt taT =509

Asimismo, podemos determinar k considerando que x (1) = 100:

1000 000k In(111)
1) = — 100 —» k =
*(1) = Jo9 1000

1 4+ 1000k
* 999°

Por lo tanto, la cantidad de contagiados en el instante ¢t queda dada por:

(0 — 1000 111
T 909 L ur
999
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Finalmente, la cantidad de contagiados 5 dias después (¢ = 5) es:

1000 1115
5= ——_ " ~999.99
z(5) 999 | TII° /
999

Es decir, practicamente la totalidad de la poblacion esta contagiada.

0

Sin desmedro del problema anterior, existen modelos mas complejos para describir la evoluciéon de
una poblacion, los cuales pueden ser enunciados, planteados y posteriormente resuelta la ecuacion
diferencial asociada utilizando las técnicas ya aprendidas. Revisemos los siguientes ejemplos:

Considere una poblacion P (t) de animales simples en la cual las hembras solamente sostienen
encuentros casuales con los machos para propoésitos reproductivos, de modo que la tasa de
nacimientos es proporcional a P2, La tasa de mortalidad es proporcional a la poblacién P,
de modo que la ecuacién que describe el comportamiento de la poblacion esta dada por el
problema con valores iniciales:

dpP )

— =kP*—6P=kP(P-M) ; M=-—
con condicion inicial P (0) = Fy. Este problema se conoce como el problema de extincion—
explosion.

(a) Determine la solucién general del problema.

(b) ;Coémo es el comportamiento de P (t) conforme ¢ se incrementa?, ;depende de que
0< Py<Modeque Py >M?

Solucién:
(a) La ecuacién es claramente separable, de modo que

dpP

pp—a U

Aplicando el método de las fracciones parciales,

1 —2—1— b
P(P—-M) P P-M

donde a (P — M) + bP =1 con lo que haciendo P = 0 obtenemos que a = —1/M
y haciendo P = M obtenemos que b = 1/M. De esta forma, integrando la ecuacion
diferencial a ambos lados:

1

i In

P-—M
P

P-M
= =

¢€]\1k‘t

‘:kt—F(ﬁ—)
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donde ¢ = +e¢. Entonces, obtenemos la ecuacion algebraica

M
1 — ¢€Mkt

P—-M
P

=g — P (1—¢e™) =M — P(t) =

Reemplazando con la condicién inicial

M Py— M
P(O):POZTQS—>PO—PO¢:M—>¢: OPO

Es decir,

M - MP
Po—MeMkt Py + (M — By) eMkt
Fy

(b) El comportamiento depende del signo de M — Fy:

» Si By < M entonces M — Py es positivo y por lo tanto P (t) es mondtona
decreciente, con P (t) — 0 cuando ¢ — oo, por lo que la poblacién tiende a la
extincion.

» Si By > M entonces M — Py es negativo y por lo tanto P (f) es mondtona
creciente. No solo ello, el denominador puede anularse en:

P 1 R
Po+(M—PB)eMt =0 — Mt = "0 _ 4= | !
b+ ( e ‘ Py — M Mk \Po— M

por lo que la poblaciéon creceréd de forma verticalmente asintotica a medida que
se aproxima ese valor. De aqui que se observa un comportamiento explosivo.

En la siguiente grafica asumimos una tasa k de 0.1%, M = 500 y Py = M =+ 10,
obteniendo asi las siguientes dindmicas de poblacion:
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Queda de manifiesto que M es un valor critico de poblacion en el sentido de que la
posicion relativa de la poblacion inicial Py con respecto a M determina la evoluciéon
de la poblacion.

{Qué sucede si Py = M? En dicho caso la soluciéon se convierte en P (t) = M,
por lo que la poblacién se mantiene constante en M.

O

(x) Comtnmente las tasas de natalidad y mortalidad en poblaciones de animales no son
constantes, sin embargo, varfan periédicamente con el paso de las estaciones. Encuentre
P () si la poblacion P satisface la ecuacion diferencial

% = (k+ bcos2nt) P
donde t esta en anos, y k y b son constantes positivas. De este modo, la funcién de la tasa
de crecimiento r (t) = k + bcos 27t varia periodicamente alrededor del valor medio k. Disene
una grafica que contraste el crecimiento de esta poblacion con otra que tenga el mismo valor
inicial Py pero que satisfaga la ecuacion de crecimiento natural kP (con la misma constante
k). ;Como son las dos poblaciones al paso de muchos anos?

Solucioén:

La ecuacion diferencial sigue siendo separable, de modo que:

1P
(? = (k + bcos2nt) dt
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Integrando,

b
In|P| =kt + —sen2nt+c
2m

Es decir,
P (t) _ gbek’t-l—% sen 27t

con ¢ = +e°. Luego, si P (0) = Py, entonces ¢ = Py y por lo tanto:

P (t) _ Poekt-l—% sen 27t

Para el crecimiento natural, ya sabemos que la solucion es P, (t) = Pye®, por lo que
graficando ambas soluciones con Py =100y £ = b = 0,01:

400 -

300 1

200 -

Gréficamente puede apreciarse que la diferencia entre ambas curvas se hace minima a
medida que la poblaciéon aumenta. En efecto,

P (t) = Py (1) = Poctt (502 1)

L b
Para valores de b pequefios e2x %27

es aproximadamente cero.

~ 1, por lo que la diferencia entre ambas poblaciones
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1.3.3. Problema de mezclas

En este tipo de problemas se considera un tanque que contiene una solucioén (soluto y solvente).
Hay tanto flujo que entra como que sale del tanque y se desea calcular la cantidad z (¢) de soluto
en el tanque en el instante ¢ dada la cantidad inicial = (0) = .

Suponemos que la soluciéon con una concentraciéon de ¢; gramos de soluto por litro fluye al interior
del tanque a una tasa constante de r; litros por segundo, y que la soluciéon en el tanque fluye hacia
afuera con una tasa de rg litros por segundo. Es decir, el problema del estanque puede resumirse
en el siguiente grafico:

% Entrada: r; L/s, ¢; g/LL

Cantidad x(7)
Volumen V(7)
Concentracion c,(f) =3;

Salida:
l r, L/s,
c, g/L

Se sigue que la variacion de masa de soluto Az; producto del ingreso de flujo puede aproximarse
por:
Az; ~ ric; At

De forma andloga, la variaciéon de masa de soluto Az, producto de la salida de flujo puede apro-
ximarse por:
Az, =~ roc, At

En todo instante el tanque tiene una cantidad z (¢) de soluto y un volumen V (¢). Por lo tanto,
asumiendo que se produce la mezcla se tendra que la concentracién de salida viene dada por
co = =®/v(t). Luego, la variacion total de masa de soluto queda expresada como:

Ar = Ax; — Ax; = At |ric; — 7, z (1)
V(1)

Tomando At — 0 eliminamos el error en la aproximacion, obteniendo asi que:

Sin embargo, V' (t) no es una funcion arbitraria, pues la evolucion para un volumen inicial Vj puede
determinarse como:

V() =Vo+ (ri — o)t
Luego,

dz T
dt Vo + (TZ- — 7“0)25

x (t) = ric (14)
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Esta es una ecuacion lineal de primer orden que puede resolverse mediante los métodos del factor
integrante.

Un estanque con capacidad de 400 litros contiene 200 litros de agua en la que se hallan
disueltos 100 kg. de sal. Se comienza a introducir, a razén de 3 litros por minuto, salmuera
con una concentracién de 100 grs. de sal por litro de agua y la mezcla, que se mantiene
homogénea por agitacion, sale del estanque a razon de 2 litros por minuto. Hallar la cantidad
de sal (en kgs.) presente en el estanque en el instante preciso que éste se llena.

Solucién:
Identificando los parametros de acuerdo al modelo descrito anteriormente, se tiene que:
= V4 = 200 litros.
» 2 (0) =z =100 kg.
» 7; = 3 litros/minuto.
» ¢; = 0,1 kg/litro.

» 7, = 2 litros/minuto.

Para resolver la ecuacion 1.11 utilizamos el factor integrante:

p(t) = exp [/%Hr" )tdt} —exp[ Vo + (ri — 7o)

i —To i —To
= [Vo+ (r; — o) 8]/
Luego,
(px) = ric; [Vo + (rs — 1,) t]’"’/(”_"’)
Integrando,

TiCi 1 _ro .
T Vot (o) Rt f o= e Vo o+ (1 — o) t] 7 + ¢

Ti—To

pr =

Dividiendo por u:

r (f) =G [VO + (Ti - 7”0) ﬂ +c [Vo + (7'77 — 7'0) t] Y70

Reemplazando con la condicién inicial:

To 0

2(0)=c¢Vo+cVy, " =ag — c =V (w9 — Vo)

Reemplazando,

To

2 (8) = & [Vo + (ri — 1) ] + (20 — c:Vp) [VO . (ZO - f] (15)
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El estanque se llena cuando:

Vi—W

ry —To

Vot (ri=ro)ty =Vi — 1y =

Reemplazando,

To

T (tf) = Ci‘/;g + (ZL’() - CL%) <V?>
t

Asignando los valores numéricos:

200 72 1
x(tr) = 0,1 % 400 + (100 — 0,1 x 200)  T5 = 10+80- | = 0kg

Es decir, hay 60 kg de sal presentes en el estanque cuando este rebalsa.

O

En un estanque ingresan 3 litros/seg de salmuera con una concentracion de sal de 10 grs/litro.
Desde el estanque salen 6 litros/seg de solucion homogénea. Si inicialmente en el estanque hay
600 litros de salmuera con una concentracion de sal de 20 grs/litro, determine la cantidad de
sal en el estanque cuando quedan 300 litros de salmuera y el valor limite de la concentracion
de sal cuando el estanque se vacia.

Solucion:

Nuevamente, interpretando los datos:
» 7; = 3 litros/seg.
= ¢; = 0,01 kg/litro.
= 1, = 6 litros/seg.
sV = 600 litros.
n 29 = 0,02V = 12 kg.

El modelo es exactamente el mismo que el del problema anterior, por lo cual la evolucion
de la concentracion en el tiempo queda dada por:

‘/0 ririoro
VE) + (7’1' — 7’0) t

z(t)=c¢; [Vo+ (ri —ro) t] + (o — Vo) [
La evolucion del volumen en el tiempo queda dada por:
V(t)y=Vo+(ri—ro)t

Entonces, digamos que t* es cuando se alcanzan los V* litros de salmuera:

V-V

T —To

Vot (ri — 1)t =V — t" =
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Es decir,

z(t) = V' 4 (x0 — ;) <V*> .

Como r; — rg < 0 entonces la expresion es equivalente a:

To

§ ) V* ro—T;
z(t) = V' 4 (x0 — ;) <V>
0

Haciendo V* = 300 litros obtenemos que:

300

_6_ 2
. 600 3-6 1
x (t7) = 0,01 x 300 + (12 — 0,01 x 600) <) =3+6 (2> — |z (") =45kg

La concentracion en el instante en que se alcanza el volumen V* viene dada por:

z () o o — Vo .« ro__1) _ Lo — Vo - o« i
Ve ‘f‘*voro/uomv( 7 >°z’+VJO/<WV( )

Luego, tomando el limite:

c (t* 0 — ,V o 2
z (1) = limg¢; + Lo Gt ,C’ Q vV ( )
10 %ro/(rrn)

ro—T;

lim
t—0 V*

Como r; >0y r,—r; >0, el término que depende de V* tiende a cero. Finalmente,

z (t7) kg
it =¢ =001 —
vygo V= ‘ " litro

1.3.4. Otros problemas

Los problemas de modelamiento estudiados con anterioridad pueden considerarse los tipos de
problemas estandar de esta seccion. Sin embargo, existen otro tipo de problemas de modelamiento
en que pueden emplearse ecuaciones diferenciales de primer orden tal como los que se presentan a
continuacion.

La metodologia de resolucion es similar en cada problema:

= A partir de conocimientos bésicos se plantea el modelo que describe la evolucion del fenémeno
en el tiempo, asi como sus condiciones iniciales.

= Mediante las técnicas de resolucion ya aprendidas se resuelve la ecuacion diferencial.

Un cable se encuentra suspendido entre dos postes fijos de altura a. Se puede deducir que
la ecuacion que representa la forma que tiene el cable esta dada por el problema de valores
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iniciales:

d%y 1 dy 2
-J_ -1 =
dz?  a * (dx)
y(0)=a ; ¢ (0)=0

Determine la curva y = y (x), que representa la forma que tiene el cable.

Solucion:

Partimos notando que en la ecuacion diferencial no aparece y (), si no que su primera
y segunda derivada, razon por la cual resulta conveniente realizar la sustitucion v = /.
De esta forma, la ecuacion diferencial se escribe como:

d 1
LSV e?

dr «a

Esta ecuacion puede resolverse mediante integracion directa:

dv 1d / dv T .
_— = —dxr — e — C
v+ a v+ a

——

(%)

Calculo de la integral. Calculemos (k). Para ello, recordamos de los primeros cursos
de Calculo que puede realizarse la sustitucion v = tan (t) — dv = sec? (¢) dt y para
aplicar la condicién de inyectividad asumimos que ¢ estd en el primer cuadrante. Es
decir,

sec (t) dt

sec
/\/1+1)2 /\/1+tan

Recordando que la primitiva de sec () es In |sect + tan |, entonces:

/ © ) jsect + tant]

——— =In|sec an

V1+v?

Pero v = tant y como 1 + tan?t = sec’t — 1 +v? = sec’t — sect = /1 + 02 dado
el cuadrante de t. Entonces,

ln)v:l:\/l%—vz‘zf%—c
a

Podemos eliminar la constante inmediatamente notando que y' (0) = 0 — v (0) = 0.
Es decir ¢ = 0. Despejando,

‘U—F\/l—I—UZ‘ =% 5y + V1402 = Fet/e

Solucién de la ecuaciéon. Entonces, de la ecuacion av’ = v/1 + v? obtenemos sustitu-
yendo que:

1 1
v4av = £ —s ) + 2y = £
a a
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: Too
Usando el factor integrante p (z) = e/ @3 = ¢%/ entonces:

z/a
€ v = ilelfr/a N (ezp/av)/ _ il 2z/a

vy 4+ —e
a a a

Integrando la relaciéon anterior obtenemos que:
z/a 1 2z/a 1 xz/a —z/a
e U::t§€ +d—>v($):i§e + de

Como v (0) = 0, entonces:

Es decir,

1

1
v(z) = iiew/a == §6*‘%/‘1 = if = +senh (2)

Como v = ¥/, entonces:

y(x) = j:/senh (z) dz + ¢ = *acosh (E) +c

a a

Como y (0) = a, entonces:
a=da+c—c=aFa
Asi,
y (z) = +acosh (f) +aTFa
a

Sin embargo, si nos quedamos con la rama negativa, entonces,

y (x) = 2a — acosh <%>
a

Derivando,

, 1 T
y' () = —senh <£> — y" (x) = —= cosh (f)
a a a

Pero observando la ecuacion diferencial original, notamos que y” (z) > 0 para todo = y
cosh (O) > 0 para todo O por tratarse de una suma de exponenciales. Esta inconsistencia
de signos nos lleva a concluir que no es posible considerar la rama negativa, por lo cual
finalmente la tinica solucién posible es la positiva:

y () = acosh (§>

a

O

Un paracaidista se deja caer de un avion a 3000 m de altura. La aceleracion de gravedad es
g = 9,8 m/s? y la desaceleracion debido a la resistencia del aire es proporcional al cuadrado
de la velocidad con constante de proporcion p = 0,25 m~!. Determine el tiempo que toma
para llegar al piso y la velocidad del impacto.
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Solucion:

Lo primero que debemos hacer es escribir el modelo asociado a este problema. La dina-
mica vertical queda describa por la segunda ley de Newton. Digamos que y es la posicion

vertical del paracaidista, luego:
d*y dy\?
a2 - 9te (dt

donde consideramos la componente de la velocidad sumada bajo el siguiente razona-
miento: de forma natural el paracaidista caera hacia abajo, por lo tanto su aceleracion
sera negativa, luego, a medida que aumenta el cuadrado de la velocidad. Completamos
el PVI considerando y (0) = yo = 3000. Hacemos u = ¢’ de forma similar a problemas
anteriores, obteniendo asi que:

u/ =g ‘|‘ ,ou2

Es decir,
du

/ du
— — —t+c

Calculo de la integral. Calculemos I, para ello hacemos el método de fracciones
parciales:

=dt

Integrando a ambos lados,

1 1 1

B 1 a . b
2 _ . g -
put—g p2_9 p U_\/E u+\/§
P p p
e o)
p p

Haciendo u = \/E obtenemos que:
P

De aqui,

=

a =

DO | —
N

De la misma forma, con u = — \/g obtenemos que:
p

s

h= —

1
2

s
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Es decir,

2 _ .
put =g  2ypg |\, _ \/E ut 9
p p

Integrando,

u
du 1 p
i In ;
put—g  2\pg |, L \F
P
Despeje de la funcién u. Se tiene entonces que:
g
1 v \/;
5 In =1
VPg u+ \/g
P

Dado que el paracaidista parte del reposo, entonces u (0) = ' (0) = 0 y por lo tanto
¢ = 0. Es decir,

+c

9
u_ —_—

R N N

u+\/§
P

Observe que antepusimos el signo — debido a que en caso contrario para u =0y t =0
no se satisface la igualdad.

Despejando u obtenemos que:

u— |4 = _e2vraty _ e?ﬁgt\/@
p p

209t 1Y 2./pgt _ gl—e?vest

Es claro que cuando t — oo, u () — —\/g la cual sera la velocidad terminal.
p

Es decir,

Calculo de la posicion. Luego,

o [gl— eVt 1 — e2Vpy
wlt) =/ ) =[S — L

En esta expresion de la integral es claro que el término complicado es la exponencial,
razon por la cual hagamos la sustitucion v = e2vP9* — dv = 2,/pge?V?P9tdt = 2, /pg v dt.
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Luego,

1 1— 1 1—
y(t) = —— i’/—”dvz—/—”dv
2./pg\l p ] v(1+v) 2p ) v(1+w)
Aplicando nuevamente fracciones parciales, se tiene que:

1— b
—U=g+ —ra(l+v)+bv=1—-v
v(l4+v) v 14w

Haciendo v = —1 se tiene que b = —2 y haciendo v = 0 se tiene que a = 1, de modo que:

1 dv dv 1
— ([ o — — (Infv| - 2]l
y(t) 2p(/v /1+U>+c 2p(n]v] n|l+v|)+c

Es decir,
; 11 v 11 eVrIt
y()—%nm—kc-;n 62— 5t 4 1 +c

Reemplazando en la condicién inicial,

1 1 In2
y(0)=-In{5)+c=yo—c=y+—
p 2 p

Finalmente,

1 2eVPIt
y(t):;ln m + Yo

Graficando esta funciéon con los valores de p, g e yo dados obtenemos que:

3000

2000

1000

0 100 200 300 400
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Aqui se observa que la caida es practicamente lineal pues el crecimiento exponencial
hace que la caida sea con velocidad aproximadamente constante.

Determinamos la velocidad que tarda en llegar al piso igualando a cero:

1 2eVPIt eVpIt 1
—In| — | + Yo = 0 5 — —_e Yor
P e2vPit + 1 A
Entonces,
/gt
2\?/}:79 — lefyop s eVPIt — lefyope%/ﬂigt + lefyoﬂ
e“vPIt 4] 2

Reordenando términos,
(evP91)? — 2¢v0P (VPT1) 41 = 0

Despejando al ecuacion cuadrética:
eVPIt — gYoP 4\ /e2y0p — ]

Dado que el lado izquierdo de la igualdad tiene que ser positivo, nos quedamos con la
solucién positiva al lado derecho. Entonces,

eVPIt — o¥or 1\ /e2yop _ |

Finalmente,

ty =

(eyop + 4 /€2y0p - 1)

In
\/ P9

Reemplazando en la velocidad obtenemos la velocidad al momento del impacto:

71— <eyop + \/e2wor — 1) q

u(tf): — ~ — =

P1+ (eyop + \/e2wor — 1)2 - P

La venta esperada de un nuevo libro se describe por el modelo siguiente:

d
d_]Z =c(Ph—p)t
p(0) =0

Aqui p (t) es la cantidad de personas quienes han comprado el libro hasta el momento ¢ > 0,
Py es la poblacion total y ¢ > 0 es una constante de proporcionalidad. Se sabe que después
de la primera hora una décima parte de la poblaciéon ha comprado el libro.

(a) Dé la forma general de la solucion p (t) en cualquier ¢ > 0.

(b) Encuentre el tiempo ¢y para el cual la mitad de la poblacién haya comprado el libro.
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Solucion:

(a) Partimos notando que la ecuacion es separable, por lo que esta puede escribirse
como. . )
ds ct
L :ctdt—>ln|P0—p|:—7—d

Py—0p
Despejando p (t):
’t2

& ct?
Py—p=kFkexp 5 —p(t) =Py — kexp 5

con k = e~ Haciendo t = 0 se tiene que:

- [1 o (L)

Podemos determinar la constante de proporcionalidad del hecho que a la primera
hora una décima parte de la poblacién ha comprado el libro. Entonces,

P 9 10
p(l)=F [1 — exp (—g)} = 1—8 — exp (—g) =— —lc=2In (9>

Es decir,

Finalmente,

9
p(t) =P |:1—0Xp <t21nlo>} —|p(t)=F

(b) to es tal que:

P,
p(to)Z?o—MPo

Es decir,

to = ¢/logs = |~ 6,58 horas

O

(x) Curva de persecucion. Un ratéon se encontraba pacificamente en el origen comiendo
su queso, cuando un gato hambriento localizado en el punto gy = (a,0) lo descubre y parte
en su direccion. De forma instantanea, el raton presiente a su enemigo y toma la decision de
escapar a lo largo del eje y en el sentido positivo y lo hace con velocidad constante v,.. La
estrategia del gato es correr siempre en la direccion en que se encuentra el raton, y lo hace
con velocidad constante vy.
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En este problema determinaremos la curva descrita por el gato.

(a) Siendo g (t) = [z (t),y (t)] la curva que describe la posicion del gato y r(¢) = (0,7 (¢))
la curva que describe la posicion del raton, escriba un modelo diferencial que describa
el comportamiento de la posicion del gato.

(b) Determine la posicion del ratéon para instante de tiempo arbitrario.

(¢) Pruebe que la trayectoria del gato satisface la ecuacion diferencial:

dy

T =y —ut
dJ,‘ y T
Luego, derive la ecuaciéon anterior con respecto a x para probar que:
d*y dt
T—= = —VUp—
dax? "da

(d) Sea s(t) la parametrizacion con respecto a arcoparametro de la curva descrita por el

gato. Utilizando la sustitucion:
dt  dtds

dr  dsda

d? \ dy\?
pruebe que xd—ﬁ = Z—g 1+ (ﬁ) .

Ayuda: Puede serle ttil recordar que ds = 1/(dz)* + (dy)>.

(e) Haciendo u = ¢/, resuelva la ecuacion diferencial del inciso anterior.

(f) [Propuesto| Determine condiciones sobre a, v, y v, para que el gato encuentre al raton.

Solucion:

(a) El gato siempre corre en la direccion del raton, dada por d (t) = [0,r (¢)] — g (¢t) =
[—z (t),7 (t) — y (t)]. La rapidez por otra parte sera constante e igual a v,. En otras
palabras,

Es decir, obtenemos el PVI:

(vi) - Jowos S— e

donde z (0) = a e y(0) =0.

(b) Claramente la dindmica del raton queda descrita por el PVI:

dr

g =u 5 (=0

Integrando,

r(t) = vt
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(e)

La observacion que se realizard a continuaciéon no es del todo evidente pero sim-
plifica sustancialmente los calculos: dividiendo ' (t) por 2’ (¢) obtenemos dy/dz y
eliminamos el término exterior al vector. De esta forma,

Es decir,

dy y—uv.t dy
—= = —
dx x dx

Derivando con respecto a x obtenemos que:

dy d*y _dy dt

dx x@ dx _UTE

En otras palabras,

d%y dt
T—= = —Up—

da? dx
Notemos que:

dt  dtds

dr  dsdx

dt 1 . .
donde claramente P pues es la rapidez descrita por el gato.
5 v

Por su parte, para el segundo término de la multiplicacién notamos que:

2 2 ds dy ?
ds =4/ (dz)” + (dy) — = 1—|—(a)

De esta forma,
e 1 dy\?
1 A
dr v, i (dx)

Reemplazando en la ecuacion diferencial:

d2 ’
LAV o [ (Y
dz? v,

Donde y (a) = 0.

Haciendo la sustitucion sugerida obtenemos que:

d r
vt = T
dr v,
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Es decir,
du v, dx

Vit v
Integrando a ambos lados de la ecuacion:
/ du 'U,,l 2] +
——=—Inlz|+¢
V 1+ u2 Vg
Notamos que:

= La integral ya la calculamos en el problema anterior, obteniendo asi que:

du
———=1n <u+\/1+u2>
/ V14 u?
» Para efectos de modelacion la componente x siempre sera positivo (jtiene algin

sentido que el gato cruce el eje y7), por lo que el modulo siempre lo tomamos
positivo.

De esta forma,

ln<u—|—\/1—|—u2> zﬁln(x)—l—c

Vg

Como u (z) = y' (z) y el gato parte desde el reposo, entonces v (0) =y (0) =0y
por lo tanto ¢ = 0. Es decir,

ln<u+m> :Z—Tln(x)

g

Pero si recordamos que In (u +V1+ u2) = senh™" (u) entonces:

senh™ (u) = " In () — u (z) = senh {ﬂ In (:1:)]

Vg Vg
Escribiendo en términos de exponenciales:

1 e In(x — 2 In(z
—[e“gl()—e 1()]

u(;p) — 2 vg

Es decir,

Integrando con respecto a = obtenemos y (x):

1 1yor 1 1_vr
T - — v 4k

y<x>:2(1+g—;) 2(1—3—;)
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Como y (a) = 0, entonces:

1 1o 1 _vr ,
y(a)=———a""" — —— ' v 4 k=0

9 (1 + f)
’g
De aqui se sigue que:

k = —F— 4 vy — — ) vg
2 (1 . f) 2 (1 + f)

Reemplazando con la constante y reordenando términos obtenemos que:

1 L R 1

2 | e
y(x) = : (fIJ v — @ Lff) — : (.’I,f v — @ l,{,)
2 (1 + —) 2 (1 . 7)

Vg Vg

1.4. Teorema de existencia y unicidad

Partimos enunciado el Teorema de Existencia y Unicidad de ecuaciones diferenciales de primer orden:

Teorema: Sea el problema con valores iniciales:

d
L=l@y i y@=b

» Si f(z,y) es continua en algtin rectangulo del plano XY que contiene a (a,b), entonces
existe € > 0 de modo que el problema tiene soluciéon en el intervalo (a — €,a + €).

» Si ademés f, (x,y) es continua en ese rectangulo, entonces existe un 6 > 0 que cumple
€ > § y tal que el problema tiene soluciéon tnica en el intervalo (a — d,a + §).

Pueden realizarse las siguientes observaciones al respecto:
= El teorema de existencia y unicidad asegura la existencia en un intervalo, pero este puede
ser perfectamente toda la recta real.

= Las condiciones presentadas son suficientes pero no necesarias. Un punto donde la derivada
parcial o la funcién son discontinuas no garantiza que en dichos puntos la solucién no existe
0 1o es Unica.

A partir de la correcta aplicacion de este teorema puede resolverse una amplia tipologia de pro-
blemas. Revisemos a continuaciéon algunos de ellos:
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Encuentre todos los valores de a y b para los cuales el problema

dy
r— = ; a)=>
oY v
» Posee una solucion tunica (y encuéntrela).
= No posee ninguna solucion.

» Posee infinitas soluciones (y encuéntrelas).

Solucion:

La ecuacion se puede escribir de forma anéloga como:

dy 'y ,
foffmw

Derivando con respecto a y obtenemos:

1
fy (l’, y) - ;
Esto nos permite responder cada una de las preguntas.

» f,(z,y) es continua para todo = # 0, de la misma forma que f (z,y). Luego, en
todo punto a # 0 la solucion existe y es tnica. La ecuacion es claramente separable,
luego:

d d
yzﬁﬂln\ylzlnm—i—c
T

Tomando exponencial,
y=kzx

con k = +e°. Reemplazando con la condiciéon inicial
b
ka=b—k=—
a

Es decir, la solucién tinica para el caso a # 0 y b cualquiera es:

M@ZZ%

» f(z,y) no es continua en x = 0, y de hecho no esta definida en ese punto. Sin
embargo, para toda funcion y () = kz se tiene que y (0) = 0 y por lo tanto si
a = b= 0, existen infinitas soluciones de la forma y (z) = kz.

= Sin embargo, si a = 0 y b # 0 entonces resulta imposible satisfacer la condicion
inicial por las mismas razones especificadas anteriormente. Por lo tanto, en este
caso no existe ninguna solucioén.
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. Qué afirma el Teorema de Existencia y Unicidad en relacién al Problema de Valor Inicial

vy = y?> — 1, y(a) = B? Encuentre todas las soluciones correspondientes al caso a = 0,
g=-1.
Solucién:

Observamos que f (z,y) = y?> — 1y que f, (x,y) = 2y son continuas siempre. Luego, el
teorema de existencia y unicidad garantiza que el problema tiene solucién tnica para
todo par de nimeros (a, f3).

Resolvamos la ecuacion para obtener la solucién general, observando para ello que la
ecuacion es separable:

d/
5 Y —do
ye—1
Aplicando el método de fracciones parciales:
11 1 1
-1 2y—1 2y+1
Es decir,
1 — y—1
-1 = S N
211 y+1’ r+c Jt1

donde k£ = +e°. Luego, despejando y obtenemos que:

f 1+ ke
— 1= yke* + ke* — |y (v) = ———
y yke™ + ke y(@) =15
Reemplazando en la condicién inicial y (0) = —1 se tendra que:
1+k
——=—-1—1+k=k—-1
1=k N

Esta ecuacion es imposible de satisfacer, por lo que no existe soluciéon de esta forma en
el punto. Sin embargo, como el TEU garantiza la existencia de una solucién, esta debe
ser una soluciéon singular. En particular, notamos que:

Yy =1=(y+1)(y—1)

Entonces, basta hacer |y (z) = —1| para satisfacer la condicion inicial y la ecuacion

diferencial.

Considere el siguiente PVI:

y=ty/1-y ; y(0)=1/2

(a) Utilizando el teorema de existencia y unicidad demuestre que el PVI tiene solucién tnica
definida en algin intervalo abierto que contiene al punto ¢t = 0.
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(b) Resuelva explicitamente el problema.

(c) Encuentre el intervalo maximal para el PVI antes expuesto.

Solucion:

(a)

Se tiene que f (t,y) = ty/1 — y es continua para todo ¢t e y < 1. Asimismo, tomando
la derivada parcial con respecto a y:

t
I—y

fy (tay) - _%

Esta funcion también es continua para todo t e y < 1. Luego, para la condicion
inicial (0,1/2) la solucion existe y es unica, demostrando asi lo pedido. B

La ecuacion es claramente separable, de modo que:

dy 1 1
= tdt — 21—y =2
-y 2 i e

Es decir,

c 12 2 e\’ 2 c\?

Sin embargo, debe observarse que y < 1 para satisfacer la condiciéon de la raiz y
que ¢/2 —t*/8 > 0 — ¢ — t*/4 > 0. Haciendo ¢ = 0 obtenemos que:

1 c 1
l——=— —3lc=—-24/=
2 2 2
2
t? 1
H=1-—[— .
y (t) <8+ 2)

con t tal que ¢ — t2/4 — —23/4 < ¢ < 23/4,

Es decir,

Fuera del intervalo del intervalo anteriormente descrito la solucién general no satis-
face la ecuacion diferencial pues no esta definida. Sin embargo, por el TEU sabemos
que la solucion existe para todo t. Luego, debe ser una solucién singular, i.e.

Vi-y=0—y(t)=1
Asimismo, notemos que:

lim y(t)=1 y lim y(t) =1

x——23/4 x—23/4
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Esto quiere decir que podemos pegar ambas funciones y obtener una funcién conti-
nua que sea solucion de la ecuacion diferencial. Por lo tanto, definiendo la funciéon:

sit < —23/4,

2
t2 1 : 3/4 3/4
z(t)=41— s3] si—2%/4 <t < 2%

1, sit > 234,

es una funcion que extiende y (¢) para satisfacer la EDO inicial. Por lo tanto,
(—23/4,23/ 4) no es un intervalo maximal de existencia, si no que es el dominio
de z (t) que es todo R.

0

Indique si los siguientes Problemas de Valor Inicial tienen solucién o no, y de tenerla, indique
cuantas soluciones hay. ;Contradicen los resultados al Teorema de Existencia y Unicidad?

(a) t—1)a'(t) ==z, x (1) =0.
(b) (t—1)2'(t) =2,z (1) =1.

Solucion:

La ecuacion diferencial se puede escribir como:

x’(t):%Hf(t,x):%

Se tiene que f (¢, x) es continua para todo t # 1y f, (t,z) = f_% es continua para todo

t # 1 (con x cualquiera). Asimismo, el problema es separable, de modo que:

dx dt
— =—— —Inlz|=ljt-1]+¢
T t—1

Es decir,
z(t)=Fk({t—1)
con k = +e°. Hecho esto podemos responder las preguntas.
(a) Observe que en la solucion general = (1) = 0. Por lo tanto, existen infinitas funciones
de la forma k (t — 1) que satisfacen la condicion inicial, en particular z (¢) = 0.
(b) De la misma forma, la soluciéon general no puede satisfacer la condicion inicial

x (1) = 1. Por lo tanto, este problema no tiene ninguna solucion.

El TEU plantea una condiciéon suficiente para la existencia y unicidad de soluciones
ipero no necesaria!. En la parte (a) se hace evidente que si bien no se cumplen las
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hipotesis del TEU, si se pueden encontrar infinitas soluciones. En la parte (b), en cambio,
no existe solucién. En otras palabras, como no se satisfacen las hipotesis del teorema,
ambos problemas no tienen por qué tener soluciones tunicas (y de hecho, ni siquiera
tenerlas) sin que ello implique contradecir al TEU.

Exhiba dos soluciones distintas del PVI
d=tVE-D)" . z0)=1

Explique por qué ello no contradice al Teorema de Existencia y Unicidad.

Solucion:

Por inspeccion, basta hacer x (t) = 1 para satisfacer la ecuacion diferencial, es decir,
esta es una solucion singular. Asimismo, la ecuacion es separable, de modo que:

dx dt

(;r:—l)l/?’ s

Integrando,

3 3 9
5(:1;—1)2/3: §t2/3+cﬁw—1:i(t+c) —z(t)=1£(t+¢)
Haciendo = (0) = 1 se tiene que  (0) =1+ ¢ =1 — ¢ = 0. Es decir, tanto 1 + ¢ como

1 — ¢ son soluciones del PVI, encontrando asi no dos soluciones, si no que tres.

Ahora bien, f(t,z) = t/3(z —1)"/* es claramente continua en (0,1). Sin embargo,

1/3 . .
fe(t,x) = %m no es continua para x = 1 (y t cualquiera), de modo que el TEU
no puede garantizar la existencia de soluciéon tnica, pero si garantiza la existencia de
soluciones. Esto no quiere decir que no pueda existir solucién tnica, si no que el teorema

no puede garantizarla.

Considere el problema de valor inicial:

dy

LoV -l syl =0

(a) Halle una solucion general y una solucion singular de la ecuacion diferencial.
(b) Determine los puntos (a, b) en el plano para el cual el problema de valor inicial:

= No tiene solucién.
s Tiene solucion unica.

s Tiene infinidad de soluciones.
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Solucion:

(a) La ecuacion es claramente separable, por lo cual:

Integrando,

dy

yvy?—1

=dz

/L—/dszﬁ—c
yVy?: —1

Haciendo y = sect — dy = tantsectdt se tiene que:

tantsect
antsec PR AV

dy /
= d
/y\/yQ—l secty/sec?t — 1

Volviendo a la variable original,

Entonces,

sec ly=x+c—|y=sec(x+c)

/ dy - 1
————— =sec ¥
Yy —1

Sin embargo, notemos que y4/y? — 1 se anula en y = +1 (descartamos y = 0
pues ahi la raiz se hace negativa), por lo tanto y(z) = —1 e y(x) = 1 son
soluciones singulares del problema.

Se tiene que f (z,y) =y

y? — 1 es continua para todo y € (—oo, —1] U [1,00)

y todo valor de x. Luego, en todos las condiciones iniciales que satisfagan esta
condiciéon esta garantizada la existencia de solucion.

Asimismo, se tiene que f, (z,y) = Vy*> — 1+ y*/y/y*> — 1 es continua para todo
y € (—oo,—1) U (1,00) y todo x, de modo que por el T.E.U. esta garantizada la

existencia de solucion tnica en dicho intervalo.

= Por el T.E.U., para todos los puntos de la forma y (a) = b con b € (—o0,—1)U
(1, 00) existe soluciéon unica.

» En todos los puntos b € (—1,1) ni las soluciones generales ni las soluciones
singulares pueden satisfacer la ecuacion diferencial. Por lo tanto, para estos
valores no existe solucion.

= Para b = +1 no solo las soluciones singulares satisfacen el PVI, si no que se

tiene que:

y(a)=sec(a+c)=1—cos(a+c)=1—c=2kmr—c

con k € Z, por lo que para estos valores de b y a cualquiera existen infinitas

soluciones
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Considere el siguiente problema de valores iniciales
,_Vity

Yo r e

;o yla)=0b

(a) Encuentre todos los valores a,b € R para los cuales el PVI no tiene solucion.

(b) Encuentre todos los valores a,b € R para los cuales el PVI tiene soluciéon tnica y
determinela.

(¢) Encuentre todos los valores de a,b € R para los cuales el PVI tiene més de una solucion
y determinelas.

Solucioén:

vi+y 1
72—>fy($7y): o
1+ 214y (14 2?2)

Partamos definiendo f (z,y) =

Observamos que:

» f(x,y) es continua para todo valor de = e y > —1. Luego, por el T.E.U. esta
garantizada la existencia de solucion en las condiciones iniciales de la forma y (a) = b
con a cualquiera y b > —1.

= f,(x,y) es continua para todo valor de z e y > —1. Por lo tanto, bajo el mismo
teorema existe soluciéon y esta es tnica para todo juego de condiciones iniciales
y (a) = b con a cualquiera y b— > 1.

= Para todo punto y < —1 el T.E.U. no garantiza ningin resultado, y debe revisarse
de acuerdo al problema los pasos a seguir.

Ahora bien, observamos que esta ecuacion es separable, por lo que podemos determinar
su solucion general integrandola:

dy dz
VIty 1+a2

— 24/1 4+ y = arctan (z) + ¢

Es decir,
[arctan () + ¢
y(r) = 1 -1
Asimismo, f (z,y) se anula en y = —1, por lo que |y (z) = —1| es una solucion singular

del problema. Esto nos permite responder cada una de las preguntas:

(a) Observamos que la solucion general es la suma de un término siempre positivo y
—1, por lo que su recorrido siempre sera mayor o igual que —1. La soluciéon singular,
de la misma forma, siempre tiene recorrido {—1}, por lo que no existe soluciéon para
puntos tales que b < —1.

(b) Por el T.E.U. esta garantizada la existencia de solucién para puntos b > —1 y
vienen dados por la soluciéon general. Reemplazando con la condiciéon inicial,

2
y(a) = [arctané(la) R N b — arctan (a) + ¢ =2vb + 1

72



Es decir,

¢ =2vb+1— arctan (a)

Y finalmente,

larctan (z) — arctan (a) + 2v/b + 1]

. ) — -1
y () 1

(c) Para puntos de la forma y (a) = —1 el T.E.U. no garantiza existencia de solucion
tnica (a pesar de que esta puede existir en dichos puntos). Sin embargo, sabemos
que en estos puntos no solo podemos obtener solucién a partir de la soluciéon general,
si no que también a partir de las soluciones singulares (pues para y(r) = —1 se
satisface que y (x) = —1 para todo z).

Luego, en puntos de esta forma las soluciones son:

larctan (z) — arctan (a)]

y1(z) = ) —1

Yo () = —1

Considere el problema con valor inicial:

dy

- - 1
1 Vy—ax+1,
y(1) =1L

Encuentre explicitamente al menos dos soluciones distintas de la ecuaciéon anterior definidas
en todo R. ;Contradice esto al teorema de existencia y unicidad? Justifique su respuesta.

Solucién:

Por inspecciéon observamos que y = z anula la raiz de la ecuacion diferencial. Mas atn,
en dicho caso iy’ = 1 y esta queda satisfecha por dicha funcion, pues también se satisface
la condicion inicial. Esta solucion esté claramente definida en todo R.

Para encontrar la soluciéon general, resulta de utilidad utilizar la sustitucion v = y — x.
De esta forma, derivando con respecto a x:

W=y -1—u+1=Vu+l—u=Vu
Esta ecuacién es claramente separable,

du B

T +c (x4 ¢)’
T_dx—>2\/a=x+c—>\/ﬂ: — A
u

2
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Volviendo a la variable original con y = u + x:

2
r+c
Z/(ff):(4)+l"

Reemplazando en la condicion inicial y (1) = 1:

1+c)?
u+1:1—>(1+c)2:0—>c:—1

Finalmente,
y(r) = ———+1

es otra solucion valida del PVI, definida en todo R. Revisemos ahora la coherencia de
este resultado con lo que plantea el T.E.U.

Para este caso se tiene que f(x,y) = /y —x + 1 y es continua para todo y > z, luego
para toda condicién inicial de la forma (a,b) con b > a esta garantizada la existencia de
solucion. Asimismo, f, (x,y) = 1/2/y — z es continua para todo y > = (eliminamos el
caso y = x pues se anula el denominador) y por lo tanto para toda condicion inicial de
la forma (a,b) con b > a esta garantizada la existencia de solucion unica.

La condicion inicial (1, 1) satisface la condicion para garantizar la existencia de solucion,
pero no la de soluciéon tnica. Si bien puede existir una solucién tnica para puntos de
esta forma (pues el T.E.U. es solo una condicion suficiente), este no es el caso y hemos
encontrado dos soluciones para una misma condicién inicial, por lo que este resultado
no contradice en forma alguna al teorema de existencia y unicidad.

1.5. Analisis cualitativo en ecuaciones auténomas y estabilidad

En secciones anteriores revisamos una seleccion de técnicas para resolver algunos tipos de ecua-
ciones diferenciales de primer orden. Sin embargo, es equivocado pensar que el objetivo principal
del estudio de las ecuaciones diferenciales es encontrar artificios para resolverlas. Basta ver que en
casos tan simples como:

dz. 1 ;

dt = +
se desconocen soluciones analiticas. Ante este hecho se presentan algunas alternativas, como mé-
todos numéricos, métodos de aproximacion, o lo que revisaremos en esta seccion, métodos cuali-
tativos.

En muchos problemas es de interés el comportamiento cualitativo de las soluciones en términos de
las condiciones iniciales o valores de sus parametros. Determinar monotonia, concavidad o valores
de los limites en infinito puede ser de ayuda en el entendimiento de algunos modelos matematicos,
y para nuestra suerte jdicha informaciéon puede obtenerse sin resolver necesariamente la ecuacion
diferencial!
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Ejemplo inicial: la ecuacién logistica. Recordemos que para la dinamica de poblaciones dis-
ponemos del siguiente modelo logistico:

dx
— =z (a— bx)

dt
Sabemos por el T.E.U. que para este problema existe soluciéon tinica para toda condicién inicial
y que las funciones constantes x (t) = /v y x(t) = 0 son soluciones cuyos graficos son rectas
que dividen al plano t — x. Méas atn, sin determinar explicitamente las soluciones de la ecuaciéon
podemos determinar su monotonia para una condicién inicial z (ty) = x¢ y su concavidad. En
efecto, derivando nuevamente:

d?*z dx

Distinguimos tres casos:

» Siafy < xp, sabemos que el grafico de la solucion z (¢) es una funcion monétona decreciente
y que en el limite tiende a a/b.

» Si0 < gy < %, sabemos que el grafico de la solucion z () es una funcién monoétona creciente
que en el limite tiende a a/b.

= Si 25 < 0 entonces la solucion es estrictamente decreciente.

Ecuaciones diferenciales auténomas. El ejemplo anterior puede extender y motivar la siguiente
definicion:

Definicion:

» Una ecuacion diferencial de primer orden se dice autdnoma si f (t,x) = f (x). En otras

palabras,
dz

=1 (16)

» Las soluciones constantes z (t) = ¢, t € R se llaman soluciones de equilibrio.

Interpretando una ecuaciéon diferencial como la descripciéon de un sistema dinédmico, las soluciones
de equilibrio son aquellas en las que el sistema no cambia con el tiempo. En efecto, derivando una

solucién de equilibrio:
dx

E:

Es decir, las soluciones de equilibrio se determinan resolviendo f (¢) = 0.

dzx
0— 5 =/le®]l=/(e)=0

Respecto a ecuaciones autéonomas pueden realizarse las siguientes observaciones:
Proposicion:
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» Cualquier soluciéon de la ecuacion diferencial auténoma es o bien una solucién de equilibrio
o una funcién estrictamente monétona.

» Sea I = (a, ), zp € I y ty € R. Entonces,
A=1limz(t) y B= lim x(¢)
t—b—

t—a™t

existen (pudiendo ser infinitos). Mas atn, si a # —oo entonces A debe valer a 6 §y si b # oo
entonces B debe valer a 6 .

m Sicely h’rjltq x (t) = ¢, entonces z (t) = ¢ es una solucion de equilibrio.
T—>L00
Es de interés estudiar el comportamiento de las soluciones de equilibrio en lo que respecta a la

evolucion en el tiempo de su posicion con respecto a la condicion inicial. Esto motiva la siguiente
definicion:

Definicién:
= Una solucién de equilibrio de la ecuaciéon diferencial auténoma es estable si toda soluciéon

x (t) que en el instante inicial ¢y toma un valor z, suficientemente cercano a ¢ permanece
proxima a ¢ para todo t > to. Es decir, si para todo € > 0 exista § = J (¢) > 0 tal que:

g —c| <6 — |z (t) —c| <e (Vt>tp)

= Si ademas th'm x (t) = ¢ se dice que el equilibrio es asintdticamente estable.
—00

= Las soluciones de equilibrio no estables se llaman equilibrios inestables.

Presentamos a continuaciéon un criterio para identificar los equilibrios estables e inestables de una
ecuacion auténoma.

Teorema:

= Se tiene que x (t) = ¢ es una solucién de equilibrio asintéticamente estable si y solo si
f'(c) <0.

» Anéalogamente, x (t) = ¢ es una solucion de equilibrio inestable si y solo si f'(¢) > 0.

Teniendo claro el teorema anterior se motiva la siguiente definicion para clasificar las soluciones
de equilibrio.

Definicién: Sea z (1) = ¢ una solucion de equilibrio. Entonces:

= ¢ es un atractor (o sumidero) si en una vecindad pequena se cumple que si x (tg) < ¢
entonces &' (t) > 0 para todo t >ty y si z (ty) > ¢ entonces 2’ (t) < 0 para todo t > t.

= ¢ es un repulsor (o fuente) si en una vecindad pequena se cumple que si z (ty) < ¢
entonces ' (t) < 0 para todo t >ty y si @ (tp) > ¢ entonces 2’ > 0 para todo t > t.

= ¢ es un nodo si no se cumple ninguna de las definiciones anteriores.
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Puede observarse mediante el Teorema del Valor Medio que todo atractor es una solucion de equili-
brio asintéticamente estable (con lim; ., x (f) = ¢) y que todo repulsor y nodo es una solucion de
equilibrio asintoticamente inestable.

Podemos resumir la informacion de la caracterizacion en la siguiente tabla:

Signo de f (y)

Tipo Estabilidad | Grafico
c—e<y<c c<y<
c+e
A
_____ ._ [ —
Atractor + — Asint.
Estable -
Repulsor — + Inestable

Nodo — — Inestable _\

Y

Nodo + + Inestable /_

Teniendo claros estos conceptos podemos resolver los siguientes problemas:

Dada la ecuacion 2’ (t) = 16 — z*.
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(a) Describa todos los puntos de equilibrio y estudie su estabilidad.

(b) Esboce el grafico de la funcion z (t) que es solucion de la ecuacion anterior y que satisface
x (0) = 0. En particular, determine tlim:v (t) justificando su respuesta.
—00

Solucioén:

(a) Partimos buscando los puntos de equilibrio. Como la ecuacién es auténoma, basta
igualar a cero:

16—a2'=(4+2*)(4—2")=(14+2*) 2-2)(z+2)

Es decir, los puntos de equilibrio son x = 2 y © = —2. Clasifiquemos los puntos
realizando una tabla de signos:

| | (—00,—2) [ (-2,2) | (2,00) |

4+ z? + + +
2—zx + + —
T+ 2 — + +
(16—t - |+ [ = |

Con esto podemos clasificar los puntos:

= Como antes de —2 la funcién es decreciente y creciente después de —2, se tiene
que x (t) = —2 es un repulsor o fuente. Asimismo, es un equilibrio inestable.

= Como antes de 2 la funcion es creciente y decreciente después de 2, se tiene que
x (t) = 2 es un atractor o sumidero. Asimismo, es un equilibrio estable.

(b) Como la funciéon parte en 0, se tiene que alejar de —2 y acercarse a 2 creciendo

monotonicamente. Por lo tanto lim x (¢) = 2 y un esbozo de la grafica de la funcion
T—r00

sera:
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1.5 1

0.5

Encuentre todos los puntos de equilibrio de la ecuacion

4_ .3 2
— =1 -1 -2z
dt

y determine su estabilidad. ;Cuéales son atractores (sumideros) y cuales repulsores (fuentes)?

Solucion:

Partimos determinando todos los puntos de equilibrio igualando a cero la ecuacion au-
tonoma:

et =t -2 =0— 2" (P —2—-2)=2"(z-2)(x+1) =0

Es decir, los puntos de equilibrio son x = 0, z = 2 y x = —1. Los clasificamos realizando
una tabla de signos:

‘ ‘ <_007 _1) ‘ (_17 0) ‘ (07 2) ‘ (27 OO) ‘
z? + + + +
T —2 — — — +
r+1 — + + +
| 2t — 2% — 247 - - | =1 +

De aqui se deduce que:
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= Antes de —1 las soluciones son crecientes y después de —1 son decrecientes, por
lo cual —1 es un atractor o sumidero y por lo tanto un equilibrio asintéticamente
estable.

= Antes de 0 las soluciones son decrecientes y después del punto también, por lo cual
0 es un nodo y por lo tanto un equilibrio inestable.

= Antes de 2 las soluciones son decrecientes y después del mismo punto son crecientes,
concluyendo asi que 2 es una fuente o repulsor y por lo tanto un equilibrio inestable.

O

Considere el problema de valor inicial ¥’ = (1 — 3?) (y + 2), ¥ (0) = a.

Determine todos los valores de a € R de tal manera que lim y (z) = 1.
T—00

Solucioén:

Analicemos los puntos de equilibrio y clasifiquémolos. Ello nos permitira determinar
el comportamiento asintético de las soluciones y con ello las condiciones iniciales que
satisfacen la condicion pedida. Partimos igualando a cero la ecuaciéon auténoma:

(1= )w+2)=1—-y) 1+y) (y+2)

Es decir, los puntos de equilibrio son y = 1, y = —1 e y = —2. Realizando una tabla
para clasificarlos:

| | (—00,—2) | (=2,-1) [ (=1,1) | (1,00) |

11—y + + + —
I1+y — — + +
y+2 — + + +
-+ + | - T + 1 -]

Es decir, se tiene la siguiente clasificacion de acuerdo a lo ya estudiado:

= El punto x = —2 es un atractor o sumidero y por lo tanto un equilibrio asintoti-
camente estable. Cualquier punto en la vecindad de —2 tenderé asintéticamente a
este limite.

= El punto z = —1 es un repulsor o fuente y por lo tanto un equilibrio inestable.
Cualquier punto antes de —1 tendera a —2 y cualquier punto después a 1.

= El punto z = 1 es un atractor o sumidero y por lo tanto un equilibrio asintética-
mente estable. Cualquier punto en la vecindad de 1 tendera asintoticamente a este
limite.

De lo anterior, se deduce que para toda condicion inicial y (zg) > —1 tendra como limite
1, de modo que a € (—1, 00).

80



Encuentre todos los puntos de equilibrio de la ecuacion auténoma

d
d—f:(wg—ﬁ)cost ; para —2<x <2

y clasifiquelos. ;Cuéles son atractores (sumideros) y cuéles repulsores (fuentes)?

Solucion:

Partimos igualando a cero la ecuaciéon autéonoma para determinar los puntos de equilibrio.
Se tiene que:
f(z) = (2° — 2%) cos 2z = 2” (1 — x) cos 2z

Luego, esta ecuaciéon se anula cuando z = 0, cuando x = 1 y cuando cos2x = 0. Es
decir, cuando:
™
2x:i§+2/€7r ;. kel

T m
Para el intervalo [—2, 2] las soluciones ttiles son —— y —. Graficando la funcion cos (2x):

A

-11/2 0 E

Luego, podemos confeccionar la siguiente tabla de signos:

(2-7) [ (29 [(3) [GY [
Y 4 47 Y 4 4 Y 7
z? + + + + +
11—z + + + + —
cos 2x — + + — —
ol - [+ [+ [ = ]+ ]
Se sigue que:
= —g corresponde a un repulsor o fuente. — equilibrio inestable.

= 1 = 0 corresponde a un nodo. — equilibrio inestable.
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w . ey .
= 1 corresponde a un atractor o sumidero. — equilibrio asint. estable.

= 1 = 1 corresponde a un repulsor o fuente. — equilibrio inestable.

Para la ecuacion diferencial ¢/ = (y — 1) sen (y?):

(a) Determine y clasifique sus puntos de equilibrio.

(b) Para y(t) solucién de la ecuacion, con y(0) = a, dependiendo del valor de a, con
—2 < a < 2, determine:

Li=limy(©) v L= lin oy

Solucion:

(a) Partimos igualando a cero la ecuaciéon auténoma para determinar los puntos de
equilibrio:
(y—1)sen(y’) =0 —y=1Vsen (y°) =0

La segunda ecuacion nos indica que:
vV =kr ; ke
Sin embargo, como y? es siempre positivo nos quedamos con k € N U {0}. Despe-

jando,
y==+Vkr

Analizar los signos en este caso no resulta ser una tarea sencilla pues el compor-
tamiento de la funcién seno es variable. La forma méas sencilla de entender esto es
recordando la gréfica de la funcién seno:

0 —

4 D N N ™

Aqui podemos observar lo siguiente:

» Para multiplos de 7 impares, es decir (2n + 1) 7 con n € N, la funcién seno es
positiva antes y negativa después.

= Para multiplos de 7 pares, es decir 2n7w con n € N, la funciéon seno es negativa
antes y positiva después.

Luego, en general, podemos escribir la siguiente tabla:
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Te
: /N
S K
\<.\—]/ Nz /N /N
~ L & &
| \ E =
£ £ g +
= € |5
+ | |+ e
5 |5 L e
S I P RO E
\l/ \_‘/ S|l |2
y—1 — - | =]+ + +
sen (y?) + | - |+ |+ - |+
(o= Dsen G| = |+ [ =[] =]+
Analizando la tabla se deduce que: (n € N)
= Puntos de la forma —+/(2n + 1) 7 son repulsores o fuentes y por lo tanto equi-

librios inestables.

= Puntos de la forma —+/2n7 son atractores o sumideros y por lo tanto equilibrios
asintoticamente estables.

= El punto x = 0 es un atractor o sumidero y por lo tanto un equilibrio asintoti-
camente estable.

= El punto z = 1 es un repulsor o fuente y por lo tanto un equilibrio inestable.

» Puntos de la forma +/(2n + 1) 7 son atractores o sumideros y por lo tanto
equilibrios asintéticamente estables.

= Puntos de la forma v/2nm son repulsores o fuentes y por lo tanto equilibrios
inestables.

(b) Para a € (—2,2) encontramos los siguientes puntos y desde ahi podemos deducir
los valores de sus limites en 4-o0:

s — /7~ —1,77 que es un repulsor. Se sigue que:
e Paray € (-2, —/7):

lmy(t)=—V2r y lim y(t)=—7
t—00 t——o00
e Para y € (—/7,0):

lmy(t)=0 y lim y(t)=—v7

t—o00 t——o00

» 0 que un atractor. Se sigue que para y € (0,1):

lm y (1) =0 y lim y(t) =1

t—o00
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= 1 que es un repulsor. Se sigue que para y € (1,/7):

limy (1) = V7 vy lmy(t) =1

t—o0
» /7 &~ 1,77 que es un un atractor. Se sigue que para y € (1/7,2):

V2r

lmy(t) = vr y  lim y(t)

t—o00
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2. Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Definicion: Sea la ecuacion diferencial

G(z,y,y,...,y") =0

Se dice que una ecuaciéon diferencial es lineal con tal que y y sus derivadas lo sean. Por lo
tanto, una ecuacion lineal de orden superior es de la forma:

an (@) y™ (@) + - +ar (2)y +ao () y +b(x) =0 (17)

Asimismo, esta se dice homogénea si b (z) = 0.

2.1. Introduccién: teoria general, existencia y unicidad

Teorema: (Principio de superposicion) Sean vy, ..., ¥y, soluciones de la ecuacion lineal ho-
mogénea en el intervalo /. Entonces,

y=ciyi+ -+ Culn

también es solucién de la ecuacién en I.

Demostracion:

Se tiene por hipotesis que:

a, () yin) +otar (@)Y +ag )y = 0
an (2)y™ + -ty (@)Y 4 ag ()Y = 0
Luego, para y = c1y1 + - - - + Cuyn:
y/ — ('j]y/l + . + CTL:( ;7,
y(n,) _ Cnyin) 4ot (?71,11/5,”’)

Reemplazando en la ecuacién diferencial y reordenando en términos de las constantes obtenemos
que:

an () Y™ + - ()Y +ag(x)y = o [an (x) yin) + -+ ag(x) yl} +
e, [a,,,, () y™ + -+ ag (2) y,I}

Como cada uno de los miembros que acompana a las constantes es cero, entonces todo el resultado
es cero, demostrando asi lo pedido. [
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Teorema: (Ezistencia y unicidad) Suponga el problema con condiciones iniciales
y" (@) +enmr (@)Y by = f (2)
y(a) = by
y(n—l) ((l) = bn—l

Si f(x) y ¢ (x) son continuas para todo i € {1,...,n — 1} en un intervalo I tal que a € I,
entonces el problema tiene solucién tnica en I.

Dependencia lineal de funciones. Si encontramos n soluciones particulares de la ecuacion
an(z)y™ + ...+ ay(x)y + ag(z)y = 0

y consideramos las condiciones iniciales y(a) = by, . . ., "V (a) = by. Recordamos que una solucién
puede escribirse de la forma

Yy=cyi+ ...+ Cln

Luego, se verificara el sistema:

ayi(a) + ...+ cpyn(a) = by

clygn_l)(a) +...+ cny,(l"_l)(a) = b,

donde tenemos n ecuaciones, y n incognitas: ci,...,c,. La pregunta es: jcomo garantizamos que
la solucién sea tnica para cq,. .., ¢,? (no confundir con y(x)) Escribrimos matricialmente:

yi(a) T Yn(a) C1 bo

yW @) -y V)] \en bn

El algebra lineal nos dice que tendra soluciéon tnica si y solo si la matriz es invertible, lo que
verificamos por medio del determinante.

Definicién: Sea el conjunto de funciones {y1,...,y,}:

s es linealmente independiente en el intervalo I si

anp+t ... Fay,=0<¢=0 M <i<n)(Vrel)

= es linealmente dependiente en I si existen constantes ¢y, ..., ¢, no todas nulas tales que

ap+...+tey, =0 (Vrel)
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Verifique que las funciones y; () = €* e y (x) = wze® son linealmente independientes en
cualquier intervalo.

Solucién:

De acuerdo a lo visto anteriormente, basta demostrar que el Wronskiano es distinto de
cero. Para ello, derivamos:

e* xe®
W{exaxew} - e % + e = 6296 7é 0

Por lo tanto, como el Wronskiano es distinto de cero para todo x, el conjunto de funciones
es l.i. en cualquier intervalo.

Demuestre que el conjunto de funciones

3
t tan (2 t
{arc an (x) ,arctan (2z) , arctan (1 — 2x2)}

es linealmente dependiente y muestre una forma de expresar alguno de sus elementos como
combinacion lineal de los otros.

Solucion:

Derivando para determinar el Wronskiano:
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1 3(1—222) + 1227

/
ys (x) = 022 (1— QIQ)Q
b (1 —222)
3142 3(1+22?)
C(1—222)7 4922 1+ a2+ 4da?
3(1+ 22?)

(14 22) (1 + 42?)

4 () = o (2) + 4 2)
Integrando:

ys(z) = y1 (z) +y2 (z) + ¢
Como y; (0) =32 (0) = y3 (0) = 0, entonces ¢ = 0 y por lo tanto,

ys (z) =y (2) + 2 (2) |

De esta forma, las funciones son claramente 1.d. l

Podriamos seguir derivando, pero aqui ya estamos en condiciones de notar que:

Formula de Abel. Consideremos la ecuacion lineal homogénea de segundo orden

y'+ P(x)y +Qz)y =0

Sean v, yo dos soluciones particulares. Entonces, se tiene que

v+ P@)yy + Q@) = 0 /-y
Yo + P2y, + Q) = 0 /-y

Restamos ambos sistemas multiplicados por las respectivas funciones:
Y1 Y2 — Yo 1 + P(x) (y1y2 - yz?Jl) =0
En términos de las derivadas de las funciones, sabemos que:

W) = nys — Y1y2
W (x) = yivh +vs — Yiys — Yiye = 11y — Y1
Por lo tanto, la resta de las ecuaciones escrita en términos del Wronskiano queda:
W' (x) = =P (x) W (v)

Resolviendo esta ecuacion diferencial obtenemos que:

W(z) = ke~ J Pla)de
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donde £ es una constante arbitraria que se puede determinar a partir del sistema. Esta formula se
conoce como férmula de Abel y resulta de gran utilidad para realizar demostraciones de indepen-
dencia lineal en las soluciones de ecuaciones lineales homogéneas. A modo de ejemplo, un corolario
inmediato es que W (x) # 0 para todo x (cuando k # 0) 6 W (z) = 0 para todo = (cuando k = 0).

Considere la ecuacion diferencial
y'+a(@)y +o(z)y=0

donde las funciones a (x) y b () son continuas en el intervalo [0, 1] y sean y; e y, dos soluciones
de ella.

(a) Demuestre que si y; (z9) = ya2 (x9) = 0 para algin zy € (0,1), entonces y; e y son
linealmente dependientes.

(b) Suponga que ¥y, e yo tienen ambas un punto de inflexion en algtin zy € (0,1). Demuestre
que si a (zg) y b(xg) no son ambas cero, entonces y; e y, son linealmente dependientes.

Solucién:
(a) Sabemos que el Wronskiano de esta ecuacion diferencial es:
/ /
W (z) =y1yp — Y12 — W(0) =0

De la formula de Abel sabemos a su vez que:

W (z) = ke~ ] o@)dz =0 k=0

Por lo tanto, W (z) = 0 para todo z (exactamente lo que se enuncia en el corolario),
y por lo tanto y; e y, son linealmente dependientes. B

, 3 ¢ aa o 1A p ana ! /) o
(b) Como y; e yo tienen ambas un punto de inflexion en g, entonces yf (o) = y4 (z¢) =
0. Se tiene entonces que:

W/ (T) _ ylyg o yi’yz — (:I’) kfi_fa(m)dm'
Para x( se tendra entonces que:
W/ (IQ) =0= —q («IO) ke—fa,(:l:)d:}c

Como a () no es cero por hipdtesis y la exponencial tampoco puede serlo, entonces
k =0y por lo tanto para todo = € (0,1) se tendra que:

W(z)=0|

De esta forma, las funciones son linealmente dependientes. B
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2.2. Ecuaciones homogéneas de coeficientes constantes

En esta seccidn resolveremos un caso particular de ecuaciones diferenciales lineales de orden su-
perior, correspondientes al caso en que los coeficientes que acompanan a y y sus derivadas son
constantes.

2.2.1. Fundamentos teodricos

Antes de proceder a resolver ecuaciones de este tipo, debe tenerse claridad de los fundamentos
tedricos inherentes al procedimiento que se describird. Para ello, realizaremos un breve repaso de
los conceptos clave de esta seccion.

Teorema: Sean vy, ..., y, soluciones linealmente independientes de la ecuaciéon homogénea
Y™+ ena(@)y" T+ oy =0

Si ¢p1(z),. .., co(z) son continuas en un abierto I e Y es cualquier solucion de la ecuacion
homogénea, entonces existen cy, ..., c, reales tales que

Y =cayi(z)+ ...+ coyn()

para todo x € I.

Solucién general de ecuaciones no homogéneas. Una ecuaciéon no homogénea de orden n es
de la forma

Y+ i)y 4 A paca (2)Y 4 pa(2)y = fl2)

Y tiene asociada la ecuacion homogénea

V' 4+ @)y 44 paa (@)Y + palw)y =0
Supéngase que conocemos una solucion particular y, de la ecuacion no homogénea. Cualquier
solucion y de la ecuacion no homogénea verificara que

n—1)

W —9)™ +p1(2) (¥ = y) "+ A Pt (@) (Y — yp) + pa(2) (y — yp) = flz) — f(z) =0

Por lo tanto, y — ¥, es una solucién de la ecuaciéon homogénea. Es decir, y, = y — y, de donde se

concluye que
Y="Yn+Yp

Del teorema anterior, si tenemos ¥, ..., ¥y, soluciones particulares linealmente independientes del
problema homogéneo, entonces llegamos a que

Yy =ciy+ oty + )
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Coeficientes constantes: la ecuacioén caracteristica. Sea la ecuacion homogénea
/
any™ + ..+ ay +agy =0

con a, ..., aq coeficientes constantes y a,, # 0. Consideremos que una solucién serd de la forma
y = e’ con r a determinar, por lo que

y la ecuaciéon queda de la forma
e (apr™ 4+ ...+ ar +ap) =0

Como e > () para todo x € R, los valores de r los determinaremos por medio del polinomio de la
derecha.

Definiciéon: Para la ecuacion de la forma a,y™ + ...+ a1y’ + aoy = 0, se denomina ecuacion
o polinomio caracteristico a la ecuacion

apr" 4+ ...+ ar+ayg=0

A modo de observacion, puede notarse que e** y e* con o # /3 son un conjunto 1.i. Obsérvese que:

o eﬁm

e Beﬁm

Wi(x) = =(B—-a)e* £0 (Vx€R)

Raices reales distintas. Si las raices reales son distintas, esto motiva el siguiente teorema:

Teorema: Si las raices rq,...,r, de la ecuaciéon caracteristica en son reales y distintas, en-
tonces

y(x) = e 4+ ...+ cpe™”

es la soluciéon general de la ecuacion.

Raices reales repetidas. Supongamos la ecuacion caracteristica de una ecuacion diferencial de orden
k:

(r—ro)f =0

Evidentemente r( es raiz y €% es una soluciéon. Sin embargo, nos faltaran k — 1 soluciones L.i. para
obtener la soluciéon general. De esta ecuacion debemos desprender k£ — 1 soluciones 1.i. més.
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ecuacion. Vemos que:
g (z)=ue

T0% gea solucion de la

Una sugerencia es intentar buscar una funcion u(x) tal que g(z) = u(x)e
! _rox +T0ueTox

dx

vV
dg —Trog

d
ro | g = u'e"™" + roue™* —rque™”
dz

Esto lo podemos generalizar en que

i —7r ’ — (ik_u erox
dz o) 9= dz*

Como queremos que sea solucion de la ecuacion homogénea, ocurrird que

d \"  rdu e _ g
ar ) 9T \ar ) T

d*u
Lo que implica que debe ocurrir que — = 0. Intengrando, se obtiene que:
x

u(x)=co+car+...+c 12"

Es decir, otra solucién de la ecuacion es de la forma

y = (co ez 4.+t ) e’ov

Podemos notar que ze™?, . .., z¥~1e"? son soluciones particulares de la ecuacion diferencial original.

Esto se resume en el siguiente resultado:

Teorema: Si la ecuacion caracteristica tiene una raiz repetida con multiplicidad k, entonces
la parte de la solucion general de la ecuacion diferencial correspondiente a 7y es de la forma:

(c1 4+ e+ ...+ gzt eo”

(a+b)z o9 decir, la solucion

Raices complejas. Si introducimos un niimero complejo de la forma e
obtenida de una raiz compleja de una ecuacion caracteristica, obtenemos que

ela e — 6% (cos br 4 i sen ba)

Por otro lado, las raices complejas siempre se presentan de a pares en todo polinomio: la raiz y su

conjugado. Si tenemos una ecuacién caracteristica de la forma
(r—a+bi)(r—a—>b)=0
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las dos soluciones particulares seran vy, = €@t y ¢, = e(@=¥)7 Desarrollando, la solucion general
queda de la forma:
y=c1y1+ cys = cre®(cosbr +isenbx) + coe® (cosbr — isen br)

= (c1 + c2)e* cosbx + (c1 — cg) i sen bx

Haciendo di = ¢; + ¢3 y dy = (¢1 — ¢2) @ concluimos el teorema que a continuaciéon se enuncia.
Notemos que cos(ax) y sen(ax) son funciones linealmente independientes:

W (cos(x),sen(x)) = iigg; —CSSI(la(Z;:) = —sen?(x) — cos’(z) = —1 #0

Teorema: Si la ecuacion caracteristica tiene una pareja de raices conjugadas no repetidas
a+ bi, entonces la parte correspondiente de una solucién general de la ecuacion tiene la forma

e (cq cosbr — cosen bx)

Como observacion final, si el par conjugado z = a + bi tiene multiplicidad k, entonces la parte
correspondiente de la solucion general tiene la forma

(a0 + arz + ...+ ap 12" )T 4 (b + by + 4 b gzt el

— W (aoebazi + boe—bxi + :E(aleba:i + blebzi) 4.+ xk—l(ak_lebm + bk_lebxi))

Notamos que

ape”™ + boe " = ag(cosbx + isen bx) + by(cos br — i sen br)

= c¢gcosbr + dysenbr
Se puede proceder de forma analoga en todos los casos. Reemplazando en la expresiéon anterior,

= e [cocosbr + dysenbr + z(cy cosbr + dysenba) + ... + ¥ (¢j_y cos bz + dj,_y sen b))
k-1
= ™ Z 2 (¢; cos bx + d; sen bx)

1=0

2.2.2. Problemas

Como resumen de la seccidén anterior, se puede enunciar un procedimiento general para resolver
ecuaciones diferenciales de orden superior con coeficientes constantes:

(1) Obtener la ecuacion caracteristica orden n y resolverla.

(2) Para cada raiz 7 puede deducirse que:
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e Si r; es real y con multiplicidad uno, entonces se propone como solucién e™*.

e SirT; = a+bies complejay con multiplicidad uno (asi como su conjugado a—bi), entonces
se proponen como soluciones linealmente independientes e®* cos (bx) y e** sen (bx).

e Si 7y es real y con multiplicidad ¢ > 1, entonces se proponen ¢ soluciones linealmente
independientes dadas por:

Ykl = et
Yo = xe”
Yre = xZ—lerk:c

e Sirp = a+bi es complejo y con multiplicidad ¢ > 1, entonces se proponen 2/ soluciones
linealmente independientes dadas por:

Yol =€ cos(br) v yp1o = e sen (bx)
Yro1 = xe®cos (br) vy Yroo = xe sen (br)
Yror =27 cos (b)Y Yrpo = 77 e sen (b)

(3) Digamos que cada una de las n soluciones linealmente independientes estan denotadas por
Y1, - - -, Yn, entonces la solucion general viene dada por:

Yy (l‘) =Gl (I‘) + ot Caln (l‘)
con cy,...,c, coeficientes a determinar de acuerdo a las condiciones iniciales.

(4) Reemplazar en las n condiciones iniciales (si son especificadas) para obtener asi la solucion
particular.

Procedamos a resolver algunas ecuaciones para entender estos ejemplos.

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) y"+3y" +2y =0.
(b) y/// + y// _ 2y — O

Solucién:
(a) El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es:
P +3r+2=0—(r+1)(r+2)=0—r =—1Ary=-2
De esta forma, la solucion general queda expresada como:

2

y (1) = c1e™ + o€ = cre” " + cpe” 2,
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(b) La ecuacion caracteristica asociada en este caso es:
4 —2=0.

Por inspecciéon notamos que 71 = 1 es solucion de la ecuacion diferencial. Dividiendo
el polinomio caracteristico por r—1 obtenemos que r3+r*—2 = (r — 1) (r? + 2r + 2).
De esta forma, extraemos las raices de r? + 2r + 2 mediante la férmula conocida:

—24++/41—38
r=——o——=-lti—n=-l-iAn=-1+i

Es decir, la solucién general queda expresada como:

y(z) = c1e” + ce” T cos (x) 4+ cge” " sen () |

Resuelva el Problema de Valor Inicial " — 2y’ + 2y =0, y (1) = €™, ¥/ (7) = 0.

Solucion:

Se tiene que el polinomio caracteristico asociado es r? — 2r 4+ 2 = 0, cuyas raices son:

2+ /438
r:+i2:1ii

Es decir, la solucion general de la ecuacion es:
y (z) = c1e” cos (x) + c2e” sen (x)
Haciendo y (7) = €™ se tiene que:
y(m)=—ce"=€e"— ¢ =—1
Derivando para reemplazar en la segunda condicién inicial:
Y (z) = c1e” cos (z) — c1€” sen (1) + co€” sen (x) + coe” cos (1)
Es decir,

Y (m)=—cre" —e" =0— —(c1+ )" =0—c; +c=0

Por lo tanto, co = 1 y asi concluimos que:

y (x) = €® [sen (z) — cos (x)]|.

Dado que y = senz es una solucién de la ecuaciéon
y(4) . 4y/// + 5y// . 4y/ + 4y _ 0
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encuentre la soluciéon general de dicha ecuacion.

Solucion:

El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es:
rt— 43 450 —dr+4=0

., Coémo podemos factorizarlo facilmente? jUtilizando la informacién que se nos entregal
Si y(z) = senx es solucion, entonces 0 % i son raices del polinomio caracteristico. En
otras palabras, este es divisible por 72 + 1. Realizando la divisién larga obtenemos que:

A 5 —dr 4t 1= —dr + 4
Es decir,
rt— At 45 —dr + 4 = (r2—4r+4) (T2+1) :(T—Q)Q(T2+1)

Luego, las raices son 2 (con multiplicidad 2) y +i, por lo que las 4 soluciones linealmente
independientes son:

yi(x) =e ;Yo (z) = ze?”

ys () =sen(z) e y4(x)=cos(z).

Es decir,

y(2) = c1** + cowe™ + czsen () + ¢y cos (z) .

Considere la ecuaciéon homogénea
4ay" +dzy’ —3y =0

(a) Demuestre que para x > 0, la sustitucion ¢ = Inz, la transforma en una ecuaciéon
diferencial lineal con coeficientes constantes.

(b) Calcule funciones ¢1, ¢ soluciones linealmente independientes tal que la solucion y de
la ecuaciéon homogénea se representa por y = c1¢1 + Coo.

Solucion:

(a) Deseamos convertir la ecuacion diferencial a una ecuacion en que las derivadas de
y aparezcan con respecto a t. En la ecuacion diferencial podemos hacer aparecer
estas derivadas utilizando la regla de la cadena:

dy dydt

dr ~ dtdzx

Derivando nuevamente con respecto a x, debemos notar que como y depende de t
(y este a su vez de x), entonces ambas derivadas en el producto dependen de x y
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por lo tanto debemos derivar utilizando regla del producto:

Py _ A (dyde) _d (dy)de dy e
dtdz)  dax \dt ) dx  dt da?

dz?2 ~ dz

Aplicando la regla de la cadena en el primer término de la suma podemos notar

que:
d _ddt dtd

de ~ dtde  dedt

Es decir,
Py (At d’y\ dt | dyd*t
dz?2  \dzd2 ) dz  dt da?
A%y [ dt 2+dy d*t
de?z \ dx dt da?
En la sustitucion notamos que:
1 &t 1
de = da? a2
De esta forma,
dy _ 1dy
de  zdt
d’y  1d% 1dy
de2  22de2 a2 dt

Reemplazando en la ecuacién diferencial:

1d% 1dy 1dy
4y +dxy —3y = 427 | ——2 — =2 | +do——= =3y (t
TY ey = oy ‘ <x2dt2 x2dt)+ voar W
d? d d
SR S N 0.

dt? dt dt

Es decir, obtenemos asi la ecuacion diferencial de segundo orden de coeficientes
constantes:

d*y
4= — 3y (t) =

y demostrando asi lo pedido. B

El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es

V3

4r2—3:0—>r:j:7.

De esta forma,

y(t) = cleét + CQe’ét
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Como t = In z, reemplazamos y obtenemos la soluciones 1.i. en funciéon de z:

V3 V3

y(t) =cx2 + e 2,

de modo que | ¢; (z) = o7 V¢ (z) = o (o vice versa).
U
(a) Demuestre que la ecuacion
29 +32dy—zﬁl+2 —0
T P

puede volverse una ecuacion lineal con coeficientes constantes con el cambio de variables
r = e'. (Ayuda: Use la regla de la cadena para transformar derivadas respecto a z en
derivadas respecto a t)

(b) Resuelva la ecuacion anterior.

Solucion:

(a) En la sustitucion, se tendra entonces que ¢t = Inz. Luego, ya dedujimos en la
pregunta anterior que:

dy  dydt
dz ~ dtdz
Py Py dt\?  dy d*
a2 MQQM>+an

Derivando nuevamente la segunda expresion,

sy LU () By
dae3 dt2 dt? do da? de dt ) dz? * dt dz?

dy d*y dt d*  dt d*y d*t  dy d’t
—@4 ) ‘Parar T marar i as
&y d®y dt d*t  dy d3¢
_d( ) YW drd? T dtde
Eb dGCII‘ como g = l ﬂ = ! y d3 = 3 entonces:
dr 2z dz2 227 da? ¥
dy 1 dy
dr ~ xdt
d’y  1d% 1dy
ﬂi_iﬂﬁ_ﬁE
d3y 1 By 3d% 2dy
de® — 23dB A2 B dt
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Reemplazando en la ecuacion diferencial:

,d%y d*y dy d’y d*y dy d’y  dy dy
3 2
— 3 —=20—+2y = | — =35 +2— |3 | w5 — = | 22 ({) =
’ da3 ‘ da? xdx Y (dt5 dt? dt) (dt2 dt) dt y(®)

Reordenando términos, obtenemos asi la ecuaciéon diferencial:

&y dy
Y 3% o) =0
AT A

(b) El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es:
3 _
" —=3r+2=0

Por inspeccién, una solucion es r = 1. Luego, realizando division sintética obtene-
mos asi que:

P=3r+2=>r-1)(*"+r—-2)=(Fr-1)(r+2)(r—1)=0

Las raices son 1, con multiplicidad 2, y —2, con multiplicidad 1. Luego, la soluciéon
general a la ecuacion es:

y(t) = cre’ + eate’ + cze.

Volviendo a la variable original mediante ¢ = In z:

y () :clx—l—chlnx—i—C—z :
T

O

(a) Encuentre criterio sobre los parametros reales b, ¢ para que cada solucién y de la ecuacion

y' +by +cy=0
satisfaga lim y (¢) = 0.
t—r00

(b) Para la misma ecuacion anterior, encuentre condiciones sobre b, ¢ para que cada solucion
y no idénticamente nula de la ecuacion tenga no mas de un punto critico.

Solucion:

(a) Se tiene que el polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es:
—b+ Vb? — 4c
rn =
—b+ 02 —4c 2
5 —

—b— /B2 — dc
2

P4+br+c=0—1r=

T =

De aqui distinguimos dos casos de acuerdo a las raices:
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s Sib? — 4¢ > 0 la solucién seré de la forma
y(r) = cre™ + cpe™”

Para que el limite de esta funcién sea cero, ambas exponenciales deben ser
decrecientes. Es decir,
r <0 y 7r<0

Resolviendo la primera condicion,
b+ V2 —de <0 — VB2 —dc<b— b —de < b — c> 0.
Resolviendo la segunda condicion,
b~ VB —4c <0 — b+ Vb2 —4c >0
Si b > 0, entonces la solucién es b > 0. Si b < 0, entonces

V2 —4c>—-b>0

Elevando al cuadrado,
b —de > b — c<0.

Resumiendo,
V¥ —4¢>0 , ¢>0 , b<0—c¢<0

Como la segunda condicion se contradice con la tercera, no es posible tomar el
caso b < 0 y por lo tanto las condiciones son en este caso:

si b2—4020,entonces’c>0\y’b>0‘.

Obsérvese que b es mayor estricto que cero pues b = 0 no es posible considerando
que ¢ > 0y b > 4c.

» Sib? —4c < 0, entonces las soluciones seran de la forma:

b, dc — b2 by, Ve —b?
y(z) = cre” 2% cos — ) teesen | ———u

Para que el limite sea cero, y considerando que las trigonométricas estédn aco-
tadas, la condicion que debera cumplirse es que las exponenciales sean decre-
cientes. Luego,

b
—§<0Hb>0

Es decir, en este caso:

sib® —4c < 0, entonces b > 0
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» Si b? — 4c = 0, habra una raiz con multiplicidad dos: r = —b/2. Las soluciones
seran

b b
y(z) = cre 2" + cowe 2"
Luego, al igual que en el caso interior, se impone b > 0.

Uniendo las condiciones condiciones deducimos finalmente que las condiciones son:

b>0,yc<0sib>—4¢>0

(b) De acuerdo a los mismos casos anteriores,

= Sib? —4c > 0, entonces la solucion sera de la forma
y(x) = c1e™® + coe™®
Derivando, para poder hablar de puntos criticos:
Y (x) = crrie™® + corge”®

. Puede esta funcion anularse més de una vez? Supongamos que si, entonces si
estas raices son x1 y so:

T1Z1

re Co
c1r €+ coree’? =0 —» — =
o€ C1

rixTe
e Co
cire ™ 4 Corae™™ =0 — — = ——
To€ C1

Dividiendo las ecuaciones del lado derecho, obtenemos asi que:
elri—r2)(@i—z2) _ 1
Entonces,
(Tl — T’Q) (IL‘l — ZL'Q) = 0

Como 7, # 15 pues b*> — 4c > 0 en este caso, entonces necesariamente r, = xo y
se llega asi a una contradiccion. De esta forma, en este caso si habré un tnico
punto critico.

= Sib? —4c =0, entonces

y(x) = cre"™ + coze™,
b :
conr = —5 Derivando,

Y () = crre’™ + e’ + corwe™ = (e1r + co + corw) €7

Como e nunca se anula, necesariamente la ecuacion de la recta debe anularse,
y esto se logra tnicamente en un solo punto. De esta forma, en este caso la
solucion es tnica.
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» Sib? —4c < 0, entonces la solucién serd

Ve — b? ) b, (\/4c—b2 )
—— T | + e 27sen | ——=

b
= 27
y(z) = cre” 2% cos ( 5 5

Derivando, apareceran nuevamente términos con senos y cosenos, los cuales
para anularse no tienen solucién tinica. De hecho, existiran infinitas soluciones y
por lo tanto infinitos puntos criticos. De esta forma, este caso queda descartado.

Concluimos entonces que la condicién para que la solucién idénticamente no nula

tenga a lo mas un punto critico es |b* > 4c/|.

Hallar los valores de o y 3 para que el problema de valores iniciales
y'+3y —10y=0, y(0)=a,y' (0)=4

tenga una solucion no trivial (y # 0) para la cual £ = 0 sea un punto de inflexion.

Solucion:

El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial es:
r?+3r—10=0— (r+5)(r—2) =0.
De esta forma, la solucién general de la ecuacion diferencial es:
y(z) = cre7° + cpe* = 0.
Imponiendo la condicién inicial,
y(0)=c1+c=q.

Derivando,
Y (7) = —5cre”" + 2cpe™.

Imponiendo la segunda condicion inicial,
y' (0) = —=5¢; + 2¢5 = .
Asimismo, derivando por tercera vez,
y' () = 25c1e” %" + dege”
Imponiendo la condicién de punto de inflexién en el origen:

y" (0) = 25¢; +4c, =0
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Generamos asi el sistema:

c1+c = «
—5(; + 202 = ﬁ
25¢1 +4cs = 0

Debemos encontrar a y 5 de modo que el sistema tenga solucion tal que ¢; y ¢ no puedan
ser cero simultaneamente. Multiplicando por dos la primera ecuaciéon y resténdole la

segunda:
200 — 3
701:20z—6—>01:%
Ta—2a+p3  Sa+p3

7 7

Como co =a—c¢; — o = . Luego, imponemos que:

2%a—B  Ba+8
2507"+4°”;F —0— 700 — 218 =0

. 3 . :
Es decir, a = 1—05 Sin embargo, ¢; y ¢ no pueden ser cero simultaneamente, de modo
que:

2a—ﬂ7é0—>a7é§ y 5a+/)’7£0—>(x7é—§

Como o = —f es la condicion, basta que a y § sean no nulos para imponer la condicion.

Concluimos asi que las condiciones buscadas son:

3
u OZ—TOB

o #0.
= 540.

Ecuaciones no homogéneas: coeficientes indeterminados

Consideramos ahora el caso no homogéneo de la ecuacion lineal con coeficientes constantes. Es

any" + ...+ @y +ay = f(x)

Por el teorema de 3.1.5, la solucion tiene la forma

Y=1Yp T Yn

Ya conocemos el procedimiento para determinar ¥, en esta ecuacién. Falta hacerlo para y,, y este
es el objetivo de este apartado.

El método de los coeficientes indeterminados es una manera directa de encontrar y, cuando

la funcién es lo suficientemente sencilla como para poder hacer una suposiciéon general acerca de
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su forma. Aplica siempre que f(x) es una combinacion lineal finita de productos de funciones de
este tipo:

= Polinomios.

= Exponenciales.

» Senos y cosenos (exponenciales elevadas a nimeros complejos).
Podemos enunciar entonces las siguientes reglas:

» Regla 1: (Ningin término en f(x) o sus derivadas satisface la ecuacién homogénea asociada)
Se toma como solucién tentativa una combinacion lineal de todos los términos y sus derivadas
que sean linealmente independientes. Se determinan los coeficientes por sustitucion tentativa.

» Regla 2: Si la funcion f(z) es de la forma P, (z)e"* coskx 6 P, (x)e"™ sen kx, entonces la
solucion tentativa de y, es de la forma

yp(x) = 2° [(Ag + A1z + ... + Apa™) e coskr + (By + Biz + ... + B,a™) € sen kx|

Otro enfoque: aniquiladores. Como ya sabemos, un sistema lineal con coeficientes constantes
tiene asociado un operador lineal escrito en términos del operador derivada. Para la ecuacion

any" + ...+ ay +apy = f(z)

la, transformacion lineal asociada es L(f) = a,D"f 4+ ...+ agD f y esta puede ser reescrita como

Como f(z) bajo las condiciones dadas es la funcion de una ecuacion lineal homogénea M, se tiene
que
M(f) = M(Ly) =0

El objetivo es determinar las transformaciones M tales que M(f) = 0, ya que de esta forma
crearemos una ecuacion con mayor cantidad de raices, pero homogénea.

Definiciéon: Se define el aniquilador de f(x) como aquel operador M (combinacion lineal de
operadores derivada) tal que M f(z) = 0.

Se resumen los principales aniquiladores en la siguiente tabla:

Funcién Aniquilador
" pntl
et D—a
cos(bt) D? + b?
sen(bt) D? +1?
e cos(bt) | D* — 2aD + a® + b?
e“sen(bt) | D* —2aD + a* + b?
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El método consistira en encontrar este Pr(D) = M, y luego se obtendra la ecuacion
Pr(D)P(D)y =0

La soluciéon particular se encuentra a partir de la ecuaciéon anterior, cuidando que esta no sea
solucion de P(D), ya que en este caso serfa solucion del sistema homogéneo y se llegaria a la
contradiccion 0 = f(x).

Notar ademés que siempre deben haber soluciones distintas a las homogéneas en esta nueva ecua-
cion homogénea, debido a que en caso contrario, todas serfan solucion del sistema homogéneo y se
tendria que f (z) = 0. En el peor de los casos pueden aumentar la multiplicidad de las raices con
los nuevos aniquiladores.

Mediante el método de los aniquiladores o las reglas enunciadas estamos en condiciones de resolver
los siguientes problemas:

(a) Escriba la ecuacion diferencial homogénea de menor orden posible que tenga entre sus
soluciones a la funcion f (t) =t + sen (2t).

(b) Hallar una ecuacion diferencial del menor orden posible que tenga por una de sus solu-
ciones a la funcion E () = e* + tsen (¢) + e ' sen (2t).

Solucién:

(a) Para poder resolver esta pregunta podemos recurrir a lo ya aprendido sobre el
método de los aniquiladores. Para esto, consideramos cada uno de los miembros de
la suma:

» t queda aniquilada por el operador D?, v es el operador de menor grado que
puede aplicarsele para estos propositos.

= sen (2t) queda aniquilada por el operador D? + 4, y de forma aniloga al caso
anterior, es el operador de menor grado que puede aplicarsele.

De esta forma, observe que:
f(t) = t+sen(2t)

— D*f(t) = D+ D*sen (2t)
= D?sen (2t)

— (D*+4)D*f = D*(D*+4)sen(2t)
= 0
Es decir, (D? +4) D*f = (D* + 4D?) f = 0. De aqui se desprende, realizando una

operacion inversa, que la ecuacion del menor orden posible que f debe satisfacer
es:

f(4) +4f// _ 0

(b) Procedemos razonando de forma anéloga a la pregunta anterior:
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» ¢?! queda anulada por D — 2.

» sen (t) queda anulada por D? + 1 y por lo tanto ¢sen (¢) queda anulada por
(D?+1)°.

= e 'sen (2t) queda anulada por [D — (1 — 2i)][D — (1 4+ 2i)] = (D — 1)* + 4, es
decir, queda anulada por D? — 2D + 5.

De esta forma, F (t) queda anulada completamente por la multiplicacion de estos
operadores, i.e. I satisface la ecuacion diferencial

(D—2)(D*+1)° (D> —2D +5)E=0

Posteriormente se puede expandir el polinomio y escribir la ecuacion diferencial de
orden 7 asociada a F. Este (tedioso) ejercicio se deja propuesto al lector.

Encuentre la solucion general de la ecuacion

Y’ — 3y +2y = 2%

Solucion:

Recordamos que la soluciéon a esta ecuacion diferencial se compondra de la suma de la
solucion homogénea con la solucion particular, i.e.

y(z) =y (x) +yn (v)

Resolveremos por separado cada una de estas partes, y en particular, en la solucién
particular (valga la redundancia) aplicaremos tanto el método de los coeficientes inde-
terminados como el método de los aniquiladores.

Solucién homogénea. Partimos resolviendo la ecuaciéon homogénea. La ecuaciéon ca-

racteristica es:
P —3r+2=0—(r—-1)(r—2)=0

Es decir, la solucion homogénea es:

yn (z) = c1e” + e

Solucion particular (coeficientes indeterminados). Para 2% sabemos que debemos
proponer una solucién de la forma a + bx + cz?. Por lo tanto, proponemos:

Yy (1) = a+ bx + ca®
Derivando dos veces para reemplazar en la ecuacion diferencial:

y, () = b+ 2cx
yg () = 2¢
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Es decir,
2¢ — 3 (b+2cx) + 2 (a + bx + cz?) = 2?

Agrupamos en términos de los términos l.i., es decir, las potencias:
(2a + 2¢ — 3b) + (2b — 6¢) x + 2ca® = 2°
Es decir, debera cumplirse que:

20+2c—3b = 0
2b — 6¢c =
2c =

De esta forma, resolviendo el sistema se tiene que a = 7/2,b = 3/2y ¢ = 1/2. Concluimos
que la solucién particular viene dada por:

7 3 1
yp(:c):§+§x+§x2

Y por lo tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial es:

(w)—z+§x+1x2+c e’ + coe®”
Y —57 9 5 1 2

Solucion particular (aniquiladores). Partimos haciendo una observacion importan-
te: mediante este método resolveremos la ecuacion diferencial completa, es decir, obten-
dremos tanto la solucion particular como la homogénea. Reconocemos que la ecuacion
diferencial homogénea queda aniquilada por (D — 2) (D — 1) (el polinomio caracteristico
evaluado en D). Asimismo, 2% queda aniquilado por D? (ver tabla). De esta forma, para
una solucion de la ecuacion diferencial no homogénea:

D*(D—2)(D—-1)y=0
La soluciéon de esta ecuacion de coeficientes constantes es:
y (1) = cr€” + cpe™ + 3 + ey + cx2?

Derivamos dos veces y reemplazamos en la ecuacion diferencial para determinar los
coeficientes:

Y (x) = c1e” + 2c0e** + ¢y + 2057
y' (1) = cie® + depe® + 2cs
Reemplazando,
c16% 4 4coe®® + 2c5 — 3 (cle‘” + 2c0€% + ¢4 + 265$) = 2
e+ 2 (clex + €% + 5+ cax + 05332)
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Agrupando en los términos 1.i.:
2c3 — 3¢ + 25 + (2¢4 — 6¢5) T + 20527 = 22

Observe que los términos de ¢; y ¢o desaparecieron de la ecuaciéon porque se simplificaron
entre ellos. Que estos coeficientes queden indeterminados es precisamente lo
que tiene que ocurrir, pues esto indica que son parte de la soluciéon general y
por ello deben determinarse a partir de las condiciones iniciales del problema.
Debera cumplirse que:

263 — 304 + 205 =0
2C4 — 6C5 = 0
2C5 = 1

Resolviendo este sistema obtenemos los mismos resultados que los obtenidos en la parte
anterior: c3 = 7/2, ¢4 = 3/2 y ¢5 = 1/2. Es decir,

(x) = e” + ¢ 62””+7+3x+1x2
N R S T
—

yn(z) Yp (z)

Acabamos de comprobar que mediante este método se obtienen los mismos resultados,
y se obtiene tanto la solucién general como la particular simultaneamente.

O

Resuelva la siguiente ecuaciones diferenciales mediante el método de coeficientes indetermi-
nados:
y/// - y/ — 629; sen2 (x) )

Solucion:

Partimos resolviendo la ecuacién homogénea. Su polinomio caracteristico viene dado
por:
3 o 2 _ _
P—r=0—r(-1)=r@r-1)(r+1)=0

Es decir, la solucion homogénea viene dada por:
yp (T) = ¢1 + coe” + c3e™”

Ahora determinaremos la solucion particular mediante el método de los coeficientes inde-
terminados. Observamos que sen? (x) no es una expresiéon que reconozcamos facilmente
como un término trigonométrico al que podamos aplicarle el método. Sin embargo, po-
demos notar que:

1 — cos (2x)

2 p—
sen” (z) 5
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De esta forma, debemos resolver:

1 1
y/// o y/ _ §62:15 o 5621 CoS (2:6)

Para cada uno de estos términos proponemos:

» —e¥ — qz®e®®. s = 0 pues la multiplicidad de 2 en el polinomio caracteristico es
cero.

» ——e* cos (22) — x° [be** cos (22) + ce* sen (2x)]. s = 0 bajo el mismo argumen-
to.

Luego, proponemos:
Yy, (1) = ae* + be* cos (2x) + ce* sen (27)

Calculando las derivadas respectivas y simplificindolas para reemplazarlas en la ecuaciéon
diferencial:

y, (x) = —22%* (—a — bcos 2z + bsen 2x — csen 2z — ¢ cos 21
yr (r) = —4e* (—a+ 2bsen 2z — 2ccos 2x)
yr (x) = —8e* (—a+ 2bsen 2z + 2bcos 2z — 2¢ cos 2z + 2¢sen 21)

Reemplazando en la ecuacion diferencial:
2z 1 2x 1 2z
—2e“* (—3a + Thsen 2z + 9b cos 2x — Tccos 2x + 9csen 2x) = 3¢ ¢ cos (27)
Es decir,
2 2x 2x 1 2z 1 2z
6ae™ — 2 (70 + 9c) e* sen 2z + 2 (7c — 9b) €** cos 2x = 3¢ ¢ cos (27)

De aqui desprendemos que:

6 1
a = =
2
—2(7b+9c) = 0
2(7Tc—=9b) = —=
Resolviendo el sistema:
1 9 7
a = — = — _ e —
12 520 520
De esta forma,
1 9 7
yp (x) = EG% + %e% cos (2z) — %e% sen (2)
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Finalmente, la solucion general a la ecuacion diferencial es:

1 9 7
y(z) =c1 + c2e” +c3e " + Eeh + %e% cos (2z) — %e% sen (2z)

Resolver el problema

y" — 5y + 6y = 10sent — 2te* — 6

con condiciones iniciales y (0) = —1, ¥/ (0) = 1.

Solucion:

Solucién homogénea. Partimos resolviendo la ecuaciéon homogénea. Su polinomio ca-

racteristico es:
P =5r+6=0— (r—3)(r—2)=0

Es decir, la solucion general a la ecuacion homogénea viene dada por:

yn (t) = cre® + cpe®

Solucion particular (coeficientes indeterminados). Ahora debemos obtener la so-
lucion particular, por ejemplo, mediante el método de los coeficientes indeterminados.
Para ello, observamos cada uno de los términos:

= Para 10sent proponemos como solucion a cost + bsent.

» Para —2te? notamos una dificultad: e ya es solucion de la ecuaciéon homogénea,
por lo que proponemos como solucion % (¢ + dt) e* con s = 1 ya que la multiplicidad
de la raiz en la ecuaciéon homogénea es 1.

» Para —6 proponemos como soluciéon una constante f.

Luego, la propuesta de solucién particular es:

yp (t) = acost +bsent + (ct + dt*) e* + f

Derivando:
y, (t) = —asent+bcost + (c+ 2dt) e* + 2 (ct + dt*) e*
= —asent+bcost + [c+2(c+d)t+ 2dt°] *
yn(t) = —acost—bsent+[2(c+d) +4dt] e® + 2 [c+ 2 (c + d) t + 2dt*] €*

= —acost —bsent + [4c+ 2d + (4c + 8d) t + 4dt*] e*

Reemplazando en la ecuacion diferencial y reagrupando los términos en los respectivos
términos 1.i.:

(5a — 5b) cos (t) + (5a + 5b) sen (t) + (2d — ¢ — 2dt) e* + 6f = 10sent — 2te* — 6
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Es decir,

5a —5b = 0
Sa+5b = 10
2d—c = 0
—2d = -2
6f = —6
Resolviendo el sistema obtenemos que a =b=1,c=2,d=1y f = —1. Es decir, la

solucién particular es:
yp (t) = cos (t) +sen (t) + (2t + %) e* — 1

De esta forma, la solucién general de la ecuacion diferencial es:

y (t) = c1€™ + coe® + cos (t) +sen (1) + (2t + t*) e — 1

Solucion particular (aniquiladores). Observamos que en la solucion particular:
= sen (t) queda aniquilado por D? + 1.
= te? queda aniquilado por (D — 2).
= —6 queda aniquilado por D.

La solucion homogénea queda aniquilada por su polinomio caracteristico. Es decir,
(D —3) (D — 2). De esta forma, para una soluciéon de la ecuacion no homogénea:

(D—3)(D~-2)°(D*+1)Dy=0

Dado que la ecuacion caracteristica de esta ecuacion homogénea es (r — 3) (r — 2)° (r* + 1)
0, proponemos como soluciéon general:

y (1) = c1€™ + (co + cst + cat?) € + e cos (t) + cosen (t) + ¢

Aqui esperamos que los coeficientes ¢; y ¢ queden indeterminados al reemplazar en
la ecuacion diferencial pues estos se anulan y dependen de las condiciones iniciales del
P.V.I. Comprobemos esto y determinemos los coeficientes derivando dos veces:

Y (1) = 3ce® + [03 + 2¢0 + (203 + 2¢4) t + 204752} 2e*" — c5sen (t) + cg cos ()
y' (t) = 9cie® + —cssen () — cgsen (t)

Reemplazando en la ecuacion diferencial y reordenando en los términos 1.i.:

(2c4 — 3 — 2¢4t) €' + (5es — 5eg) cos (t) + (5es + beg) sen () + 6¢; = 10sent — 2te* — 6
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De aqui se desprende que:

2c, —c3 = 0
—2c4 = =2

5cs —bcg = 0
ocs +dcg = 10
6c; = —6

rimer mpru u érmin n qu recen ¢y y Cs nulan r u
Primero, se co eba que los té 0s e e aparece se anulan, por lo que
quedan indeterminados. En segundo lugar, resolviendo el sistema obtenemos que c3 = 2,
cy=1,¢c5 =c5 =1y c; = —1. Es decir, la solucion es:

y(t) = c1e® + coe® + (2t + %) €* + cos (t) + sen (t) — 1

Observe que la solucién obtenida mediante este método es exactamente la misma que la
obtenida mediante el método anterior.

Usar el método de los coeficientes indeterminados para resolver la ecuacion

y' +2y +y=e"+3t+ 1.

Solucioén:

Partimos resolviendo la ecuaciéon homogénea. La ecuacion caracteristica es:
422 4+1=0— (r+1°=0
De esta forma la solucion general de la ecuacion homogénea es:
yp (1) = cre™" + cote™

Ahora resolvemos mediante el método de los coeficientes indeterminados. Para cada una
de las soluciones proponemos un candidato:

» Para e™! proponemos at®e~*. Como la multiplicidad de —1 en la ecuacion caracte-
ristica es 2, entonces s = 2. Es decir, proponemos at?et.

= Para 3t + 1 proponemos b + ¢t donde no proponemos un factor ¢* multiplicando
debido a que no aparece r en la ecuacion caracteristica (6 equivalentemente 0 como
raiz,).

Se sigue que la solucion propuesta es y, (t) = at’e™" + b+ ct. Derivando:

y (1) = (2at —at*) e " +¢
yn(t) = a(2—4t+t*) e
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Reemplazando con esta expresion en la ecuacion diferencial obtenemos los coeficientes
indeterminados:

a(2—4t+t)e " +2(2at —at®) e+ 2c+at’e b+t =e " +3t+1
Reordenando términos:

2aqe ' +2c+b+ct=et+3t+1

Luego,
20 = 1
2c+b = 1
c = 3
De aqui concluimos que a = 1/2, b = =5, ¢ = 3. Es decir,

y, (1) = t?e™" — 5+ 3t

Finalmente, la soluciéon general de la ecuacion diferencial es:

y(t) =t’e " —5+3t+cret +cote™

Encuentre la solucién general de la ecuacion

y" (t) — 3y (t) + 2y (t) = te' + 2t.

Solucion:

Solucién homogénea. Partimos obteniendo la soluciéon a la ecuacién homogénea. El
polinomio caracteristico es:

P =3r+2=>r—-2)(r—1)=0

Es decir, yp, (t) = c1e' + coe®. Ahora resolveremos la solucién particular mediante los dos
métodos.
Mediante coeficientes indeterminados. Se tiene que:
= Para te' proponemos t° (a + bt) e'. Como la multiplicidad de 1 en la ecuacion homo-
génea es 1, entonces proponemos s = 1y asi ¢ (a + bt) €' es la solucion propuesta.

= Para 2t proponemos ct + d.
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Es decir, y, (t) = (at + bt?) €' + ct + d. Derivando,
y (1) = (a+2bt)e" + (at +bt%) ' +c
= [a+(a+2b)t+bt*] e +c
yr (t) = [(a+2b) +2bt]e' + [a + (a + 2b)t + bt*] €'
= [2a+2b+ (a+4b)t + bt*] '
Reemplazando,

[2a+2b+ (a+4b) t + bt*] ¢' — 3 [a+ (a+2b) t + bt*| & = te' +2¢
o =3c+2(at +bt) e+t +d

Reordenando términos:
[2b — a — 2bt] ' + 2d — 3¢ + 2ct = te' + 2t

De aqui se desprende que:

2b—a = 0
—2b = 1
2c = 2
2d—3c = 0
El sistema es equivalente a:
a 2b
a+2b = —1
c = 1
3
d = EC
Es decir,
b= ! —ra=-—1 =1—d= ’
D voor 9

Por lo tanto, la solucién particular es

1 3
y, (t) = —te' — §t26t it g

Y por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es:

1 3
y(t) = —te' — §tzet +i+ g+ cret + cpe® |
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Mediante aniquiladores. El operador de la ecuacion diferencial es (D — 2) (D — 1).
Para anular a te' requerimos el operador (D — 1)2 y para anular a ct + d requerimos
aplicar D?. De esta forma, una solucién de la ecuacion diferencial satisface:

(D—-2)(D-1)*D*% =0

De aqui se desprende de inmediato la solucion general de esta ecuacion de orden 6, pues
; . L . 3
el polinomio caracteristico sera (r — 2) (r — 1) r?:

y(t) = c1e® + (co + cst + cat®) € + (5 + cot)
Derivando,

Y (1) = 2c1€” + (c3+ 2cat) €' + (c2 + cst + eat®) €' + g
= 2c1€” + [co + ¢34 (3 + 2c4) t + cat®] €' + o

Y'(t) = Adcre® + [es + 2cs + 2eat] €8 + [ea + 5 + (c5 + 2c4) t+ cat?] €
= 4ee®t + [cg + 2¢3 + 2¢4 + (c3 + dey )t + c4t2} et
Reemplazando en la ecuacion diferencial:

{4c1€® + [ea + 2c5 + 2c4 + (c3 + dea)t + eat®] €'} = te' + 2t.
-—3{2016 +[02—|—03+(c3+2c4)t+c4t}6 +06}
4 2{c1e* + (co + cst + cat®) € + (5 + cot) }

Reordenando términos en funcion de e y e?:
0e? + (002 — 3+ 2¢4 — 2¢4t — 0t2) e' +2c5 — 3cg + 2c6t = te! + 2t

Observe que e? quedd con potencia nula a ambos lados, razén por la cual el coeficien-
te ¢; queda indeterminado. Ocurre exactamente lo mismo para cy. Luego, igualando
coeficientes:

—C3 + 204 = 0
—204 =1
2c5 —3cg = 0
206 = 2
Es decir, ¢y = =1/2, c3 = —1, ¢ = 1 y ¢5 = 3/2. De esta forma, la solucion es:

1 3
y (t) = cr1e® + cpe’ — te! — §t2€t i+
Los términos indeterminados corresponderéan a la soluciéon general y los tres tultimos
términos corresponderan a la solucion particular. Observe que el resultado obtenido es
el mismo mediante ambos métodos.
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Dada la ecuacion diferencial
y" (x) +y" (x) + 4y (2) + 4y (z) = 0

—x

(a) Determine la solucion general, sabiendo que la funcién y; () = e™* es solucion de la

ecuacion dada.

(b) Para o € R resuelva la ecuacion

y" (@) +y" (2) + 4y (z) + 4y () = e

Solucién:

(a) El polinomio caracteristico de la ecuaciéon diferencial viene dado por:
i dr+4=0

Como e~ es solucion de la ecuacion, entonces —1 es raiz del polinomio y por lo
tanto este es divisible por r» 4+ 1. Realizando divisiéon sintética:

P4 dr+4=(r+1) (r2—|—4)

De esta forma, las raices son 1 y +2:. Es decir, la solucién general es:

y(z) = c1e™® + o cos (2x) + c3sen (2x) |

(b) Debemos tener cuidado con el valor que tome «, pues si &« = —1 estaremos coin-
cidiendo con una de las raices de la solucién general. Por esta razéon es que nos
ubicaremos en dos casos:

= o = —1. En dicho caso, proponemos como solucion:

uy (1) = are™

donde se incluy6 x pues la multiplicidad de la raiz en la ecuacion caracteristica
es 1. Derivando:

y;, (x) = (a—ax)e™
yy () = —(2a —ax)e™
y;)" () = (Ba—ax)e™
Es decir,
(Ba —azr)e™ — (2a —azr)e " +4(a—ax)e * +daxe™ = 3e

9ae™ = 3e*
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Se sigue que a = 1/3. Es decir, la solucion particular es en este caso:

xT

1 ,
Yp (x) = g.’l;e* — |y (z) = g.’l;ffz + cre” " 4 g cos (2x) + ez sen (2x) |.

= a # —1. Proponemos como solucion:
., 2\ %% o () — %
Yp (1) = ae™ — y, (v) = —ace

N y;)/ ("L) _ CLO(QLD/”W N y;}// (I) _ aa/ge”‘/”'

Reemplazando,

ac®e® + aa?e™ + 4aae® + 4ae®® = 3e™”

Cl(Oé3+OAQ+4O[+4) e — 36(1:1;

De esta forma,

— Yy, (z) =
a? 4+ a? +4da+4 Up

axr

, e
ad+a?2+4a+4

Concluimos que:

3
y(z) = PSR B 4@”‘” + e + co cos (2x) + ez sen (2x)

2.4. Ecuaciones no homogéneas: variacion de parametros

Este es otro método para obtener y, en una ecuacién no homogénea en el caso en que no se
pueda hacer uso del método de los coeficientes determinados, ya sea porque los coeficientes no son
constantes o porque el método resulta poco practico. En efecto, este método se amplia a cualquier
ecuacion lineal homogénea, y no solo para coeficientes constantes.

Para una ecuaciéon de la forma

Y™ + o1 (2)y" T + L+ pola)y = f(2)

se puede hacer uso del método siempre y cuando ya se conozca la solucion general de la ecuacion
homogénea asociada:
Yn = C1Y1 + ...+ Culn

El método. La idea central del método consiste en reemplazar los coeficientes constantes de la
solucion homogénea por funciones u;(z), ..., u,(z). En particular, escogeremos n = 2 para ilustrar
la idea y el lector podré realizar a posteriori la extension para n > 2.

La solucion particular sera de la forma

Yp = w(2)y1 (%) + ua(2)y2(2)
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Como son dos funciones, debemos imponer una segunda ecuacién para obtener el sistema de
ecuaciones. Por simplicidad en los calculos, derivando:

Yy = UiY1 + Unlz + Uryy + UsYy

Obsérvese que generaremos un sistema de una ecuacion y dos incognitas, por lo que tendremos
infinitas soluciones. Esto hace necesario imponer una segunda condicién, y por lo tanto haremos lo
siguiente: impondremos arbitrariamente la condicion uy; +uyy, = 0 para que se anulen las segun-
das derivadas de u; y us de la expresion de la segunda derivada. Esto simplificard sustancialmente
los calculos y haré que el método resulte realizable.

Luego, derivando nuevamente:

"

Yp = (ulyl + u2y2> + <u1y1 + u2y2)
Reemplazando en la ecuacién lineal de orden 2:
(U1y/1/ + U2ylzl) + <Ul1y/1 + Ulﬂ/z) +D1 (Ulyll + Uzy;) + po(uryy + ugy2) = f(x)

Reordenamos términos:

ulgylll +p1y/1 + po) +ua gy;’ +p1y/2 + po) +Ullyl1 + u;y; = f(x)
0 0

De acuerdo a la condicién impuesta y a lo obtenido nos queda el sistema de ecuaciones:

%m+%m =0

f(z)
()= (o) —

RS
=
_l’_
I
3
<
)
I

Es decir,

()= (o)

Debido a que los coeficientes de la matriz son funciones y no ntimeros, puede resultar complicado
o bien tedioso utilizar el método de eliminacién Gaussiana. Por ello, hacemos uso del calculo de la
inversa por medio de la matriz adjunta:

b () v [ ] ()

De aqui desprendemos que:

) f(x) o () — y1 () f () r4e
e IR / Wia) e

Notamos que las constantes seran multiplicadas por y; e ¥, y absorbidas en la solucién general por
la parte homogénea. Por lo tanto, por simplicidad hacemos ¢; = ¢; = 0.

Todo este método puede resumirse entonces en el siguiente teorema:
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Resolvamos a continuaciéon problemas en los cuales se realiza la aplicacion de estos conceptos:

Aplique el método de variacion de parametros en los siguientes problemas para encontrar
una solucién particular de la ecuaciéon diferencial dada:

(a) v+ 9y = 2sec 3z.
(b) y" + 4y = sen’z

Solucion:

(a) Partimos resolviendo la ecuacion homogénea. Se tiene que la ecuacion caracteristica
viene dada por:
P +9=0—r=d=43i

De esta forma, la solucién homogénea viene dada por:
yn () = ¢1 cos 3z + ¢y sen 3z
Calculamos el Wronskiano para aplicar el método de variacién de parametros:

cos 3x sen 3x
—3sendx 3cos3x

W) -|

Proponemos la soluciéon particular dada por:

ERY LG YO PRy EA

~ur(a) uala)
Luego,
3xr 2sec3 2 2
up (z) = —/wdx: —g/tan?)xdx: §ln|cos?>a:|
w (z) = /cos3x§se(33xdx _ gm
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Es decir, la solucion particular es:
2 2
yp () = 5 In |cos 3x| cos 3z + gTsen 3x

Y la soluciéon general es:

2 2
y(x) = 5 In |cos 3x| cos 3z + gz sen 3z + ¢1 cos 3T + cosen 3w

Partimos resolviendo la ecuacién homogénea, escribiendo su polinomio caracteris-
tico:
P +d=0—1==42i

De esta forma, la soluciéon homogénea es:
yn () = 1 cos (2x) 4 cosen (2x)
Ahora calculamos su Wronskiano para aplicar el método de variacion de parametros:

Ccos 2x sen 2x
—2sen2x 2cos2x

W(@:’

De esta forma,
Yp (x) = w1 () y1 () + uz () y2 (2)

donde:
u () = — / %dx = —% /sen (2z) sen? x dz
= —/sen3x cosx dx
__sen'n
4
Asimismo,

ug () = /%dxz%/cosQw sen® x dx

1

= 5/(c032m — sen? a:) sen® r dz
1 2 2

= 3 (1—28611 :L‘)SGI] xdx
1

= §/sen2$—2sen4xdx

1
= Z/l—cos2xdx—/sen4a:dx
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Para resolver la segunda integral usamos la féormula de reduccion

m=1(x) cos (: -1
/senm (x)dz = _sen™” (x) cos (x) + sen™ % (r) dz

m m

Es decir,

1
/sen4 (x)dx = 3 (12z — 8sen 2x + sen 4x)

Y por lo tanto,

1
us () = T (4sen 2z — sendx — 4x)
Es decir, la solucion particular es:

4
1
yp () = —Sez T cos (2z) + 16 (4sen 2x — sendx — 4x) sen (2z) ,

Concluimos que la soluciéon general es:

sen4 €T

1
y(x)=— 1 cos (2z) + T (4sen2x — sendx — 4x) sen (2x) + ¢; cos (2x) + co sen (2x)

0

Dada la ecuacion 3y’ +y = f (t), demuestre que el método de variacion de parametros conduce
a la solucion particular

w(®) = [ @sen =)

Solucion:

Partimos resolviendo la ecuacién homogénea para determinar las funciones base que
usaremos en el método de variacion de parametros. Es asi como obtenemos la ecuaciéon
caracteristica

rP41=0—r=d=%i

Es decir, la solucion de la ecuacion homogénea es:
yp (t) = ¢y cost + cosent
Proponemos ahora como solucién particular:
Yp (8) = ur () y1 (¢) +uz () y2 (1)

Partimos calculando el wronskiano:

cost sent
—sent cost

W (t) =
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Luego,

u (t) = /OyQ(w)({L /f )sen (

us () = /0 thu: /0 £ (u) cos (u) du

Observe que utilizamos la forma de integral definida a conveniencia para llegar a la
expresion deseada. Entonces,

Y (t) = sen( / £ (1) cos (u) du — cos (t / £ () sen (
- /f ) [sen (2) cos () — cos (£) sen (u)] du
_ /Of(u)sen(t—u)du

De esta forma se demuestra lo pedido. B

Revisemos ahora el método para ecuaciones diferenciales con coeficientes no constantes:

1

Por sustituciéon directa puede verificarse que y, = c;x + ¢z~ es una soluciéon homogénea de

la ecuacion de segundo orden no homogénea

22y + xy —y = 722°.

Aplique el método de variacién de parametros para obtener la soluciéon particular de esta
ecuacion diferencial.

Solucién:

Partimos escribiendo la ecuaciéon normalizada. Es importante realizar este paso dado co-
mo se dedujo el método, pues en caso contrario las integrales pueden resultar imposibles
de calcular o bien los resultados obtenidos pueden ser erréneos.

1 1 .
y//+7y/_72y:72z3

Partimos calculando el Wronskiano:
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Luego,
1

. : —7223
u () = /de:/f 5 dﬂs:36/:173d3:
x
= 92*
Analogamente,
: x x - 7223 -
uy () = /de:/x ;l dx:36/x°dx
x
= —6af

Concluimos que la soluciéon particular viene dada por:
Yy, (z) = 92° — 62° = 32°

Es decir, la solucion general de la ecuacion diferencial viene dada por:

1

y(z) = 32° + e + cpx”

O

Aplique el método de variacion de parametros para encontrar la solucién particular de la
ecuacion dadas sus soluciones homogéneas:

(a) 2%y" — 4oy + 6y = 23; y), = c12? + .
(b) 2% + 2y +y =Inz; y, = ¢;cos (Inx) + ey sen (Inz).

Solucioén:

(a) Calculamos el Wronskiano de las soluciones linealmente independientes en la ecua-

cion homogénea:
r? 28

2¢ 3x2

:l’4

W(z) =

Normalizamos la ecuacion diferencial:

/! 4:/ 6
V' =y +Sy==x
xZ X

Luego,
_ (o) fla),  fadz
L [(m@fE@, e
uy (x) = / W) dz dz = In (x)

123



2.5.

De esta forma,
p () = —2* + 2 In (2)

Finalmente,

y (1) = —2® + 2°In (z) + c12® + con®

(b) Procedemos de forma anéloga a la pregunta anterior, calculando el Wronskiano:

cos(lnz) sen(lnx)

W (z) = .

_sen(Inz) cos(lnz)| @

T T

Normalizamos la ecuacion diferencial:

. 1 Inz
Yoy tyE oy
T T
Luego
‘ Inz
wiz) = — ben(lnx)?dx:_ sen(lnx)lnxdl‘
1 x
x
( )lnx
cos (Inz) — (In ) 1n 2
wie) = [ ———ar = [,
x

Hacemos u = In x e integracion por partes y obtenemos asi:

up () = Inzcos(Inz) —sen (Inx)
us () = Inzsen(Inz)+ cos (Inx)
Es decir,
yp (r) = Inzcos®(Inz) —sen (Inz)cos (Inx) + Inzsen? (Inx) + sen (Inz) cos (In )

= Inz

De esta forma,

y(r) =Inz+ ¢y cos(lnx) + cosen (Inx)

Reduccién de orden: método de Abel

Mediante el método de reducciéon de orden puede determinarse una o més soluciones generales
de una ecuacion diferencial lineal de orden superior de coeficientes no necesariamente constantes
partiendo de una soluciéon general ya conocida.
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Se hara la explicacion del método para el caso particular de segundo orden. Consideremos una
ecuacion lineal homogénea de segundo orden con coeficientes no constantes dada por

as(x)y" + ar(2)y + ao(x)y(x) = 0

Si logramos determinar una solucion y; (x) buscaremos u(z) tal que yo(z) =

del problema homogéneo. Derivando:

y; = U/y1+uy/1

yo = u'yi +2u'y, +uy,

La ecuacion reescrita queda de la forma:

u(z)y;(x) sea solucion

as () <u”y1 + 2u’y,1 + uylll> + ay(x) (u'yl + uy/1> + apuy; =0

Reordenando términos:

.

-

0

Hacemos la sustitucion v = v’ y reordenamos:

v [2&2(511)3//1 + a1($)y1] = —v'ag(x)y

Es decir, aparece claramente una ecuacion separable:

v 2a(@)y +a(@)y oh @)
v az(x)y Y1 ax(z)
Integrando a ambos lados:
logv = —Q/yld / (x)dx+c
2()
= —2logy, — / al(x)dx
as(z)
Reescribiendo,
a1 4o 1 _pa@g,
logv = —logyi — log el e = log —e ok
Y1
Es decir,
u/ = lze_ / ZéE:;d
Y1
Finalmente, integrando:
1 _pa@y,
u(:z:):/2 e By
yi (2)
Y por lo tanto, la solucion linealmente independiente es:
1 _ f a1(@) 4
@) = ) [ By
HEN
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Una forma de obtener y;,. Solo para ciertos casos se puede utilizar 2", cuyas derivadas son de
la forma .

d xr — T! xr—k

dzk (r —k)!
En estas ecuaciones quedaré un polinomio de r multiplicado con z” e igualado a cero. Obteniendo

las raices de r se obtienen los posibles x" como soluciones de la ecuacion.

Si se obtiene un par conjugado de la forma a + bi, cabe recordar que
xa:ﬁ:bi — e(azl:bi) In(z) _ ealn(z):l:bln(z)i — ealn(x) [COS (b In .T) + isen (b In (L’)]

Luego, una combinacién de estados soluciones también serd solucion de la ecuacion homogénea.
Podemos eliminar la parte imaginaria tal como en casos anteriores.

Apliquemos estos conceptos en los siguientes problemas.

(a) Compruebe que la funcion y; (t) = tsen (2t) + sen (2¢) es solucion de la ecuacion dife-
rencial
t+1)%y" —2(t+1)y +22(t+1)+1]y=0
y obtenga una segunda solucion ys (t) que sea linealmente independiente de y (t).

(b) Usando el método de variacion de parametros, resuelva el problema de valores iniciales

2 1
y" t+1y [ @+¢f}y y(0) =% (0)

Solucion:

(a) Partimos verificando que y; (¢) es solucion de la ecuacion diferencial. Derivamos dos

veces:
Y1 (t) = (t+1)sen(2t)
yy (1) = sen (2t) +2(t + 1) cos (2t)
yy (t) = 4cos(2t) —4(t+ 1)sen (2¢)
Reemplazando,

4(t+ 1) cos (2t) — 4 (t + 1) sen (2t)

(t+1)2;”72(t+1)y'+2[2(t+1)2+1}y
o= 2(t+1)sen (2t) — 4 (t + 1)* cos (2t)
4 (t+ 1) sen (2t) + 2 (t + 1) sen (2t)
= 0

Por lo tanto, v (t) efectivamente es solucién de la ecuacion diferencial. Luego,
recordamos la formula de reduccién de orden:

1 7[“1(1‘)25
Y2 (T) = y1 (T . a2() "t
w0 = () [ e T
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Por evaluar,

_ [ a®) 2
e I s — ef mrdt — (t —+ 1)2

Es decir, tenemos que evaluar:

1 _an t41)°
/ 5 € faz<t>dtdt:/ ( : ) dt = /C802 (2t)dt
yi (1) (t+1)"sen? (2¢)

Integrando,

1 _ra® 1
/gﬁ—(t)e Ja@dqr = —5 cot (21)
1

De esta forma,
1
Yo (t) = — (t + 1) sen (2t) 3 cot (2t)

O en otras palabras, la otra solucién linealmente independiente es

yo (t) = (t+ 1) cos (2t)

La ecuacion ya se encuentra escrita de forma que la derivada segunda se encuentre
multiplicada por 1. Aplicamos la féormula de variacién de parametros:

Yp () = ur () y1 (t) +ua (t) y2 (1),

donde: o
Y
[y @) f@)
Calculamos el wronskiano:
(t+1)sen2t (t+1)cos2t

W(t) =

sen2t+2(t+1)cos2t cos2t —2(t+1)sen2t
= (t41)sen2t cos2t — 2 (t + 1)?sen® 2t — (t + 1) sen 2t cos 2t — 2 (£ + 1)* cos® 2t
= —2(t+1)°

Reemplazando en wu; (t):

w(t) = /(t+1)coth~2(t+1)dt:/Cos%dt

2(t+1)
= §sen2t
Asimismo,
t+1)sen2t-2(t+1 1
ug(t):—/( +1)sen 2( - )dt:—/sen%dt:—cos%
2(t+1) 2
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Es decir,
(t+1)
2

1 1
yp () = §(t+ 1) sen® 2t + §(t+ 1) cos? 2t =
Luego, la solucion general de la ecuacion diferencial es:

(t+1)
2

y(t) = +a(t+1)sen2t +b(t+1)cos2t
Reemplazando en y (0) = 1:
1 1
0)==4b=0—b=—=
y(0) =5+ 5

Asimismo, derivando:
, 1
y (t) = 5 + asen2t + 2a (t + 1) cos 2t + bcos 2t — 2b (t + 1) sen 2t

Reemplazando en cero,
, 1
Y (0):§+2a+b:1

1
Asi, obtenemos que a = 3 Finalmente, la solucion al P.V.1. es:

y(t) = (t —; D [sen 2t — cos 2t — 1]

0

Mediante el método de reduccion de orden, encuentre las soluciones de las siguientes ecua-
ciones:

(a) z%y" — 3zy’ + 4y = 0.
(b) 2%y —z (v +2)y + (v +2)y =0.

Solucion:

(a) Proponemos una solucion de la forma y; () = 2" con r por determinar, ya que no
se nos entrega ninguna solucion Li. De esta forma,

() = ra sy (@) =7 (= 1)
Reemplazando,

rir—1)a" —=3rz" +42" =0 —[r(r—1)—3r+4]z" =0
Como esta identidad debe ser cero para todo z, entonces:

r(r—1)=3r+4=0—7r—4r+4=0— (r—2)°=0
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Es decir, r = 2 y por lo tanto y = 2 es una solucién Li. de la ecuacion. Ahora

buscamos mediante reducciéon de orden una segunda solucion li. a esta. Tenemos

que:
1 —f a1(®) 4o
Yo () =1 (x)/ e ' 2@ dy
yi (v)
En primer lugar,
e_f Z;EL;C[I — ef %dx == xS

Es decir,

1 aj (@)
/ p) “é(”dwdx = /—xgda: =Ilnx
Y1 (37)

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial queda expresada como:

‘y(m) :clx2+021nx‘

(b) Procedemos de forma analoga al problema anterior, proponiendo una soluciéon de la
forma 1y; = 2”. Las derivadas son exactamente las mismas, por lo que reemplazamos
directamente:

r(r—1)a2" —rz" (z+2)+(z+2)z" =0

Reordenando términos y cancelando 2" (que no puede anularse):
rir=1)—(r-1)@+2)=0— (r—1)(r—x—-2)=0

Como r debe ser constante, entonces r = 1 es la tnica solucién posible. Buscamos
ahora la segunda solucién 1.i. mediante la féormula de reduccion de orden. Partimos
calculando:

_rai(=) z(z+2) 2
J a2(7)d$ _ €f —o—dr _ efl-l—;dx _ e:(:+21n:c _ x2€x

aq(x)
/ ! e = /ixzexdx =e
vi (@) z?

De esta forma, la segunda solucion Li. es ys () = ze® y por lo tanto la solucion
general puede expresarse como:

Es decir,

y(z) = 1z + cowe”

(a) Resuelva

(b) Determine la solucién del problema

wy' +(x -1y —y=2> ; y(1)=0,9y(1)=1

sabiendo que y () = e™® es una solucion de la ecuacion homogénea asociada.
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Solucion:

(a) Si bien es posible hacer u = 3 y luego resolver una ecuacion lineal, prescindire-
mos de ello para resolver esta pregunta mediante reduccion de orden. Partimos
resolviendo la ecuaciéon homogénea. Para ello, debemos resolver:

xy// o y/ — 0
Proponemos y = z", de modo que:
r(r—1)2" "t —ra"™ ' =0

Es decir, r(r—1) —r=0+—1r*—2r =0 — r =0V r =2 . Es decir, sirven
como soluciones tanto y; = 1 como y, = z%. Observamos que estas funciones son
l.i. debido a su Wronskiano:

1 22

0 2z =270

w<x):‘

De esta forma, hemos encontrado las dos soluciones l.i. Para obtener ahora la ecua-
cion particular usamos el método de variacion de pardmetros. Primero escribimos
la ecuacién normalizada:

y”—iy’z—%—iln( )
Proponemos:
Yp (¥) = ur (¥) y1 () + u2 () y2 (2)
Entonces,
5| 2 1
s, R lEtame)
up () = —/ W (o) dx—/ 5y
L [,
2x

T 2

Para integrar In (z) hacemos u = In (z) y dv = dz. De esta forma,

uy () =In(z) + %x (Inz —1)

u2(a:)_/y1<w) /—+2—x21n z)dx

Asimismo,
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Resolviendo esta integral, en el segundo término hacemos v = In(z) y dv =
1/2z*dz. De esta forma,
r+azln(z)+1

22

up () =
Es decir,

1 1
yp () = 1n(x)—|—§:p(1nx—1)+§($—l—xlnx+1)

= () + 5|

1
= 1n(x)+:zln:v+§

rlnz—z+x+zxlnz+ 1]

Finalmente, la soluciéon general de la ecuacion diferencial es:

1
y(x) zln(x)+xln(x)+§+cl+02:v2

Aplicamos el método de reduccion de orden para obtener la segunda solucion 1.i.
con la primera. Calculamos en primer lugar el término exponencial:

_ oy z—1 1
faz(ub) — eff z dz — efflfidz = xe *

1 _fal(r> /
ul\r) = az(x) dx — —ZI)@ -4
0=/ e

Entonces,

Haciendo integracion por partes obtenemos:
u(zr)=(r—1)e"

De esta forma,

yo () =u(x)y () =2 —1
Para resolver la soluciéon particular requerimos escribir la ecuacion diferencial en su
forma normalizada:

(:L‘—l), 1
Vit ——y - —y=z 5 y(1)=0y(1)=1

Luego, proponemos como solucion:

Yp (7) = uy (v) y1 () + uz (2) ya (2)
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donde:

w (z) = —/%dx:—/m_l)xdx

= —/(:p—l)ewdw
Integrando nuevamente por partes,

u () =(2—2x)€”

) [Ty, [y,

El wronskiano fue calculado como sigue:

Asimismo,

W (z) = eim I_l‘:ex—i—ex(x—l):xex
—e 1
Es decir,
(@) = 2-2)+z(z-1)
= 2—r+2t—2
= 22— 22r+2
Luego,

y(x)=a2>-22+2+ce " +cy(z—1)

Haciendo y (1) = 0:
y(1)=1+ce'=0— ¢ =—e

Asimismo,

y(r) = 20 —2—cre ¥+
— (1) = —cet+e

Es decir,
y/(l):1—|—02:1—>62:0

Concluimos asi que la solucién del P.V.I.

y(x)=a2> 20 +2—e @Y

Resuelva (1 — t?) 2" — 2ta’ + 22 = 0 sabiendo que = = t es una solucion.
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Solucion:

Aplicamos el método de reduccion de orden, sabiendo que:

1 _ra® gy 1 [ -2t dt
z2 (t) = t/le)(t)e J & dt—/t—ze ety
B t/le_ln(l_tz)dt
t2

donde para resolver la integral del interior se hizo u = t2. Luego,

Para resolver esta integral aplicamos el método de las fracciones parciales:

1 _a b L _a(l-)+ b2 (1 —t) +ct? (1 +1)

21— 2 14+t 1—t 21— )

Es decir,
l=a(1—=*)+b*(1—t)+ct® (1 +1)

Haciendo ¢ = 1 tenemos que:

1
1=2c—c= -
2

Haciendo ¢ = 0 tenemos que:
1=a

Haciendo ¢t = —1 tenemos que:
1
1=2b—0b= 5

Es decir,

1 1 1 1
n2(l) = t/t2(1—t2)dt:t/t_2+2(1+t)+2(1—t)dt

1 1 1
= t|—=+=log|l+t|—=log|l —¢
(=3 + glogl+ e~ 5 1og)1 1)

De esta forma, la solucién general queda expresada como:

1+t

t
z(t) =1t — o+ o= log ||

2

133




Encuentre la soluciéon general de la ecuacion

2.1

vy’ (2) —xy (v) + 2y (z) = @

si se sabe que y; = x cos [In (z)] es solucion de la ecuacion homogénea asociada.

Solucion:

Aplicamos el método de reducciéon de orden. Se tendra que:

(@ = (x)/ﬁefﬁdw =z cos [In (x)]/mx i
_ xCOb[ln(fE)]/;xdx

22 cos? [In (z)]
= xcos|n(z)] /

sec? [In ()]

X

dx

Claramente en la integral aparece una funcion, f () = In (z), y su derivada multiplican-
do, f'(z) = 1/x , por lo que hacemos u = In (x), de modo que:

yo () = xcos[n(z ]/sec2udu

= xcos[ln
n (x)] tan [In (z)]

= xsen [ln(x)]

= xcos|l

()
()] tan u(x)
()
()

Ahora debemos determinar la soluciéon particular mediante el método de variacion de
parametros. Partimos escribiendo la ecuacion normalizada:

Y (@) =~y () + () = -

Proponemos:
Yp () = uy (z) zsen [In (x)] + us (z) x cos [In ()]
Calculamos el wronskiano:

zsen [In (x)] x cos [In (z)]

WIZ) = |sen[in ()] + cos [In (z)] cos [In (x)] — sen [In ()]

= wsen [In ()] cos [In (x)] — x sen? [In ()]

.-« —xsen [In (x)] cos [In (z)] — z cos? [In (z)]
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2.6.

Consideramos una masa m sometida a la fuerza elastica de un resorte cuya posiciéon de equilibrio
es x = 0 y su constante k, a una fuerza de amortiguacién con constante ¢ y a una fuerza externa

De esta forma,

u (z) = — @ .

= sen|[ln (z)] |

donde se hizo u = In (x) para resolver la integral. De la misma forma,

ey~ [n@f@,  fsenfln()]
up () = /V\/(:r,)dl_ / x e

= cos [In(z)]
Finalmente,

Y, (r) = xsen®[In(z)] + x cos® [In (z)]

= T

Es decir, la solucién general de la ecuacion es:

y (x) = cixcos[In (x)] + coxsen [In (x)] + x |.

Aplicacién: oscilaciones forzadas y resonancia

F(t). La ecuacion diferencial derivada de este modelo es

d*z dx
e — _k; — b_ " / —
m x dt—i—F(t)—) mz" + cx' + kx = F(t)

con k,c>0ym>0.

Esta es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes. En este apar-
tado haremos estudio de los diversos casos que se pueden dar a partir de esta ecuacion diferencial.

El caso homogéneo. Corresponde al caso en que no estan actuando fuerzas externas. Es decir,
F(t) = 0. En cualquier caso, conocer la solucion del sistema homogéneo siempre sera objeto de

nuestro interés.

La ecuacion homogénea tendra la ecuacion caracteristica

mr?4+cr+k=0

Esta ecuacion puede ser reescrita como

k
7"2—|-£r+ — =0
m m

2

135




ya que m # 0. Consideremos diversos casos:

= ¢ =0, el caso sin amortiguacion. El polinomio caracteristico queda de la forma

rP+w? = 0

(r4+wi)(r—wi) = 0
La solucion general viene dada por
x(t) = ¢1 coswt + ¢y senwt

Como c1, ¢ son pardmetros a determinar, podemos reescribir como:

z(t) =1/t + 3 — L coswt + ——2—senwt
VA + 3 VE+ 3

Notese que de esta forma

&1

—— = cosyp
VA +
Co
= senyp

A+

2 2
€1 C2
vaque | ———=| + | ——= | = 1. Luego,
x(t) = \/ 2 + 3 (cos pcoswt + sen psenwt) = 4/ 2 + ¢ cos (wt — )

De esta forma, obtenemos una funcién mucho més facil de analizar desde el punto de vista
de su amplitud y fase.

= Consideremos ahora los casos ¢ # 0. Es decir, en los que si hay amortiguaciéon. La ecuaciéon
caracteristica queda de la forma:

r2+£r~|—w2:o
m

Las soluciones de la ecuacion cuadratica estan dadas por

De aqui podemos distinguir tres casos:

e El caso ¢? — 4w?m? < 0, conocido como el caso subamortiguado. Se tiene que

—c 402m2 — 2
r:_iiw
2m 2m

136



Por lo tanto, la solucién general estéd dada por:

—efamt dw?m? — ¢? dw?m? — ¢?
z(t) = e 7" ¢ cos | ———t | +cosen | ————¢

2m 2m
z(t) = e " Acos(at — @)

dw?m? — 2
conqg=———.
2m
Observamos que ahora la soluciéon esta acompanada de una funcién decreciente, e
Estamos ante el producto de una funcion decreciente y convergente a cero cuando t — oo

por una acotada. Luego,

—c/2mt

lim z(t) =0

t—o0

como podria esperarse de un sistema amortiguado.
e El caso ¢ — 4w?m? > 0, conocido como el caso sobreamortiguado. Tenemos como
raices:
¢ Ve — dw?m?
pve

r=——
2m 2m

Las llamaremos A1 y Ao, con A\; < Ag. La solucién general estaréa dada por:
z(t) = creM + e
e)qt [01 + 026(/\2—>\1)tj|
El comportamiento (reflejado en la grafica) dependeréa de los valores de \; y As. Sin
embargo, notar que no habra oscilaciéon, comparado con el caso anterior.

e El caso ¢ — 4w?m? = 0, conocido como caso criticamente amortiguado. La solucién
general quedara dada por:
z(t) = e~ 7™ (c; + cat) .

En todos los casos con amortiguacion

lim z(t) = 0.

t—o00

Caso particular no homogéneo: resonancia. Supongamos ahora un caso de especial interés,
en que F(t) = Fycos(yt). La soluciéon general estara dada por

T =X, + Ty
El aniquilador de F'(t) corresponde a (D? + ~?2). Por lo tanto, una solucién sera de la forma
x, = Acos(yt — )

y por lo tanto
x(t) = Acos(yt — o) + zp
Notese el caso en que ¢ =0y v = w. Se tiene que
xz(t) = Acos(wt —) + Bcos(wt — )
= Acoswtcosyy + Asenwtsenyy + B coswt cos p + B senwt sen ¢
= (Acosyy + Bcosy)coswt + (Asenyy + Bsen p) senwt
= Dcos (wt — b))
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Es decir, ocurre el fenémeno de resonancia.

Este extenso resumen puede resultar complejo de memorizar, razéon por la cual se aconseja analizar
los fundamentos de cada uno de los casos y luego analizar problemas particulares, tal como se
realizara a continuacion.

Determine la ecuaciéon de movimiento para un sistema no amortiguado descrito por
d*x ,
@+9x=2cos(3t) ; z(0)=1 ; 2/(0)=0

Describa (en palabras) el comportamiento del sistema cuando t — co.

Solucion:

Partimos resolviendo la ecuaciéon homogénea, cuyo polinomio caracteristico es:
P +9=0—r==3i

Es decir,
xp, (t) = ¢ cos (3t) + co sen (3t)

Ahora podemos resolver la solucién particular tanto por coeficientes indeterminados o
aniquiladores como por variacion de pardmetros. Por comodidad utilizaremos el segundo
método, notando que cos (3t) queda aniquilada por D? + 9. De esta forma, para una
solucion y de la ecuacion diferencial:
(D*+9) z = 2cos (3t) — (D* + 9)2.7: =0
De aqui se deduce que la solucion general de la ecuacion diferencial es:
z(t) = (a + bt) cos 3t + (¢ + dt) sen 3t

Derivando dos veces:

2 (t) = (b+ 3c+ 3dt)cos (3t) — (3a + d + 3bt) sen (3t)
2" (t) = (6d—9a — 9bt) cos (3t) — (6b+ 9c + 9dt) sen (3t)

Reemplazando y factorizando en los términos 1.i.:
—6bsen (3t) + 6d cos (3t) = 2 cos (3t)
Es decir, a y ¢ quedan indeterminados, b = 0 y d = 1/3. Entonces,
z, (1) = ;tscn (3t)
Por lo tanto, la soluciéon general viene dada por:

1
z(t) = gt sen (3t) + ¢1 cos (3t) + ¢y sen (3t)
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Como z (0) = 1, entonces ¢; = 1. Derivando,
1
' (t) = 5 sen (3t) + tcos (3t) — 3¢y sen (3t) + 3cy cos (3t)

Como 2’ (0) = 0, entonces 3¢y = 0 — ¢ = 0. Finalmente,

1
x(t) = §t sen (3t) + cos (3t)

Dado que sen (3t) y cos (3t) son funciones acotadas y ¢ una funcién mondtona creciente,
se observa que:

lim z (t) = oo
t—ro0

Este comportamiento es la clara manifestacion del fenémeno de resonancia. En otras
palabras: el sistema mantiene su oscilaciéon a la frecuencia natural, pero su amplitud
va aumentando de forma aproximadamente lineal, tal como se puede comprobar en la
siguiente grafica:

i /\/\/\ |
\/\/\7 R IEYRE:

0

Una masa de 1 kg. estd sujeta a un resorte cuya constante es 9 N/m. El medio ofrece una
resistencia al movimiento numéricamente igual a 6 veces la velocidad instantanea. La masa se
suelta desde un punto que esta 2 m sobre la posicion de equilibrio con una velocidad dirigida
hacia abajo de vy m/seg. Determinar los valores de vy de modo que posteriormente la masa
pase por la posicion de equilibrio.

(Las unidades estan todas expresadas en el Sistema Internacional de Unidades)
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Solucion:

Partimos haciendo un diagrama de la situacion:

m=1kg |+

Fijamos el eje x en el mismo sentido de la velocidad inicial (hacia abajo) por comodidad
y bajo el mismo argumento lo ubicamos en el punto de equilibrio del resorte. Luego,
z(0) =—=2y 2’ (0) = vp.

Dado que no se indica, no consideraremos la gravedad. De esta forma, la ecuacion
de movimiento queda escrita como:

ma” (t) = —bx' (t) — kx

donde escribimos el término con 2’ (t) restando pues se opone al signo de la velocidad,
y el término de z con signo negativo pues cuando la posicion es positiva (bajo el punto
de equilibrio), la fuerza mueve el resorte hacia arriba, es decir, en el sentido negativo.
Reemplazando con los parametros obtenemos la ecuacion:

2"+ 62" +9=0.

Para resolver esta ecuacion escribimos la ecuacion caracteristica
24+6r+9=0— (r+37>=0
Entonces, la solucion general viene dada por:
z(t) = (a+bt)e™
Reemplazando en la condicion inicial:
z(0)=a=-2

Derivando,

o' (t) =be® —3(a+bt)e® — 2" (0)=b—3a=vy — b=1vy — 6
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De esta forma, la solucién general queda expresada por:
z(t) = [(vo—6)t — 2] e

Para que la masa pase nuevamente por la posicion de equilibrio tenemos que imponer
que para algin se cumpla que x (t) = 0. Es decir, este t viene dado por:

vo—6)t—2=0—t=
(UO ) U0—6

Como t > 0, imponemos que |vg > 6|, y concluimos asi que esta es la condiciéon buscada.

O

Un peso de 5 kg produce un estiramiento de 0.4 m en un resorte. Asuma también que hay
una fuerza externa que en un tiempo ¢ ejerce 5sen (at) N de manera uniforme (asuma « # 5).
Ahora consideremos el objeto en la posicion de equilibrio y velocidad inicial de 10 m/s hacia
abajo. Encuentre la funcién que modela el movimiento del sistema para a = 6. Indique el
periodo del movimiento en caso de que a =10 y a = 6. (Use g = 10)

Solucioén:

A partir de la primera oraciéon tenemos que 50 N producen un estiramiento de 0,4 m,
le.
50 = 0,4k — k =125

Modelando el problema de la misma forma que en la pregunta anterior tendremos la
ecuacion de movimiento:

ma" (t) = —kx (t) + mg + 5sen (at)
Reordenando y reemplazando con las constantes numéricas:

52" + 125z = 50+ 5sen (at)
2"+ 25z = 10+ sen (at)

donde z(0) = 0 y 2’/ (0) = 10, con todas las unidades en S.I. Ahora resolvemos la
ecuacion diferencial, partiendo por la ecuacion caracteristica:

Es decir,
xp, (t) = ¢ cos (5t) + cosen (5t)

Proponemos como solucion particular (considerando que « # 5):

zp (1) = a+ bceos (at) + csen (at)
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Derivando dos veces:

,(t) = —absen(at) + accos (at)

x
ah (t) = —a’beos (at) — a’csen (ot)
Reemplazando,
(250 — a?b) cos (at) + (25¢ — o’c) sen (at) + 25a = 10 + sen (at)

Se sigue que:

2
25a = 10—>a:g

(25—-a”)b = 0—b=0
1

25—-a*)c = 1—c=—
(25—a)e ‘T oo
Es decir,
0 2,1
T =+ —-—
: 5 25—a?

La solucion general viene dada entonces por:

sen (at)

1
+

9
r(t) =5+ 55

sen (at) 4 ¢; cos (5t) + o sen (5t)

Reemplazando en t = 0:

9 2
z(0)=c+a=0—la=—¢
Derivando: o
2 (t) = o cos (at) — 5y sen (5t) + 5eg cos (5t)
Reemplazando:
I/(())_Lﬁ—f)c =10 — |c _Q_L
T 25—z 2T YT 5(25—a?)

Entonces la solucién del P.V.1. es:

2 1
=5+t gz

=

5(25 —

2
sen (at) — 7 €os (5t) + [2 -

0‘062)} sen (5t)

0

[Propuesto| La amplitud de las oscilaciones periodicas forzadas estacionarias para el sistema
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mx” + cx’ + kx = Iy coswt esta dada por
Fo

\/(k’ — mw?)® + (cw)?

(a) Sic > co/ V2 donde ¢, = V/ 4km, demuestre que C' disminuye establemente conforme
w se incrementa.

C(w) =

(b) Si ¢ < cer/V/2, muestre que C alcanza un valor méaximo (resonancia practica) cuando

s S

2.7. Meétodos de series de potencias

Una forma 1util y valida de resolver ciertas ecuaciones diferenciales lineales de orden superior
consiste en proponer una solucién como serie de potencias:

o
= Zak (z _xO)k7
k=0

donde, por lo general, o = 0 para la mayoria de casos practicos. El problema se convierte en
determinar una expresion explicita para a; que puede ser luego reemplazada en la serie de potencias.
Para algunas series, ya se conoce la expresion analitica de la funcion asociada a y (x), y para las que
no, se deja expresado el resultado como serie de potencias, lo cual ya puede considerarse suficiente
para los propositos del desarrollo de las preguntas.

La expresion para a, puede ser obtenida reemplazando con la expresion en la ecuacion diferencial
(derivando las veces que sea necesario). Posteriormente, se agrupan términos para cada potencia
de z* e igualando potencias a ambos lados de la ecuacion se obtienen los valores de los coeficientes
asociados a 2%, los cuales establecen relaciones sobre la recursién buscada para a.

Debe tenerse en consideracion que este método, a partir de las condiciones iniciales, genera inme-
diatamente la solucién tnica analitica del problema, si esta existe. Asimismo, si se dispone de las n
condiciones iniciales requeridas, pueden agruparse las expresiones de ay en las diversas condiciones
iniciales, obteniendo asi las n soluciones linealmente independientes que la teoria indica que existen
para las ecuaciones lineales, sean o no de coeficientes constantes.

Dado que los problemas son altamente dependientes de la estructura de la ecuacion diferencial,
revisaremos inmediatamente problemas de ejemplo:

P79) y = Z a,x", resuelva:
n=0
(a) ¥ +ay =0.

(b) (1—2?)y" +2y=0.
(c) v +ay' +y=0.
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Solucion:

(a) Haciendo uso de la solucion propuesta:

[o.¢]
/ n—1
Yy = E na,r"" ",
n=1
de modo que:

o oo
g na,x" t + g aa,x” =
n=1 n=0

Cambiando de indice en la primera sumatoria:

[o¢]
E (n+1)ap12™ + E aa,x” = 0.
n=>0 n=0

De esta forma, obtenemos una serie de potencias de = para distintos valores. Agru-
pando en cada una de las potencias:

r=0 — a; +aq=0— a; = —aayg.
a2

r=1 — 2a2+aa120—>a2:7a0_
Oé3

r=2 — 3&34‘0[@2:0—)&3:?&0

r=k — (k+1)ags1 +aap =0.

Es decir,
k
ar ey
a = — = —1 —Aag.
k+1 ] (1) o 4o
Reemplazando en la expresion de la serie de potencias:
(o]
k=0

Esta no es mas que la serie de potencias de e”**, de modo que, tal como se puede
comprobar por variables separables:

axr

y (x) = age”™ ™|

donde agy depende de la condicién inicial del problema.

Resuelva con serie de potencias centrada en xyp =0 el P.V.L.
zy" +y +xy=0
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con condiciones iniciales y (0) = 1, ¥ (0) = 0.

Solucion:

Proponemos como solucion:

Derivando,

Entonces, reemplazando en la ecuacion diferencial:

o) +y +ay=ua Z apk (k—1) 2F2 4 Z apkz™ '+ x Z apr® = 0.
k=2 k=1 k=0

De esta forma,

Z agk (k—1) ol 4 Z apka ! + Z apxttt = 0.
k=2 k=1 k=0

Para mantener el maximo orden posible, calculamos los términos para cada potencia de

x’:

r=0 — a3 =0

r=1 — 2-lay+ 2a9+ ag = 0.
r=2 — 3-2a3-+3a3+a; =0.
r=3 — 4-3a4+4a4+ ay = 0.
r=4 — 5-4as+ das+ a3 = 0.
r=5 — 6-5ag+ 6ag+ ay = 0.
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Notando que y (0) = ap =1 e /' (0) = a; = 0, reemplazamos y resolvemos:

r = — a1 =0
1

=1 — 2-1 2 =0—ay=—"7""7".
r s + 2a9 + ag Qo 2.112
r=2 — 3-2a3+3a3+a; =0—a3=0.

1
=3 — 4-3 4 =0—ay = .
T ayg + 4a4 + as Qy (43+4)(21+2)
r=4 — 5-4a5+5a5+a3=0— a5 =0.

1

r=5 — 6-5a5+6as+as=0—as=—

(6-5+6)(4-3+4)(2-1+2)

De esta forma, en general:

agp+1 = 0.
N (-D"
Gk T g2k — 1)+ 2K] [(2k —2) (2k—3) + (2k—2)]- - (2-1+2)
(D"
(2k) (2k —2)* 2k —4) -+ (2-142)
(1"
(22)" (k)

Finalmente, descartando todos los términos que se suman en la serie de potencias:

S N (D) g
y(z) = Z(Lgkl' = Z 225€ (/{:3)21 :

k=0 k=0

Demuestre que para cualquier valor de A en la ecuacion diferencial
104" — Azy' + 5 y = 0

una solucién y; de ella es un polinomio. Determine explicitamente esta soluciéon y calcule el
desarrollo en serie de una segunda solucion ys linealmente independiente de y;. (Nota: debe
explicitarse el término b, de la serie de potencias explicitamente como funciéon
de n)

Solucion:

Proponemos soluciéon de la forma:

y(z) = Z a,x®,

146



una serie centrada en el origen, ya que resulta la méas sencilla de trabajar. De esta forma,

y(@) = > ket
k=1

y' () = k(k—1)aua*2
k=2

Reemplazando,

Z 10k (k — 1) apa™? — Z Meagpa® + Z SAapz® = 0.
=2 k=1 k=0

Con el propoésito de mostrar un método distinto a la pregunta anterior, hagamos j = k—2
en la primera sumatoria para dejar todos los términos en torno a la potencia z*:

Z (k+2) (k+ 1) appoz” — Z Meagx® + Z 5Aapr’ = 0.

k=0 k=1 k=0

De esta forma, podemos iterar directamente para cada valor de k:

k=0 — 10-2-1lay+ 5 ag=0

k=1 — 10-3-2a3 — Aa; + 5\a; = 0.
k=2 — 10-4-3a4 — 2)Xas + bras = 0.
k=3 — 10-5-4as5 — 3X\as + blas = 0.

k=j — 10-(j+2)-(J+1)ajr2 — jraz + 5 a3 = 0.

Si hacemos y(0) = ap = a e ¥ (0) = a; = b, entonces resolviendo las ecuaciones
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obtenemos:

B 5
“2 = e )"
G-
ST 1032
O (5=-2A (5-2)(5-0)N
“T 0@ T 12@-32-1) ¢
G-3)A  (5-3)(5-1)N
ST 069" T 102(5-4-3-2-1)
G-4HA  (5-4)(5-2)(5-0)N
T 71065 108(6-5-4-3-2-1)
=N
[ TIY A
O B=6A (5-6)(5-4)(5—2)(5—0) A
“ T 067" 1008-7-6-5-4-3.2-1)
o _B=DA
© T T100.97
O B6-8)X  (5-8)(5-6)(5-4)(5-2)(5-0) N>
M T0(10-99"® T T 10°(10-9-8-7-6-5-4-3-2-1)

Desde aqui en adelante el patron se hace evidente. Para los términos dependientes de
b, en algiin momento todos los términos sucesivos se anulan. Factorizando todos los
términos resultantes de b, obtenemos ¥;:

B-DA 5 (-3)(6-1DN | LVERNT
—r— =T — A
y(z) == 10(3.2)91: +102(5.4.3.2.1)x T Jr1500

Es decir, efectivamente y; es un polinomio. Agrupando ahora los términos dependientes
de a, obtenemos en este caso,

m_(_l)k(x) 5(5—2)(5—4)-[5— (2k — 2)]

10 k!

En otras palabras,

win) =3 () 26060 = k=)

Estas soluciones son claramente li., en cuanto la primera es un polinomio y la segunda
una serie de potencias.

0

Como no finalizar esta seccion con el problema corolario directo de lo anteriormente desarrollado:
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la ecuacion diferencial de Bessel, cuyo campo de aplicaciéon es extremadamente amplio, pasando
desde problemas con ecuaciones diferenciales parciales con simetria de borde cilindrica hasta la
descripcion de la orbita lunar y problemas de analisis espectral de telecomunicaciones.

(x) Considere la ecuacion diferencial de Bessel de orden n, dada por:
2y +xy + (27 —n?)y =0.

Mediante una expansion en series de potencias (jno derivando!), demuestre que una soluciéon
de esta ecuacion diferencial es la funcién de Bessel de primera especie y orden n dada por:

n—=

Solucién:

Dado que la ecuacién anterior es una ecuacion diferencial de segundo orden, tendremos
dos soluciones linealmente independientes. Construiremos la solucién inicial utilizando
series de potencias y aplicando el Teorema de Frobenius, dejando la segunda soluciéon
linealmente independientes propuesta al lector. La solucién debe escribirse como:

r)=z" Z bra®. (20)
k=0

Entonces, tenemos que:

=R (z —77’IHZka° +z Zkbkr (21)

Por lo tanto,
*R" () =n(n—1)a wa + 2nz" Z kbpa® 4 2" Z k(k—1)x (22)

Asimismo, se tiene que:

x)=2za" Z bpatt? = o Z br_ox". (23)
k=0 k=2

Reemplazando esto en la ecuacion diferencial se tiene que:

z (n— 1) by, + 2nkby + k (k — 1) by, + nby, + kby + by—s — n’by] 2% = 0
k=0

" Z (QTLk‘bk + k2bk + bk,Q) Zﬂk =0
k=0
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Entonces, by debe ser tal que:
Como la serie de potencias comienza en k = 0, entonces b_; = 0 y por lo tanto:

b_q bak—3
by = ——— =0 — bypg = = 0. 25
YTk (k4 2n) T2k — 1) (2k — 1+ 2n) (25)

Para los nimeros pares se sigue que:

bak—2
bop, = ————. 26
T Ak (n+ k) (26)
Siguiendo inductivamente se puede probar que:
bo
bow = (—1)F . 2
2 = (=1) R+ k) (n+k—1)---(n+1) (27)

., Como escogemos by? En este caso, para garantizar la convergencia de la serie mediante
el criterio del cociente, hacemos by = 1/2"n!, por lo que reemplazando en la expresion
inicial:

> (_1)’f N 2k+n
R =g =3 2
(@) =Jula) =D _ 5 (n+ k) \2 (28)
k=0
Dado que deseamos considerar también los érdenes complejos (con partes real e imagina-

rias nimero reales), extendemos la definicion de factoriales mediante la funcion Gamma®,
obteniendo asi que:

> (—1)" N 2kt
J”($>:kz::r(k+1)r(y+k+1) <§> ' (29)

0

Observe que la evaluacion puede hacerse incluso para n negativos. Se tiene que:

= 1) N e o 2t
an(m)_zf‘(/{;—i—l)r(—n"‘k"’l) (§> _Zr(n—i-k-i-l)r(k-f—l) (5)

k=0 k=0 (30)

Es decir,
J ()= (=1)"J, (z) | (31)
O

T (v) = / t"~tetdt, converge ssi. Re(v) > 1y ademas I'(n +1) = n! si n € N.
0
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2.8. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una herramienta matemaética que simplifica de forma significativa la
resolucion de ecuaciones diferenciales lineales, en particular de coeficientes constantes.

A diferencia de una funcion real, que recibe un escalar y devuelve otro escalar, la transformada
de Laplace recibe una funcion f (t) o una modificacion de esta y devuelve otra funcion F'(s). Al
hacer esta transformacion, no solo se devuelve otra funcion, si no que la representacion simbélica
del parametro también adquiere otro significado. La letra ¢ para f puede representar, por ejemplo,
el tiempo. En cambio, en muchas aplicaciones la letra s es identificada como una frecuencia. Por
esta razon se dice que al aplicar este tipo de transformadas se realiza un cambio de dominio, en el
cual se representa la misma informaciéon de la funciéon f, en otro espacio, en una forma similar a
como se aplican las transformaciones lineales en espacios vectoriales.

2.8.1. Definiciéon, transformada inversa y propiedades basicas

Una motivacién adecuada de la transformada de Laplace requiere un trasfondo extenso de trans-
formadas integrales, en particular de la transformada de Fourier. En este curso nos centraremos
en la transformada de Laplace como un mero artilugio matematico que simplifica la resolucién de
ecuaciones diferenciales. Lo definiremos como se muestra a continuacion:

Definicion: Sea f : R — R una funcion tal que:
» f(t)=0sit<0.
» Existen constante C'y m tales que f (t) < Ce™.

Se define su transformada de Laplace (unilateral) como la funcion F (s) tal que:

Fo) =0} = [ e
0
Usaremos asimismo la siguiente notacién para expresar la transformacion:
c
f(t) —— F(s).

El conjunto de valores de s para los cuales la integral impropia converge se conoce como region
de convergencia.

Calculo de algunas transformadas. A partir de la definicién anterior podemos calcular direc-
tamente algunas transformadas de Laplace.

Importante: Para las siguientes funciones estamos asumiendo implicitamente que f (t) = 0
para t < 0, lo cual en cualquier caso se vuelve irrelevante debido al dominio de integracion de
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la funcion.

Entre ellas, es importante mencionar:

» Cero: Si f (t) = 0, entonces evidentemente:
F(s)=0
para todo s.

» Uno: Si f(t) = 1, entonces:

o sk 1
F(s) = / e*dt = lim (—6 + —) ==
0 k—o00 S S S

» Exponencial: Si f () = e, entonces:

F(s) —/ ela=)tdy
0

Para que esta integral converja, es necesario que a — s < 0 — s — a > 0. Luego, evaluando:

(a—s)k 1 1
F(s)zlim(e - ): ;o os>a

k—oo \ @ —8 a—Ss s—a
» Seno: Si f(t) = sen(kt), recordamos que:

e** = cos(kx) + isen(kx)

e~k = cos(kx) — isen(kx)

Entonces,

ikt _ =ikt

21

(/ e—steiktdt _/ e.—ste—ik:tdt)
0 0
1 1
s—1ik s+1ik
2ik k ‘
= gi\eyr) Tege o7
» Coseno: Anélogamente, si f(t) = cos(kt), se tiene que:
1 00 ) o) )
,C{COS(t)} — 5 (/ e—stezktdt +/ e—ste—zktdt)
0 0

1 1+1
- 2\ s—ik  s+ik

1 2s S '
pEEwCi R

sen(kt) =

Aplicando la transformacion:

L{sen(t)} =

[\~

152




= Seno hiperbolico: Si f(t) = senh(kt), entonces

L{f(t)} = %(/ e_Stektdt—/ e_Ste_ktdt)
0 0
1 1 1
T2 (s —k s—l—k>
1 2k k
22—k s — k2

» Coseno hiperbdlico: Si f(t) = cosh(kt), entonces

( 7St k‘tdt /OO €St€ktdt)
0
( s + k)

—k2_s —k2

L{f@0)}) =

[\:Jlr—k N = DN =

En estos ultimos dos casos debera cumplirse que s > k y s > —k. Considerando k& > 0 (ya
que es innecesario hacerlo para k = 0), entonces s > k > 0.

Transformada de la funciéon potencia. Nos interesa determinar la transformada de Laplace
de la funcién f (t) = t" con r € R. El calculo de esta transformada motiva nuestra definicion de la
funcion Gamma:

Definicion: Se define la funcion Gamma para R — R como

F(:U):/ el de
0

Al respecto pueden formularse las siguientes propiedades importantes:

Proposicion:

- I(1) = 1.
s [(z+1) =2l (2).

» Sin €N, entonces I'(n + 1) = nl.

Demostracion:

(1) -
(1) = / e 'dt =L{1},-; =11

153



(2) N
[z+1) = / e ‘trdt
Jo

) u =t — du = xt*!
Haciendo , , » entonces:
dv=e" —v=—¢"
o0
D(x+1) = —e | +x / et 1dt
0

= lim —ke 4 2T(z)

k—o0

= z['(x) N

(3) Obsérvese que de (2):

[(n+1) = nl'(n)
= nn—1)I'Mn-1)
= nn—-1)(n—-2)I'(n—-2)

= nn—1)(n—-2)---1I'(1)
= n/'A

Con esto en mente, consideremos la funcién f(t) = ¢" donde r es real y » > —1. Entonces,

L{t"} = /0 tre "t dt

Para que esto sea equivalente a la funcion Gamma, tenemos que “deshacernos” del término s que
acompana a t en el término exponencial. Para ello, hacemos u = st — du = s dt.

L{t"} = /0 Y et = Lr+1)

Sr+1 ST—I—I

Si r = n es un entero no negativo, entonces,

n!
Sn—f—l

Litm =

En otro caso, habra que realizar anélisis con la funcion Gamma.

Observacion: Muchos de los valores de I' no pueden obtenerse de forma analitica. Sin embargo,

cabe notar que:
1 oo
r <—) :/ e it 2dt
2 0
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1
Haciendo u = t7* — w?> =t y du = Et_l/Q, entonces

F<1> = 2/ e du
2 0

Propiedades basicas. A continuacién se enuncian algunas propiedades basicas de la Transfor-
mada de Laplace, asumiendo que:

= Linealidad:
af () + bg (t) —=— aF(s) + bG(s)

= Desplazamiento en el tiempo:

ft—a)u(t—a) SN e “F(s),

1, sit>a,
donde u (t — a) = es una funcion que sera estudiada més adelante.

0, en otro caso,

= Desplazamiento en s:

e (#) —5— F (s +a)

Calculo de transformadas inversas. Dada una transformada de Laplace F'(s), sera de nuestro
interés para aplicaciones en resolucion de ecuaciones diferenciales el calculo de la funcion f (t) que
define dicha transformada. Los conocimientos mateméticos actualmente adquiridos impiden definir
matematicamante la transformada de Laplace inversa, razéon por la cual bajo el supuesto de que
esta transformacion es inyectiva, determinaremos las transformadas inversas a partir de tablas.

En particular, conociendo las transformadas de las funciones polinomiales, exponenciales y trigono-
métricas puede determinarse con facilidad las funciones que estas representan, lo cual realizaremos
en el siguiente problema:

Calcule las transformadas inversas de las siguientes funciones en el dominio de Laplace:

1 2 45 e 2 _ 1
(&) G =g+ =+t a 5t <C>G(S)_—s3(s2+1)'
e=2s - 1
(b) Gl = Gogs =T (d) G(s) = (s—1)(s2+4)
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Solucion:

(a) Dado que la transformada de Laplace es una aplicacion lineal, notamos que:

£ {G(s)}:z—l{3—13}+,c—1{822_7}+g—1{824j2}+£_1{e—;s}

Calculamos cada una de las transformadas inversas por separado y luego sumamos.

= En primer lugar, sabemos que:

n!

n
t sn-i—l

Entonces, haciendo n = 2 obtenemos que:

22
33

Dividiendo por 2 a ambos lados:

Es decir, por linealidad:

1 1 1 1 1 1
VTt VT

Vi TV T is—T Vis+ i

= Por tabla sabemos que

Cos (\/515) —

Multiplicando por 4 a ambos lados:

4
4 cos (\/575) — °

s2 42

s2 42
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= Sabemos que:

u(t)—>§

Luego, aplicando propiedad de desplazamiento en el tiempo:

—2s

t—2
u( ) — .
De esta forma,
LG (s)} = ﬁ + ie\ﬁt — ie*‘ﬁt + 4 cos <\/§t) + -
2 VT V7 S

Notamos que la multiplicacién por e~2* solo representa un retardo de dos unidades
en el tiempo de la transformada inversa de

1
s2+2s—1

De esta forma, la primera necesidad es determinar la transformada inversa de esta
funcion. Observamos que:

—2+4/8
S2+28—1:0—>S:T\/_:—1:|:\/§

Aplicando separacion mediante fracciones parciales:

1 a b
= +
s24+2s—1  s4+1+v2 s+1-+v2

Es decir,

a<s+1—\/§>+b(s+1+\/§>:1

Haciendo s = —1 + v/2 obtenemos que:

1
202 =1—b=——
22

Haciendo s = —1 — /2 obtenemos que:

1
—22a4=1—a=——=

22

Luego,

1 1 1 1
52+25_1_2\/§(8+1—\/§_8+1+\/§>
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Tomando transformada inversa:

r-1 { 1 } _ 1 o(m1HV2)E _ 1 o(-1-V2)t
s24+2s—1 22 22

Aplicando el atraso en 2 unidades concluimos finalmente que:

-1 1 1 (-14v2)(t-2) _ 9y _ 1
L {32+23—1 —2\/§€ u(t—2) o

(c) Aplicando el método de las fracciones parciales tendremos que:

1 a b c ds+e

=4
$3(s2+1) 2 205 s241

Luego,

1 a(s+1)+bs(s*+1)+es? (s> + 1) + s (ds + e)
s3(s2+1) s3(s2+1)
as® + a + bs® + bs + cst + cs® + ds* + es?
s3(s2+1)
(c+d)s*+ (b+e)s’+ (a+c)s* +bs+a
s3(s2+1)

Es decir,

c+d =
b+e =
a+c =

h —

a =

_ o O O O

Esto implica que ¢ = —1, e = 0 y d = 1. Asi se establece que:

1 1 1 s

s3(s241) §_g+82+1

) B S B s B

t2

= E—i—u(t)—i—cos(t)

Luego,

(d) Aplicando el método de las fracciones parciales:

1 a bs+c¢  a(s?4+4)+(s—1)(bs+c)

G-D(2+4d) s-1 214 G-1(2+4)
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Es decir,

a(s"+4)+(s—1)(bs+c) = 1
> as’+4a+bs*+cs—bs—c = 1
——(a+b)s*+(c=b)s+da—c = 1

Luego,
a+b =
c—b =
da—c = 1
Como ¢ = b de la segunda ecuacion, entonces a = —c. Se desprende que:
1 1
a=_--—c=———b=—
D D
De esta forma,
1 1 1 —s+1
(s—1)(s2+4)  5\s—1 s2+4
1 1 s 1
= — -
S5\s—1 s24+4 s2+4

Luego,

-1 1 P 1 1l S 1.5
£ {@—1M§+4) B 5- s? + 4 Tt

De esta forma,

-1 ! _ e L L
L {(3—1) }— e cos(2t)+2oben(2t)

(s2+4) 5 5

1
5244

.

2.8.2. Propiedades

(a) Demuestre que £ {/0 f(u) du} (s) = %L’ {f (@)} (s).

(b) Demuestre que si f (t) tiene transformada de Laplace F'(s), entonces:

LA (0} () = ~S (o)

_ 1
(c) Calcular £71 {—2}

(s2+1)
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Solucion:

(a) Se tiene por definicién que:

E{/Otf(u)du}:/ooo (/Otf(u)du) estdt

En la primera forma tendremos que:

L’{/Otf(u)du} :/Ooo/otf(u)e‘Stdudt

Cambiando la regiéon de integracion tendremos que ahora se integraré primero en t
y luego en u. Dibujamos la region de integracion:

“A

De aqui se observa que ahora t se movera desde u hasta co y u desde 0 hasta oco.

De esta forma, )
ﬁ{/o f(u) du} = /000 /uoof(u) e *tdtdu
/O h / " F () etdtdu = /0 ") < /u h e—stdt> du

Ahora bien,
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Calculamos la primitiva de la integral de adentro:

| (—68) OO

du = /Ooof(u) e_ssudu

= é/ooo f(u)e*"du

c{/otf(u)du}:Ff).

dF d [ .
e =-2 / F(t)etar

Asumiendo alternancia entre la derivada y la integral:

Entonces,

Observemos que:

dr od

Dado que f no depende de s, se tiene que:

e = = [0 gea
= —/Ooof(t) (—te™*") dt

= / h tf (t)e *dt
= L{tf (1)}

De esta forma se concluye lo pedido. B

Podemos aplicar las propiedades anteriores para determinar la transformada pedi-
da. Partamos de una conocida:
1

t) —
sen (t) ]

Observe que podemos aumentar el grado del factor cuadréatico del denominador
derivando en s, por lo que aplicamos la propiedad descubierta en (b):

d 1 B 2s
dss2+1 (32+1)2

tsen (t) —
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Ahora bien, para compensar la s que aparecié en el numerador de la expresion,
podemos dividir la expresion completa por s, lo que corresponde de acuerdo a (a),
a integrar en el tiempo:

! 1 2s 2
usen (u) du — — = 5
B ss24+ 1 (s241)

Evaluando la integral mediante integracién por partes se sigue que:

2
sent —tcost — —————
(s2+1)
Entonces, por linealidad:
1 1
—(sent —tcost) — ——.
2 (= +1)

Concluimos asi que:

L {ﬁ} = %(sent—tcost)

Encuentre la siguiente transformada de Laplace inversa:

£_1{ s?+2s—3 }
(s2 +2s +5)°

Solucién:

Notamos que debido a que el grado del numerador es igual al grado del polinomio cuadra-
tico repetido en el denominador, no se puede aplicar fracciones parciales directamente,
si no que se debe realizar la separacion respectiva. En consecuencia:

s2+2s—3 82+23+5—8_ 1 8

(2425 +5)° (s +2s+5) 242545 (52 +25+5)°

Aprovechando la linealidad de la transformada de Laplace, calcularemos cada una de las
transformadas por separado. Dado que los denominadores son polinomios irreductibles,
podemos notar que:

52425 —3 B 1 B 8
(s24+25+5)°  (s+1)°+4 [(s+1)*+4]
——— . .,

(1) 2)

Entonces, calculamos por separado:
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» Para (1), partimos del caso mas sencillo notando que:

2t —

et s2+4

4 2
e 'sen2t — —————
(s+1)"+4

o—t 1
—sen2t — 5
2 (s+1)"+4

= Para (2), aplicamos lo aprendido en la pregunta anterior:

en2t — ———
sen 211
; o d 2 4s
fsen — —— =
dss? +4 (524 4)°
1 4s 4

t
/ usen2uduy — 5 = 5
: s (P

Evaluando la integral de la izquierda mediante integracién por partes,

1 1 4
—sen (2t) — —tcos (2t) — —
4 2 (s2+4)
1 8
tcos(2t) — =sen (2t) — ———
2 (s +4)
Desplazandonos en el dominio s:
o, 1 8
e " |tcos(2t) — zsen(2t)| — ——
2 (s244)
Sumando ambas soluciones concluimos que:
24+25-3 ! 1
! {S+82} = < sen2ttet {t cos (2t) — = sen (2t)
(s2+2s+5) 2 2

= te "cos (2t)

O

Sea f (t) una funcion con la propiedad f (¢t +w) = —f (¢) para todo t € Ry donde w > 0 es

una constante. Demuestre que:

1 w
LAf(t)}=— t) e stdt
O = [ 0
(9] 0 (n+1)w
Indicacion: Escriba / :Z / .
0 n=0 Y nw
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Solucion:

Por definicion tendremos que:

LU ()} = / T Ftyetdr

Aplicando la indicacion:

n+1)w

© (n+1)
L= s

w

Para reducir el intervalo de integracion a [0,w| (tal como aparece en la expresion de la
demostracion) hacemos u = t — nw. De esta forma el extremo inferior se convierte a
uy = nw —nw = 0 y el extremo superior a u; = (n+ 1) w — nw = w. Asimismo, dt = du
y t = u + nw. Luego,

L{f(t)}= Z /Ow f(u 4 nw) e *@ ) dy

Ahora bien, notamos que f (u+ w) = —f (u). Luego, f (u+2w) = f (u), f (u+ 3w) =
—f (u) y en general f (u+ nw) = (—1)" f (u) paran € NU{0}. Reemplazando con esto
en la expresion y separando la exponencial:

LU = [ @e e iau =30 (-1t [ ey

Observe que la integral no depende de la variable de sumaciéon n, por lo que puede
sacarse fuera de la sumatoria:

L{F@} = Uowﬂu)esudu] _§<—1>”eml

([ rmens] [Fe]

El segundo término es claramente una serie geométrica de razén —e~
obteniendo su féormula explicita concluimos que:

5 por lo que

LU0 = 1 [ e

para e < 1 — ws > 0 — s > 0. De esta forma se concluye lo que se queria
demostrar.
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2.8.3. Convolucion

La convolucién es una operaciéon matematica que adquiere especial relevancia para analizar cierto
tipo de ecuaciones diferenciales y en general los sistemas dindmicos. Asimismo, para la resolucion
de cierto tipo de problemas presta gran utilidad.

Partamos revisando su definicién:

Definicion: Sean f y g funciones, se define la convolucion f * g de ambas funciones como

0= [ttt

Sin lugar a dudas las propiedad mas importante de esta operaciéon para nuestros propoésitos radica
en el comportamiento de la convolucion de dos funciones en el dominio de Laplce:

Teorema: Sean f(t) y g(t) continuas a tramos para ¢ > 0y que son de orden exponencial. Entonces
la transformada de Laplace de la convolucion f * g existe para s > ¢. Ademas,

LLf@) *g(t)} = LLf )} - L{g()}.
Demostracion:

Por definicion,

gee)

L{g(t)} =

e Mg(u)du u=t—7—du=dt

e g (t —7)dt

T

= e / e g (t—7)dt

T

0 ]
= €7 (/ e lg(t—7)dt + / e g (t—r) dt)
J -7 J0

Como la transformada de Laplace se evaltia para t > 0 podemos asignar valor cero a f(t) y g(t)
cuando ¢ < 0 (i.e. redefinir las funciones como funciones a tramos con los valores originales en
t >0y yceroent<0). Con esto, podemos considerar que:

CU®Y - Llat)) = Lg®) / T dr
G(s)

- /0 T T HR)G (5) dr
- /DC ' )/9@ tg (t — 7) didr
~ /0 /0 e () g (t — 7) didr
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Como estamos integrando en una region rectangular (primer cuadrante de R?) y la funcion h(t,7) =
e *'f(1)g(t — T) es continua, se verifica el teorema de Fubini y luego se puede intertir el orden de
1nteg1 acion:

L{fO)} - Lyg(t)} = / </ I t_T)dT>1

= [T
— L{f(t) s gt} m

Proposicion: La convolucion f * g es conmutativa, i.e. f*xg =g f.
Demostracion:

Notamos que:
(f9)(t) = /j' g(t—7)dr u—t—7—du——dr

_/g<w@wm

- Ayww@—mmL
= (gxf)(t) N

Observacion: Se puede determinar la transformada inversa de F'(s) - G(s) considerando que:

LTHF(s)-G(s)} = LTHL{fW)} - L{g(t)}}
= LTHL{f(t) *g(t)}}
= (f*xg) (@)

:/f gt —7)dr

Aplicando estas propiedades podemos revisar los siguientes problemas:

Determine una funcién continua f de tipo exponencial (es decir |f (¢)| < Ce™ para todo t,
con ciertas constantes C, m) verificando la siguiente igualdad

FO+UNO+ O+ + (x5 f) () + - =sent
| —

k veces
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Solucion:

Dado que la funcion es continua de tipo exponencial, su transformada de Laplace existe,
y la denotaremos por F' (s). Llevando al dominio de Laplace la ecuaciéon del enunciado
aplicando la propiedad de convoluciéon obtenemos que:

F(s)+F2(s) + F3(s) 4+ FF(s) 4+ =

s2+1

Escribiendo el lado izquierdo como sumatoria:

. 1
S IFE = 5

00
k=1

Asumiendo que |F (s)| < 1, entonces la sumatoria es una serie geométrica que converge
a F(s)/[1— F(s)] con lo cual:

F(s) 1

T rE w1 P =1-F(y

Es decir,

Finalmente,

Determine una funcion f (t) tal que:
¢
1+t:/ O
0

t—u

Solucion:

Partimos observando que el lado derecho de la ecuacion es una convolucion entre f (¢) y
la funciéon v/t. En otras palabras,

1+t:<f*%)(t)

Resolver f por inspeccion o bien en el dominio temporal puede resultar complicado, razén
por la cual lo intentamos en el dominio de Laplace. Para ello, aplicamos la transformada
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de Laplace a ambos lados de la ecuacion, y esta debera conservarse:

1
1 — -
S
1
t — =2
f@) — F(s)
1 . C(r+1) :F(lg)
\/1? S7‘+1 S3

Luego,

1 1 VL
stE=Fe)m

De aqui podemos despejar F'(s) algebraicamente y aplicar transformada inversa:

1 1 1

Notamos que:

PR
donde se calcul6 I (%) = %F (%) = ? Concluimos finalmente que:

1 1

P =7 (57 )

[Propuesto| Aplique el teorema de convolucion para mostrar que:

it}

2.8.4. Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales

Dada una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes:

any"™ + an_ 1y o ay 4 agy = f (1),
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es de nuestro interés resolver dicho problema mediante la transformada de Laplace. Multiplicando
ambos lados de la ecuaciéon por e~*:

any(n)e—st + an_ly(n—l)e—st NI alyle—st + aoye—st _ f (t) e—st

Integrando de 0 a oo y aprovechando la linealidad de la integral:

[e.e] [e.e] oo o0 o
an/ yMe At + a,_y / y " Vet di+ g / y'e stdt + ao/ ye Sdt = / f(t)e*dt
0 0 0 0 0

Se observan claramente las transformadas de Laplace respectivas:

anL{y"} + an  L{y" V} + - +aL{y} +aol{y} = L{f (1)}

Aqui se hace inmediato que puede resultar util expresar la transformada de Laplace de la derivada
k—ésima de y en términos de Y (s). Esto motiva el siguiente teorema:

Teorema: Sea f(t) continua, suave a tramos (derivada continua a tramos) y tal que su
transformada de Laplace existe. Entonces, £{f’(t)} existe para s > cy

L{f(1)} = sL{f (1)} — f(0)

Demostracion:

Observamos que

cir= [ e o

_ u=e"% — du = —se™stdt
Haciendo , entonces

dv=f'(t) —v=f(t)

LPOY = Jim () - £0) + [ s ) at
— SF(s) - fO)m

Corolario: Anélogamente:

. LU(0)) = $2F(s) — s£(0) — £(0)
o LU0} = F(s) — $7(0) = 72f(0) — ..~ f(0)

Demostracion:
(1) Sea g(t) = f'(t), entonces

L{f"0r = L{gt)} =
= SE{f(f)}
= s(sC{f(t
= ~5'2»C{f(f)}

\-/
—
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Para demostrar (2) se procede inductivamente por analogia. |

A partir de este corolario se observa que se puede tomar la transformada de Laplace a ambos lados,
aplicar la propiedad de la derivada. Se generara una ecuacion algebraica para Y (s) que puede
despejarse facilmente. Luego, a esta expresion se le aplica la transformada inversa y se obtendra la
solucion completa de la ecuacion diferencial, tomando en cuenta también las condiciones iniciales.

Revisaremos los siguientes problemas para ejemplificar esta situacion:

Use la transformada de Laplace para resolver las siguientes ecuaciones:

(a) ¥ —by=0,y(0) =2
(

)
b) v +y=sen2t, y(0) = 1.
(€) ¥y —y —2y=4a? y(0) =1,y (0) =4.
(d) v —2y'+y = f(x),y(0) =0,% (0) =0, donde f es una funcion que posee transformada
de Laplace.
Solucién:

(a) Llevando al dominio de Laplace:
sY (s) —y(0) =5Y (s) =0
Es decir,

2
s—9D

(s=5)Y(s)=2—Y(s)=

Volviendo al tiempo, tomando transformada inversa:

y (t) = 2e™|.

(b) Procediendo de forma anéloga:

2

sY (s) =y (0) +Y (s) = s2+4

Entonces,
2

sHNY (s) = —— +1
(s )Y (s) s2+4
2 1

(5—}—1)(524—4)—'—5—#1

— Y (s) =

Aplicando fracciones parciales en el primer término:

71 2s-1

5s+1 5

712 s 1 2
5

55+ 1 $2+4 58214

Y (s) =
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Volviendo al dominio temporal:

2 1
y(t) = get — g cos (2t) — 7 sen (2t) .

(c) Siguiendo los mismos pasos seguidos en problemas anteriores:
8
SY (5) = sy (0) =/ (0) = sY (s) +y (0) =2V (s) =

Reemplazando en las condiciones iniciales y reagrupando términos:
2 8
(s —S—Q)Y(s):s+3+—3
s

Es decir,
5+3 8

-2 (1) F-2 (-1

Aplicando fracciones parciales:

Y(s) =

6 12 6 7 4
Y (s) = - 2ty Z
(s) 5s—2 s—1+32+s+53

Volviendo al dominio temporal:

y (t) = 6e* — 12" + 6t + 7+ 2s?|.

(d) Llevando al dominio de Laplace y reemplazando con las condiciones iniciales nulas:

F(s)
(s— 1)

(s° =25 +1)Y (s) = F(s) — Y (s) =

Observamos que existe la multiplicacion de F' (s) con (s — 1)_2, por lo que al de-
volverse al tiempo el resultado serd la convolucion de ambas funciones. Notando
que:

Es decir,

y(t):f*tet:/otf(t—u)ue“du.

P91) (a) Resolver con transformada de Laplace el PVI:
y'+4y=16z ; y(0)=3 ; 3 (0)=—6.
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(b) Resolver utilizando transformada de Laplace:

y'+ 4y =cos(t—3)+4t ; y(3)=0 ; ¥y 3)=T.

Solucion:

(a)

Llevando al dominio de Laplace se tendra que:

32

Y () = sy (0) =4/ (0) +4Y () = =5

Reemplazando con las condiciones iniciales y factorizando:

(32+4)Y(s)—35—6+§

Es decir,
s 2 32

-3 + .
244 244 s2(s?244)
Devolver los dos primeros términos al dominio temporal resulta sencillo. Para el
segundo, requerimos aplicar fracciones parciales:

Y(s)=3

32 a b cs+d

s2(s24+4) s 2 s2+4
Aplicando el método ya conocido obtenemos que:

32 8 8

2(s2+4) 2 244

De esta forma,
S 2 8

Y(s) =3 —7 =
(5) s24+4 52+4+52

Volviendo al dominio temporal:

y(t) = 3cos (2t) — Tsen (2t) + 8t |.

Observamos que esta ecuacion presenta una dificultad: la condicion inicial no estéa
centrada en cero como requiere el teorema de la derivada. Por esta razon, lo primero
que debemos hacer es desplazar toda la ecuacion diferencial al origen, lo que se
traduce en adelantarla. De esta forma, hagamos:

u=t—3—du=dt
De esta forma, la ecuacion diferencial se reescribe como:

v (u)+y (u) =cos(u) +4(u+3) ; y0)=0 ; 3y 3)=T.
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Ahora si podemos llevar al dominio de Laplace:

SQY(S)—sy(())—y'(o)+sY<s>—y(0>=ﬁ+$

Reemplazando en las condiciones iniciales y reagrupando términos:

S +4
241 s2

(s +8)Y (s) =7+

Es decir,
7 S 4

sGrD)  ErD)G1D) (Bt

Aplicando el ya conocido método de las fracciones parciales se tiene que:

Y (s) =

7 T T

s(s+1) s s+1

S 1 1 1 s 1 1

= —S—— 4= +2
(s2+1)(s+1) 2s+1 2s24+1 2s52+1

4 _ 44 4

s3(s+1) s s+1 s 3

Es decir,

Y()_ll 23 1 +1 S +1 1 4+4
S_s_2s—|—1 25241 28241 82 &3

Volviendo al tiempo w:

23 1 1
y(u) =11 — ?e_“ + 5 cos (u) + 5 sen (u) — 4u + 2u?

Haciendo u =t — 3 concluimos que:

23 1 1
y(t) = 11—?e_(t_?’)—|—§cos(t—3)+§sen(t—3)—4(t—3)+2(t—3)2.

Encuentre la transformada de Laplace de la soluciéon de la ecuacion diferencial
ty" +y +ty=0

que también satisface y (0) = 0.

Solucion:

Para resolver esta ecuacion mediante la transformada de Laplace tendremos que aplicar
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la propiedad de derivaciéon en s vista en un problema anterior. En efecto, sabemos que:

~+

(t)

y'(t) — sY(s)—y(0)
)
)

<

(
Yy (t
"

ty" (t) — 2sY (s)+ s*— —y(0)

De esta forma, reemplazando en la ecuacion junto a las condiciones iniciales:

dY dY 3s
2 1) 436y () = o
(s )ds+38 (s) O—>ds+52—1

Y(s)=0

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden para Y (s) que puede resolverse
mediante factor integrante. En efecto, aplicamos:

p(s) = exp [/ SQSj 1ds} = exp Elog (s* — 1)} — (s*— 1)3/2

De esta forma,

/

[(32 — 1)3/2Y(5)} =0— (s*— 1)3/2Y(s) =c

Luego, concluimos asi que:

c

Y(s):m

donde ¢ puede tomar cualquier valor a partir de la informacién proporcionada.

Falta contenido aqui. Esto se encuentra en construccion.
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3. Sistemas de ecuaciones diferenciales

3.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Muchos fenémenos diferenciales fisicos (mecanicos, elétricos, etc.) o matematicos (e.g. dindmicas
poblacionales) involucran o requieren la determinacion de dos o mas funciones que satisfacen ciertos
modelos variantes en el tiempo o de parametros de naturaleza similar.

Para dichos fen6menos se hace necesario el anélisis y/o resolucion dichos sistemas, el cual es el
motivo de desarrollo de este capitulo. En particular, se estudiaran los sistemas diferenciales lineales
de primero orden pues:

= Al igual que ecuaciones diferenciales de orden superior, sistemas de orden superior pueden
ser reducidos a ecuaciones de primer orden.

= Sistemas no lineales pueden ser linealizados mediante una expansion de Taylor de orden uno
y su comportamiento estudiado en torno al punto de linealizaciéon. Problemas que requieran
soluciones exactas pueden ser estudiados de forma numérica.

» La resolucion de sistemas lineales puede realizarse de forma facil (aunque con gran cantidad
de calculos de por medio) de forma analitica.

Finalmente, se revisara el anélisis cualitativo de sistemas autéonomos de forma similar a como se
hizo en el primer capitulo. Dichos resultados permitiran el estudio de sistemas no lineales que no
pueden ser resueltos de forma analitica, pero cuyo comportamiento si puede ser analizado de forma
sistemética y general.

3.1.1. Conceptos basicos

Previo al desarrollo de la teoria general, debe realizarse una extension de conceptos matematicos
que seran utilizados en esta seccion, partiendo por la definicién de derivadas en funciones vectoriales
y matriciales.

Definiciéon: Se definen la derivada de una funciéon vectorial y una funcién matricial como:

dxq dA; o dA, ,
Fr dr dt
X' (t) & CAME|
dx, dA, dA, ,
dt dt dt

Pueden deducirse como corolario (y ejercicio propuesto), propiedades basicas como derivacion de
combinaciones lineales y composiciones de funciones'.

'E.g. demuestre que (Af) = A’f + Af’, siendo A funcion matricial y f funcion vectorial.

175



Posteriormente, puede definirse un sistema lineal:

Definicion: Se define un sistema lineal de primer orden como aquel sistema de la forma:
X' (t) =T{x @)} +£ (1),
donde T es una transformacion lineal y f : R — R”™ una funciéon vectorial.

La teoria del Algebra Lineal sugiere en consecuencia que 7 queda representado por una matriz de
transformacion, i.e.

T{x(t)} = Ax(t),

en particular una matriz de n X n en el caso de interés.

En un analogo a los conceptos estudiados para sistemas de orden superior, puede desarrollarse una
teoria andloga para sistemas lineales:

Proposicion: Sea el sistema,
x (t) = Ax(t)+ £ ().

Si xq,...,X, son soluciones del sistema y ¢ € R™ un vector, entonces

|:X1 Xo  Xp-1 Xn:|C

también es solucion.

Asimismo, puede desarrollarse una teoria de dependencia lineal:

Definicién: Para un sistema lineal de primer orden y solucién vectorial de n componentes se
definen los siguientes conceptos:

s Dependencia lineal: Un conjunto de funciones vectoriales se dice linealmente dependiente si
existen constantes cq, ..., ¢, no nulas tales que

C1X1 (t) + -+ Xy (t) =0
para todo t. En caso contrario, se dicen linealmente independientes.

s Se define el Wronskiano como:

W({Xl,...,xn})édet([xl Xg cr Xp_i XnD

Si siempre es distinto de cero, se garantiza independencia lineal.

En consecuencia, si el conjunto {x,...,%,} es linealmente inependiente para la ecuaciéon homo-
génea x' = Ax con condicion inicial x (0) = a, entonces alli existen nameros {cy,...,c,} tales
que:

X(t) = C1X1 (t) + -+ CnXp, (t) .
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Definiendo X (t) = [xl X9 v+ Xp_i1 Xn], entonces:
¢ =X (a)x (a),

siendo X invertible pues los vectores seran siempre li., en particular para t = a. En efecto,
definiendo X (t) = [xl Xg r Xpo1 Xn], entonces:

c=X"(a)x(a),
siendo X invertible pues los vectores seran siempre L.i., en particular para t = a.

Finalmente, siguiendo los anédlogos ya estudiados para sistemas de ecuaciones lineales en Algebra
Lineal y ecuaciones diferenciales lineales de orden superior en el capitulo anterior, se concluye un
resultado similar para resultados de esta naturaleza:

Proposicidn: Si x, es solucion del sistema x’ (1) = Ax (t) +f (¢), entonces cualquier otra solucién
x (t) del problema verificara que x — x,, es solucién del problema homogéneo.

Demostracion:
Se cumpliré que:
x' = Ax+f(1),
x, = Ax,+f(t).
Restando ambas ecuaciones y aplicando propiedades de linealidad:
(x — Xp)/ =A(x—x,)

Por lo tanto, x — x,, es soluciéon del problema homogéneo asociado. l

Se deduce entonces que cualquier soluciéon homogénea puede ser expresada como la resta de dos
soluciones particulares, una arbitraria y otra conocida i.e. x; = x —x,,. Se sigue entonces que si se
conoce X,, cualquier solucién general de la ecuaciéon no homogénea puede escribirse como:

X = Xp + Xp.
Es decir,
» Determinamos la solucion asociada al sistema homogéneo (haciendo f = 0) y desarrollamos
una teoria para resolver estos sistemas.
= Determinamos un método para resolver al menos una soluciéon particular.
» Expresamos la soluciéon general como la suma de las soluciones homogéneas encontradas y

las soluciones particulares.

En cada una de las secciones siguientes se desarrollardn dichos métodos. Por ahora, estos desarrollos
tedricos permiten desarrollar los problemas expuestos a continuacion.
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t
(a) Sabiendo que < 1> es una solucion del sistema

/

y =z—ty

{x’ =tr+(1-13)y

demuestre que la funciéon
t x

1 y(t)
x (1)
y(t)

(b) Use lo anterior para encontrar la tnica solucion del sistema dado, que satisface las
condiciones iniciales z (0) = 1, y (0) = 0.

W(t):‘

es constante. Para cualquier otra soluciéon ( ), deduzca que z (t) = z (0) + ty (¢).

Solucioén:

(a) Observe que W (t) es el Wronskiano de la solucién conocida junto a otra descono-
cida. Por lo tanto, estamos probando que en efecto existe otra soluciéon Li. con la
primera. Expandiendo:

W(t)=ty(t)—ax(t).
Podemos probar que el Wronskiano es constante si su derivada es cero. Derivando:
W) =y (t) +ty' (t) — 2 (1) .
Reemplazando con los valores de z’ e 3 segun el sistema:
W) = y+t(x—ty) —toe— (1—t2)y

y+te —ty —te —y+tiy
= 0.

Por lo tanto, la funcién es constante. Es decir,

W(t) =ty(t) —=(t) = c|

con ¢ € R. Usaremos esto para demostrar la segunda parte de esta pregunta. Como
el Wronskiano debe ser constante, en particular lo es para t = 0:

Es decir,

Reordenando términos,
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(b) Dicha solucion no puede ser aquella senalada como solucién en (a), pues no se pue-
den hacer coincidir las segundas componentes para ningtun valor de ¢t. Reemplazando
con el valor de x en y':

y =x(0)+ty —ty=2(0)=1.

De esta forma,

y(t) =t+c,

con ¢ a determinar segtn las condiciones iniciales. Como y (0) = 0, entonces ¢ = 0
y por lo tanto y (t) = . Segun la formula de (a), entonces:

() =2 (0)+ty(t) — z(t) =1+t~

x(t) = <1J;f2>

Es decir, la soluciéon buscada es:

3.1.2. Sistemas homogéneos: método de los valores propios

Es de interés en esta secciéon la resolucién de sistemas de la forma

puesto que constituyen la solucién homogénea de un problema lineal de coeficientes constantes.
Desarrollaremos un método de forma deductiva para resolver este tipo de problemas de forma
sistemaética, tal como se ha logrado con otros problemas a lo largo del curso.

Caso base: matriz diagonal. El anéilisis de toda esta seccion parte considerando el caso mas
sencillo, en el cual A = D con D matriz diagonal. La resolucion no resulta complicada pues se hace
por integracion directa. En efecto, si D es una matriz diagonal, entonces para cada componente
1—ésima del sistema se cumple:

Observe que en cada componente no aparecen componentes del sistema que no sean la componente
1—ésima. Esta es una ecuacion que ya fue resuelta mediante separabilidad en el primer capitulo
del curso, y se realiza por integracion directa:

z; (t) = ce,

Posteriormente, descomponiendo el vector resultante en cada una de sus componentes, obtenemos:

X (t) = Cléledlt +---+ cnéned"t.

Dada la independencia lineal de las funciones exponenciales, quedan determinadas las n soluciones
generales de este caso.
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Sin embargo, el caso de matriz diagonal resulta ser un caso particular de todas las matrices de
n X n existentes, por lo cual esta teoria por si sola resulta insuficiente. Sin embargo, la teoria
del Algebra Lineal establece que ciertas matrices pueden ser expresadas como el producto de tres
matrices, una de las cuales es diagonal. Este procedimiento se conoce como diagonalizacion y es
aplicable a funciones diagonalizables, valga la redundancia.

Caso directo: matriz diagonalizable. Si A es diagonalizable, entonces existen matrices V y D

tales que:
A=VDV! —x'(t)=VDV 'x (1),

donde V contiene en sus columnas vectores propios de A y D contiene en su diagonal todos los
valores propios de A?. Haciendo y = V~!x se sigue que:

VX' (t) =DV x(t) — y' (t) = Dy (1).

Sin embargo, este sistema tiene una matriz diagonal, y acaba de ser resuelto. En efecto,

y (t) = c1é1e™M! - 4 ¢ epet

Observe que cada coeficiente dentro de cada funcién exponencial corresponde al valor propio aso-
ciado, pues cada uno corresponde al término contenido en la matriz D. Luego, multiplicando esta
solucion por V a ambos lados obtenemos x, pero Ve; = v;, donde v; es el vector propio asociado
al valor propio \;, es decir:

Ant

X (t) = cyvieM 4 - ey vpe

Es decir, la resolucion de sistemas homogéneos en que A es diagonalizable puede resumirse en el
siguiente procedimiento:

= Calcular los valores propios de la matriz.
» Calcular el o los vectores propios asociados a cada valor propio.

» Escribir la solucién general.

Valores y vectores propios complejos. Observe que si A tiene un valor propio complejo
A; = a+ b, entonces \;;; = a — bi también es valor propio, debido a que la ecuacion caracteristica
de A tiene coeficientes reales. Luego, si v; = p+iq es la soluciéon asociada al valor propio \; = a+bi,
entonces por definicién se cumple:

AVi = )\ivi .

Si conjugamos este sistema, la matriz de coeficientes reales A permanece intacta y por lo tanto,
aplicando propiedades de conjugacion de niimeros complejos componente a componente:

AV, = \V;.

Es decir, v; es un vector propio asociado a A\; = ;1. Luego, asociado al valor propio complejo
A; = a + bi existen las siguientes soluciones linealmente independientes:

xi(t) = vieht = (p+qi)el™™

Xi+1 (t) = \71‘65\” = (p — ql) G(G_bi)t.

2Veéase el anexo al final de la secciéon para un breve repaso de valores y vectores propios.
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Sumando ambas soluciones en la solucién general:
xp ()= +c(p+ai)e ™ e (p—qi)el® ...
Reagrupando términos:
xp (1) =+ e [p (c;ie” + cip1e™™) + qi (cie” — cipe™™)] + -

Sin embargo, e" = cos (bt) + isen (bt) y e~ = cos (bt) — isen (bt). Reemplazando,
xp (1) = -+ + e {p[c; (cosbt 4 isenbt) + c; 11 (cosbt — isen bt)] + qi [c; (cos bt + isenbt) — c; 41 (cosbt — isenbt)]} 4 --- .

Es decir, las soluciones pueden reagruparse en un analogo a ecuaciones diferenciales de orden
superior, obteniendo asi soluciones linealmente independientes equivalentes:

x; (t) = e*(pcosbt —qsenbt),
xi1 (1) = e (qcosbt +psenbt).

El lector puede notar que los céalculos asociados a la proposicion de estas soluciones vuelven el
problema tedioso de resolver.

Bajo este marco teérico, podemos resolver, por ejemplo, los siguientes problemas:

Encuentre la soluciéon a los siguientes sistemas de ecuaciones:

() ¥ = | _52} %, 21 (0) = 1, 2 (0) = 0.
, [3 —4
(b) x' = 4 3 X.
(3 0 1
(c)x'=19 -1 2|x,21(0)=0,29(0)=0,z3(0)=17.
9 4 -1
Solucién:

(a) Calculamos los valores propios de la matriz asociada:

det (A — ) =

‘9>\ 5 ’(A_g)(x+2)+3oo.

-6 —-2-A

Es decir,

M—TA+12=0+—= (A—=3)(A—4) =0.

Deducimos valores propios A = 3 y A = 4. Calculamos su vector propio asociado
para cada uno de ellos:

= Si A = 3, entonces debemos encontrar el espacio nulo de
or | 6D 6 5
A—J}I[G 5} [O O]
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Es decir, 621 + 5x9 = 0 — x; = —5x5/6. De esta forma,

we((4))

= Si A\ =4, entonces debemos resolver el espacio nulo de

5 5 11
a-a= % 3~

Es decir, 1 = —x5 y por lo tanto,

()

Para cada subespacio tomamos un vector propio a conveniencia. Concluimos que
la solucion general viene dada por:

01 P)era )

Haciendo ¢ = 0 segtin la condicién inicial:
-5 1 1
0) = = .
<0 =a () ra( ) - (o)
-5 1 (&1 - 1
6 —1 Cy a 0 ‘
Invertimos la matriz para determinar las constantes®:

(2)=6)
% (t) = (2) ¥ 46 (_11) et

Realizamos un procedimiento analogo al de la parte anterior, partiendo por deter-
minar los valores propios:

Matricialmente,

De esta forma,

det(A—AH)zdet(FZA 3_—4AD =(A—3)°+16=0.

Es decir,
Ao =3+ 4.
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En este caso, basta con determinar un solo vector propio, pues el otro es el conjugado
del primero:
—4i —4 1 —i
A= [ 4 —42'] - [0 o]
Es decir, para \y =3 + 41 — v € <(i)> . Tomamos v; = (i) Luego,

AN =3—4i — vy = (_12)

0 1
Se tiene que a =3, b=4, p = <1) yq= (0) Las soluciones seran:

x,(t) = € K?) cos 4t — (é) sen 44 :
o (1) = Ké) cos 4t + <(1)> son 44 |

De esta forma, queda determinada la solucién general:

‘ 0 1 1 0
X (t) = c1e™ [(1) cos 4t — (0) sen 4t} + cpe®t [(O) cos 4t + (1> sen 44 :

No se especifican condiciones iniciales en este caso, razén por la cual esta es la
respuesta final del problema.

Determinamos los valores propios determinando en primer lugar la ecuacion carac-
teristica, i.e.

3—A 0 1
det (A — AI) = det 9 —1-—2A 2
-9 4 —1-A

= B-N[1+N—8] +[18-9(1+)].

Reordenando términos:

A=A -4\ —6=0.

Por inspeccién o teorema de los ceros racionales, se tiene que A = 3 anula la
ecuacion. Realizando division sintética:

A=A —4dr—6=(A-3) (N +2)+2) =0.

Es decir, los valores propios seréan en este caso Ay =3, \a = —14+17y A3 =—1—1.
Determinamos cada uno de los vectores propios asociados:
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s Para A\ = 3:

0o 0 1 0 0 1
A-3=19 -4 2| ~|9 —4 2
-9 4 -4 0 0 =2

Es decir, x3 = 0 y por lo tanto, 921 — 4z5 = 0. De esta forma,

4 4
V] € < 9 > —|vi=19
0 0
= Para \y = —1 + ¢ debe pivotearse una matriz, cuyo procedimiento se deja
propuesto al lector. Se obtiene asi:
—4 —1 —4 —1
V2€< -9+ 2 >—>V2: 942
17 17
» Es directo del punto anterior que si A\3 = —1 — 7, entonces:
—441
V3 = -9 -2
17
Para las dos ultimas soluciones anteriores es claro que a = —1, b =1y
—4 -1
p=|(-9] v a=| 2
17 0

Observe que si b se escoge a partir de Ay, q debe determinarse a partir de vy para
mantener la coherencia de la formula deducida. Finalmente, dejamos expresada la
solucion general:

4 —4 -1 -1 —4
x(t)=c (9) 3 4cpe™? [(—9) cos (t) — ( 2 ) sen (t)] +cze”t [( 2 ) cos (t) + (—9) sen (t)]
0 17 0 0 17

Reemplazando en la condicion inicial:

4 —4 —1 0
X (0) = C1 91 + Cy 91 + C3 2 = 0
0 17 17 7
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Matricialmente,
4 —4 -1 C1 0
9 -9 2 |l =10
0 17 0 3 7

Desde aqui, invirtiendo, obtenemos:

7 7

aT1r o 2T

Es decir, la soluciéon particular es:

4 —4 -1
x(t) = 117 (g) e3t 4 %e_t |:(1$) cos (t) — ( g ) sen (ﬁ):| .

O
a b 1 [d —b
a ] . —
Recuerde que para una matriz de 2 x 2: [c d] = [—c a } .
Demuestre que todas las soluciones del sistema
x' = | b x
e d

tienden a cero cuando t — oo si y solosi a+d <0y ad — be > 0.

Solucioén:

Observemos coémo afecta al tipo de soluciéon los parametros obtenidos en la matriz. Para
ello, partimos determinando los valores propios mediante la ecuacién caracteristica:

A—a)(A—d) —bc=0— N> — (a+d) )+ (ad — bc) = 0.

Es decir,

(a+d)£/(a+d)?—4(ad - bo)
>
(a+d)++/(a—d)* +4be
) |

Observe que si la raiz es negativa, entonces apareceran términos con cosenos y senos.
Sin embargo, incluso en dicho caso, habra una parte real en el nimero complejo, que
determinara un comportamiento exponencial. Dado que las funciones trigonométricas
son acotadas y los vectores propios no varian en el tiempo, el comportamiento asintotico
nulo de las soluciones depende de si la parte real de los valores propios hace que las
exponenciales tiendan a cero o no. En particular, buscamos que para cada valor propio:

Re{A} <0,
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con desigualdad estricta, pues la igualdad a cero puede entregar soluciones puramente
trigonométricas, que no tienden a cero cuando t — oo. Luego, distinguimos los casos
reales de los casos complejos:

(a+d)
2

= Si \j 9 son complejos, entonces su parte real vendra dada por
que:

. Imponemos

a+d<0
para garantizar lo pedido.

= S5i A\j 9 son reales, entonces debemos imponer que A\; Ay > 0y que A\ + Ay < 0, lo
cual es equivalente a imponer que cada una de ellas por separado sea negativa. De

esta forma,
d—1b
)\1)\2 - M > O
Es decir, ad — bc > 0. Analogamente,
AL+ Ao = <a;—d) < 0.

Es decir, a + d < 0.

Como las condiciones de cada uno de los puntos debe cumplirse simultaneamente, la
condicion final sera la interseccion de ambas. Es decir , (a +d) < 0y (ad — bc) > 0,
condiciones que son precisamente las que se deseaban demostrar.

Determinar los vectores a que hacen que la soluciéon del problema

tienda a cero cuando t — 0.

Solucion:

Partamos determinando la solucién general del sistema, pues a partir de este podemos
determinar qué condiciones iniciales escoger para determinar soluciones asintéticamente
nulas. Determinamos los valores propios tomando:

1—A 0 1
det (A — M) = det 0 —-1-X 2
0 0 —2—A
= 242 —2)2 -\

Por resolver,
N 42X -\ —2=0.
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Por inspeccion, A; = 1 es solucion, al igual que Ay = —1. Realizando division sinética:

N2 - A—2=A+2)A+1)(A=1).

Es decir, A3 = —2. Determinando cada vector propio asociado:
1 0 -1
Vi = 0 5 Vo = 1 ; V3 = —6

0 0 3

La solucién general queda expresada como:

1 0 —1
x(t)=c |0+ 1) et +eze® | —6
0 0 3
Haciendo ¢ = 0 obtenemos matricialmente:
1 0 —1 cy
01 —6 e | =a.
00 3 C3

La tnica forma de que el limite de x (¢) tienda a cero es haciendo ¢; = 0, por lo que
buscamos a tal que ¢; = 0. Es decir, a debe ser tal que:

1 0 —1 0
01 —6 c | = a.
00 3 c3

Si a = (a1, as, ag), invirtiendo la matriz obtenemos que:

a:

0 = ay + 53

co = a9+ 2(13.
as

C3 = 3

Dado que agz puede ser libre, as puede serlo también. La condiciéon buscada entonces es
que:

a3
a; = —— |

3

con az y ap libres.

Consideremos la ecuacion

mn /i /
' -z +xr —x=0

Resuélvala transformandola en un sistema para luego resolver dicho sistema por alguno de
los métodos matriciales visto en clases. Indique también si existe alguna solucién particular,
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x (t), que satisfaga th x(t) = 0.
——00

Solucion:

(a) Para hacer la transformacion en el sistema respectivo, hacemos:

n o= 7z,
/

Y2 = T,
o

Ys = T .

Reemplazando en la ecuaciéon diferencial original,

Ys—ys+ 42—y =0.

Es decir, generamos el sistema:

<
o
I
<
<

Matricialmente,

Podemos resolver utilizando el método de los valores propios. Tomamos:
det (A —AI) =1 — X+ A% = \3

Por resolver,
NN+ A-1=0.

Por inspeccion, A = 1 es soluciéon. Realizando division sintética:
Mo XNHd-1=A-1)(N+1).

Es decir, los valores propios faltantes son A = +i. Determinamos los vectores propios
asociados a cada valor propio:

= Si \; = 1, entonces:
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Es decir, 1 = x5 y 5 = x3. De esta forma,
1 1
Vi € < 1 > —vy=11
1 1

A—idl=]10 — 1

= Si Ay = i, entonces:

Pivoteando, obtenemos que:

= Si \3 = —1, entonces por conjugacion:
V3 = 7
1

Para las dos tltimas soluciones, a =0y b = 1, de modo que

Obtenemos asi la soluciéon general:

1 -1 0 0 —1
y({t)=c1 (1) el + ¢ ( 0 ) cos (t) — (—1) sen (t)} +c3 [(—1) cos (t) + < 0 ) sen (t)} .
1 1 0 0 1

x(t) = y1 (t) = cre’ — ¢y cos (t) — czsen (t).

Luego,

Dado que las funciones trigonométricas son acotadas, entonces para lograr la con-
dicion asintotica buscada seria necesaria una exponencial que diverja en —oo. Dado
que la tinica exponencial que aparece es e! y esta tiende a 0 en —00, no es posible
satisfacer la condicion buscada (pero si es posible lograrlo en t — oc0).

Considere el problema

/—_

r =—x+ ay,
y =x—2y.
. Para qué valores de ase tiene que todas las soluciones x (t) satisfacen

{ =07
Jim [ (1) = 0
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(a) Demuestre que, independiente de los valores de a, b y ¢, si A es un valor propio de la

matriz
0 1 0
A=10 0 11,
—a —-b —c
entonces
1
X\ = A
)\2

es vector propio de A asociado a .

(b) Escriba la ecuacion
y/// + 4y// + y/ _ 6y — O.

como un sistema de primer orden, y encuentre la solucién general de este sistema.
(Ayuda: A = 1 es valor propio de la matriz del sistema).

(¢) Encuentre la solucion general de la ecuacion y” + 4y” + 3 — 6y = 1.

Si A no es diagonalizable, entonces existiran valores propios que cuyo espacio propio asociado
tiene dimension (digamos g;) menor a la multiplicidad algebraica (digamos a;) del valor propio en
cuestion. Entonces, por teoria de sistemas lineales falta por determinar a; — g; (nimero conocido
como defecto del valor propio) soluciones linealmente independientes para resolver el problema.

Puede desarrollarse una teoria completa de estudio para la determinacion sistemética de los vecto-
res propios faltantes, conocida como vectores propios generalizados (el lector interesado puede
consultar la bibliografia sugerida del curso para profundizar en detalle en dichos contenidos). Sin
embargo, aqui de dara énfasis a los tres casos mas importantes, y en consecuencia los casos mas
generales pueden deducirse a partir de estos resultados.

= Sia; =2y g; =1, entonces se conoce un vector propio, digamos vy. Una solucién ya cono-
cida es vieM*. En analogia a lo desarrollado en ecuaciones diferenciales de orden superior,
proponemos la solucién faltante como x, (t) = (a + bt) e*! con b # 0 para garantizar inde-
pendencia lineal. Derivando,

x, (1) = beM! 4+ \; (a + bt) M.
Reemplazando,
X, (1) = Axy (t) +— beM + )\ (a+ bt) eM! = A (a+ bt) M.

Expandiendo,
bet’ + Ajaet’ + A\bteM’ = AaeM’ + AbteM.

Reordenando términos,
(A — M) aeM’ + (A — A1) bteM! = bet,
Por independencia lineal se sigue que debemos escoger a y b de modo que:

(A—MD)b = 0,
(A-MDa = b.
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Un vector que cumple la primera ecuaciéon es b = v;. Luego, basta tomar a que cumpla con
la segunda ecuacion, o equivalentemente,

(A —M\D)%a=0.
= Sia; =3y g; =1, entonces se conoce el vector propio vi. En este caso, proponemos ahora

soluciones de la forma x, (t) = (up +wt)eMt y x3(t) = (w3 + wot + wit?) eMt. En un
desarrollo similar al anterior podemos establecer que:

e u; = vy y up debe ser tal que
(A= XMDuy =u; =v;.
e W; = Vi, Wy = Uy y W3 debe ser tal que
(A — M) ws = wo.

Es decir,
(A — )\1]1)2 W3 = W1 — (A — >\1H)3 w3 = 0.

» Sia; =3y g; =2, entonces conocemos dos vectores propios, vy y va. Si proponemos x3 (t) =
(a+ bt) eM! y siguiendo exactamente el mismo desarrollo que para el primer caso, entonces
se concluye que basta tomar vi; o vy como b y determinar a de modo que:

(A—XM)a=hb.

Revisemos algunos problemas de ejemplo:

P100) Encuentre la solucion general del sistema:

P101 ) Encuentre la soluciéon del sistema,

P103) Consideremos el sistema de ecuaciones

' (t) = (BA—-2)x(t)+4y(t)
y(t) = —z()+(6A+2)y (@)

para cierta constante A € R. Resuelva el problema dando la solucion general del sistema.
Determinar la solucion con condicién inicial z (0) =y (0) = 0.

191



Solucion:

La matriz asociada al sistema es

5A-2 4
A‘{ -1 5A+4'

Los valores propios asociados vienen dados por:
(BA—2—-X)(5A+2—-)N)+4=0.

Expandiendo (agrupando 54 — A\ en ambos factores para hacer una suma por su dife-
rencia) obtenemos,

(54 —))*=0.

Es decir, A = 5A es el tinico valor propio asociado. De esta forma,

-2 4 1 -2
N

ac{(@) =)

Tenemos un defecto de una unidad, por lo cual debemos determinar v, no nulo tal que:

Por lo tanto,

(A =540 v, = 0,
(A_5AI[>V2 = Vi.

w2290

Cualquier vector nos sirve de acuerdo a la primera ecuacion. De acuerdo a la segunda,

buscamos vy tal que:
-2 4 (2
_1 2 Vo = 1 .

Basta tomar la primera columna de la matriz y multiplicarla por —1. De esta forma,

-1
Vo = 0 .
La solucion general viene dada por:

x(t) = ¢ G) e+ ¢y K_Ol) + G) t} At |

Se tiene que:
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Haciendo t = 0 obtenemos:

o=l 2=()- ()

.12 —1 : : . .
Dado que la matriz [1 o | esmo singular (invertible), entonces ¢; = ¢3 = 0. Es decir,

x(t)=0

para la condicién buscada.

P104) |Propuesto| La ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes A del sistema

3 -41 0
o430 1

0 0 3 —4

0 0 4 3

es p(\) = (N2 =6+ 25)2 = 0. Por lo tanto, A tiene un par de valores propios complejos

conjugados repetidos 3 + 47. Primero, muestre que los vectores complejos:
vi=[1 i 00" y vu=[90 14"

forman una cadena {vy,vy} de longitud 2 asociada al valor propio A = 3 — 4i. Entonces,
calcule las partes real e imaginaria de las soluciones de valores complejos

vieM y  (vit +vo)eM

para encontrar las cuatro soluciones de valores reales independientes de x’ = Ax.

Anexo: valores y vectores propios de una matriz.

En desarollo.

3.1.3. Exponencial de una matriz

Definicion: Para el sistema lineal homogéneo de primer orden x' (t) = F (¢)x(t) se define la
matriz fundamental ® (t) como aquella matriz cuya columna k—ésima contiene la k—ésima solucion
linealmente independiente de dicho sistema, i.e.

N T
SN2 |x () - % (1)
1 I

Observe que dada una matriz fundamental ® (¢):
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» Para todo ¢ sus columnas son l.i., por definicion.

= Se cumple que:
() =F(@)P(1).

Para notar esto, basta observar que para toda columna k—ésima de esta ecuaciéon matricial
se tiene que:

xj (1) = F (t) i (1),

lo cual es cierto pues x; es soluciéon del sistema homogéneo.

» Una transformacion lineal isomoérfica (invertible) genera una nueva matriz fundamental, i.e.

b(t)=Cod (1),

con C una matriz de n X n invertible. Observe que un conjunto l.i. de combinaciones lineales
de las columnas de @ (¢) también es solucion del sistema, y por lo tanto matriz fundamental.
Existen, por lo tanto, infinitas matrices fundamentales®.

En virtud de las definiciones anteriores, existe la motivacion de definir la exponencial de una matriz
por razones que se expondran a continuacién. Partamos por la definicion:

Definicion: Se define la exponencial de una matriz como:

(e.9]
AL A*

@ ?
=0

k

En otras palabras, se realiza la expansion en series de Taylor, utilizando matrices en vez de escalares,
y considerando la potencia k—ésima como k multiplicaciones matriciales.

Partamos revisando la propiedad méas importante de una exponencial de una matriz:

A

Proposicion: e?! es una matriz fundamental del sistema x' = Ax.

Demostracion:
Si e®? es una matriz fundamental, entonces:

<(—'1A’L’)/ =A ((;?Af> :
Pero,

LIV KU o i
dt dt k!~ (k—1)
k=0 k=1
Observe que la suma comienza en k = 1 pues el primer término de la suma era constante, y por lo
tanto nula posterior a la derivacion. De esta forma,

d - tk

76Al/ _ ZAA:JA; _ AZX: (A/>' _ A(,’,Al/.

dt

k=0 k=0

3; Cuantos conjuntos de soluciones Li. puede generar para un sistema lineal dado? jInfinitos!
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A

De esta forma, e®! es una matriz fundamental del sistema x' = Ax. B

Como corolario inmediato de la demostracion anterior, observe entonces que existird una transfor-
macién lineal isomorfica representada por la matriz C tal que para cualquier otra matriz funda-

mental ® (¢) se cumplira:
A =Cd ().

Sit =0, entonces:

A0 =Co(0).
Observe que eA? =T (todos los términos restantes de la definicién se anulan). En consecuencia,
C=o"1(0).

Es decir, una vez determinada una matriz fundamental ® (¢) del sistema x’ = Ax, la exponencial
de la matriz A viene dada por la formula:

A

Asimismo, puede observar que e*! es una matriz fundamental, y de hecho la tnica, tal que en t = 0

es igual a la identidad.

Pueden agregarse algunas propiedades adicionales a la exponencial de una matriz:

Proposicion:

= Si A es diagonal, entonces

e 0 0
0 e 0
A = )
: 0
0 0 edn

s AB =BA — ¢AtB — AB,

. . . —1 _
» Para cualquier matriz A, e® es no singular y (eA) =e A

= Si A es nilpotente (existe n € N tal que A™ = 0)“, entonces:

n k
A_NA
K
k=0

“Note que si A es nilpotente, entonces |A| = 0. Esta es una condicién necesaria, pero no suficiente.

Demostracion:

= Es decir,

o~
Il
=)

195



k o .
a;;, sii

0,

i,

pero (A*). 7

sit#j

=J

, i.e. cada elemento de la diagonal se eleva a su potencia

J-

respectiva. Sumando matrices:

Z a]fl 0 0 |
Y ak e 0 0
22 a
A 0 Zk ) 0 N 0 e* 0
P 01’
0
|0 v b0 1 |
demostrando asi lo enunciado.
= Basta notar que:
00 k o) k
A+B _ (A + B) o l k k—jipJ
) DL SR S P

k=0

donde se aplico el teorema del binomio de Newton. Invirtiendo el orden de la sumatoria y

expandiendo el binomio:

ZZ

JOkJ

Ak IR —

ZZ -

donde se aplico la conmutacion de matrices pues AB = BA y en consecuencia A"BY =
BYA". Cambiando el indice de la segunda sumatoria:

ZZ

Como cada una de las sumas independiente, la segunda puede ser sacada de la primera como
constante o viceversa bajo la conmutaciéon de matrices:

a oAl

€A+B _

es una matriz fundamental, y por lo tanto sus columnas son L.i. para todo ¢t. En particular,

para t = 1 se sigue que e debe ser no singular. Sabemos asimismo que:

Como A (—A)

Finalmente, despejando,

0

eOn = eAA

A _—A

AA = he

=1L

(—A) A, entonces se cumple de la proposicion anterior:

=1L

(eA)_1 =e A
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En resumen existen dos formas de calcular la exponencial de una matriz:

= Resolver el sistema asociado x' = Ax, calcular la matriz @ (¢) y luego hacer e = @ (t) &1 (0).

» Sila matriz es nilpotente, para lo cual un buen punto de partida es calcular det (A) y verificar
si es cero, truncar la suma de Taylor y realizar las operaciones necesarias. Esto puede resultar
sustencialmente menos tedioso en cantidad de calculos que el paso anterior.

Revisemos algunos problemas de ejemplo respecto a esta metodologia:

P105) Calcule et siendo:

2 1 1 0 0 1
@) A=|1 2 1] (b) A= [0 0 0
-2 -2 -1 010
Solucién:
(a) Observamos que:
2 1 1 1 1 2
det (A) = 2’2 1‘_’2 1‘*’2 2‘
= 142
= 3#0.

Por lo tanto, A no es nilpotente y debemos en consecuencia resolver el sistema
asociado, x’ = Ax. Calculamos los valores propios de A:

det (A — Al) = \* —3)\? + 3\ — 1 =0.
Por inspeccién determinamos A = 1 como solucion. Realizando division sintética:

M =3 +30-1 = A-1)(\®=2x+1)
= (A=1)7".

Reemplazando con este valor obtenemos la matriz:

1 1 1 111
A-I)=|1 1 1|~]000
—2 -2 -2 000

Es decir los valores propios pertenecen al subespacio:
1 0

v E < 01,1 1 > .
-1 —1
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Para determinar el vector propio faltante, tomamos cualquier vector de este con-
junto. Buscamos vz no nulo tal que:

(A — ]I) V3 = Vj,
(A-T)°vs = 0.
Notamos que:

11 1 11 1 0
A-I)’=|1 1 1 1 1 1]|=1o0
-2 -2 2| |-2 —2 -2 0

o O O
o O O

Es decir, cualquier v es de utilidad mientras pueda determinarse v; con él. Observe
que no es posible encontrar dicho v3 para cada una de las bases del conjunto
generado obtenido, pero si para la suma de ambas componentes. En efecto, si

1 0 1
vi=| 0]+ 1 |=111,
1 -1 —2
1
entonces v3 = [ 0| serd un vector linealmente independiente. Basta tomar vo
0
0
como 1
-1

De esta forma, la matriz fundamental queda expresada como:

et 0 1+te 1 0 1
O(t)y=| ¢ € te! | —@0)=|1 1 0
—2et —et  —2te! -2 -1 0

et 0 1+tet 1 0 1

A= | e et tet 1 1 0
—2e! —et —2te! -2 -1 0

14+tet —1+et—tet 0]

— et =] tet —el —tet  —é!
—2tet 2tet e’ |

(b) Una matriz con muchos ceros sugiere que su determinante puede serlo también, y

esto a su vez nos hace sospechar que la matriz puede ser nilpotente. En efecto,

det (A) = 0.
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Intentamos iterar realizando algunas multiplicaciones matriciales para comprobar
si en efecto es nilpotente:

A? =

A? =

OO = = OO
S OO OO
_ o o = OO
S OO OO

1

At = ]I+At+§A2t2
1 0 0 00 ¢t 0 t2/2 0
= {01 0l+|00O0[+]0 0 0
_001 0t O 0O 0 0
(1 2/2 t
= 0 1 0
0t 1

Este es el resultado buscado, y el procedimiento resulté sustancialmente mas breve
que en la parte anterior.

O

P106 ) Demuestre que si A es una matriz cuadrada no nula que satisface que A2 = 3A entonces

Solucion:

Por definicién: )

3!

Es de interés determinar A3 y potencias superiores de A. Observe que multiplicando
A? = 3A por A obtenemos:

1
eAt:H+At+§A2t2+ A3t3 4 ...

A® =3A% = 3’A

Multiplicamos por A:
At =3°A% = 3PA,

haciendo uso de la misma ecuacién inicial. Luego, inductivamente:

A" =3"1A.
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Es decir,

1 1 1
At = T+ At+ 53At2 + 532At3 + 533At4 + -

o 1 2 1 243 1 344
= ]I—FA(t—l—aSt —Fg?)t +E3t + -

1 1
3%+ —

3! 4]

1 1
= T+ -A(3t+—3%
+3 <3+2!3 +

34t4+...)
1 1 1 1

= T+-A(1+4+3t+=3%2+ -3+ 3% +...—1
T3 ('% LT R TR TR

= T4oA (M- 1).

Entonces, queda demostrado lo pedido.

P107) Calcule la matriz B si

902t _ ot o2t _ ot ol _ o2t
eBt | g2t _ ot 902t _ ot ol _ 2t

3e?t — 3¢t 3e2t — 3et 3et — 262t

Solucion:

La pregunta puede resultar complicada en cuanto debe determinarse la matriz B, i.e.,
realizar la operacion inversa a lo ivsto en el primer problema de esta seccion. Sin embargo,
dado que B! es una matriz fundamental, entonces:

(eBt)/ _ BeBt7

en un analogo a la propiedad de la derivacion de e* si « es un escalar real. Observe que
el miembro izquierdo es la derivaciéon componente a componente de eB?. Haciendo t = 0
en esa ecuacion:

(8| =BI=B.
t=0
Es decir, jbasta derivar la matriz y evaluarla en 0 para obtener B! Hagamoslo:
42t — et 2% — et el — 2
(eBt>’ — | 92t — ot 4e2t — ot et — 92t
6e?t — et 6e* — 3e! el — 4e?

Entonces:

4-1 2-1 1-2 31 -1
B=1|2-14-11-2| =11 3 -1
6—-3 6-3 3—-4 3 3 -1
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P108) [Propuesto| Calcule sen (At) y cos (At) y luego establezca su relacion con la matriz funda-
mental que es solucién del sistema de orden dos x” = A%x.

3.1.4. Sistemas no homogéneos: variaciéon de parametros

Supongamos que se conoce la matriz fundamental ® (¢) de un sistema homogéneo x’ = Ax. Desea-
mos resolver el sistema X’ (t) = Ax (t) +f (¢). En un andlogo al método de variacion de parametros
ya desarrollado en ecuaciones diferenciales lineales de orden superior, proponemos como soluciéon
una funcién que multiplica a la matriz fundamental, lo cual puede entenderse nuevamente como
una combinacion lineal en que varian los coeficientes también con respecto a ¢, i.e.

x, (t) = ® () ut),
donde u (t) es un vector por determinar. Derivando:
x, (t) =@ (t)u(t)+ @ (t)u'(t).
Reemplazamos en la ecuacion original:
O (Hu(t)+@(t)u' (t) = AP ()u(t)+£(t).

Sin embargo, como ® es una matriz fundamental, entonces A® = &', y en consecuencia, reempla-
zando con esto y cancelando términos:

O (t)u' (t)=1£(¢t).
Dado que @ tiene columnas l.i., es invertible por definicion:
u )=o) f(t).

Integrando componente a componente:

u(t) = /<I>1 (t)f (t)dt +c.

El término c, residuo de la integracion, quedara multiplicado por ® (¢) en la expresion final y por lo
tanto puede agruparse en la solucion general homogénea. Para efectos précticos, esto es equivalente
a hacer ¢ = 0 pues las constantes finales dependeran de las condiciones iniciales dadas.

De esta forma, obtenemos la féormula de variacién de parametros:

x, (t) = @(t)/cb—l (t) f (t)dt|.

~1 )
At) = eAt. Se recomienda

Observe que si @ () = e la inversion resulta muy sencilla, pues (e
entonces la resoluciéon mediante exponenciales de matrices.

Esta formula seré aplicada directamente en los siguientes problemas:
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P109] Si el sistema homogéneo de orden dos x’ = Ax donde A = E :g} posee matriz fundamental

3et et
o= % .

use el método de variacion de pardmetros para hallar la solucién del problema de valores
iniciales

et -1

x (t) = Ax (t) + ; x(0) = :
1 0
Solucién:

No debe resolverse la parte homogénea del sistema pues esta ya esté especificada. Apli-
cando la férmula, requerimos invertir la matriz:

Es decir,
1 et _e—t] [e2t
o = [ )0
1 gt /—t
_ 1 / e —e &
2 —e3t + 3et
1 ( el + et )
2\ 3t 3et
30 + oe

Reemplazando en la féormula de variaciéon de parametros,

1 [3et et el +et
X (1) = 2 et et _1€3t+36t
3

1
1( 36215 ge%
2\ o L o -
——e?t 414
e 3€

La solucién general viene dada por:

Haciendo t = 0:
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Es decir,

[ e--40)

Dado que la matriz es invertible, la invertimos:

- 300 %)

Concluimos entonces que la solucién particular es:

1

2t

Q. 2t *
7 (et 1/ 3¢ 36
X (t) = —6 - + 5 1 .
¢ e?t — gezt +4

P110) Sea
-1 2
S

(a) Encuentre la matriz exponencial e, ¢t € R asociada con A.

dy sen 2t
~ _ A
dt y+ (cos 2t>

(b) Resuelva el problema

con v (0) = (_01)

P111) Resuelva 2/ = 3z — y +4e? ¢/ = —x + 3y + 4e*, 2 (0) = 1, y (0) = 1.

P112) Hallar funciones x; (t), x5 (t), z3 (t) tales que 1 (0) = 22 (0) =23(0) =1y

T, = 1+ 2x9+ 373
Ty = o+ 213

vy = x3+é

<o ) o xo=()

P114 ) Use el método de variaciéon de pardmetros para hallar la solucion general del sistema

P113) Resolver el sistema

2 (t) = x4+ 3y+ 3e*
Y (t) = 3v+y—3e*

y luego determine aquella solucion que satisface (z (0),y (0)) = (1, —1).
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P115) Resuelva el sistema lineal
, [3 2 271\ (-3)2
x—[_z —1:|X+(€_t ;o x(0) = 5 )
P116) [Propuesto| Resolver el sistema

e () x0-)

3.1.5. Aplicaciones

Sistemas de estanques. Realizando una extension de lo estudiado en estanques para sistemas
de primer orden, se pueden obtener ecuaciones dindmicas para un sistema en que aparece més de
un estanque, lo cual se traduce en un sistema lineal de ecuaciones diferenciales.

Sin embargo, el lector debe recordar que dicha ecuacion diferencial, si bien era lineal, no era
de coeficientes constantes, pues uno de los coeficientes respectivos representaba el volumen del
estanque en el tiempo, el cual podia perfectamente tener dependencia temporal. Si extendiéramos
la idea a varios estanques, nos encontrarfamos con la dificultad de que generariamos un sistema de
ecuaciones de coeficientes no constantes, lo cual se escapa de lo estudiado en este capitulo.

Por esta razon, una simplificaciéon realizada en esta secciéon pasa por asumir que el volumen total
de cada estanque en el tiempo varia, i.e. el flujo neto es cero (suma de volimenes de entrada igual
a suma de volumenes de salida).

Por lo tanto, todo el problema de modelamiento se reduce a determinar la cantidad de soluto en
cada uno de los estanques. El modelo dindmico a las cantidades de soluto puede deducirse a partir
de la ley de conservacion de masa:

dw; Z . .
- Mip — E Mout-
dt
Es decir, la variacion neta de masa en el tiempo es igual a la variacion neta de la masa de entrada
menos la variaciéon neta de la masa que sale. Cada masa por lo general puede deducirse como:

Min k = Cin,kfm,k:;

donde ¢, 1 es la concentracion de entrada de la mezcla y fin,r el flujo de entrada respectivo.
Asimismo, asumiendo que la mezcla en cada estanque se mantiene homogénea, puede deducirse
que:

. T

Mout,k = _fout,lm

Vi

donde z; es la masa de soluto al estanque para el cual se esta determinando el flujo de entrada. Ob-
serve que en este caso, de acuerdo al supuesto realizado, V; es constante. Asimismo, para mantener
los términos constantes en el sistema resultante, f,,:; también debe serlo.

Si se realizan conexiones entre estanques, el flujo de masa de salida de uno puede convertirse en el
flujo de masa de entrada de otro, situaciéon que debe analizarse con cuidado.
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De esta forma, se genera un sistema lineal de coeficientes constantes, por lo general no homogéneo.
Este puede resolverse en su parte homogénea mediante el método de valores y vectores propios y
su parte particular mediante el método de variaciéon de pardmetros, tal como puede comprobarse
en el siguiente ejemplo:

Dos estanques, conteniendo 50 litros de salmuera cada uno, estan conectados entre si mediante
tubos que hacen que el liquido pase del estanque A al estanque B a razon de 4 litros por
minuto y del estanque B al estanque A a razon de 1 litro por minuto. Las mezclas dentro de
cada estanque se mantienen homogéneas. Salmuera, con una concentracion de 2 kg/litro de
sal entra al estanque A a razon de 4 litros por minuto y una mezcla conteniendo 1 kg/litro
de sal entra al estanque A a razén de 1 litro por minuto.

Las mezclas salen del sistema por ambos estanques, del estanque A a 1 litro por minuto y
del estanque B a 4 litros por minuto. Si en un principio el estanque A contiene agua pura
y el estanque B contiene 5 kg de sal, determine la cantidad de sal en cada estanque cuando
t — oo.

Solucion:

Graficamos la situacién de acuerdo a lo descrito en el enunciado:

f.sum —— L[

I me ekg ,.:

= | |ty e

Por conservacion de volumen, se observa que el volumen neto de cada estanque se con-
serva y es igual a 50 litros, puesto que el volumen de ingreso es igual al de salida. Esto
es coherente con el supuesto que nos permite resolver este tipo de problemas con los
conocimientos disponibles.

Por lo tanto, planteamos las ecuaciones de conservacion de masa para cada estanque de
acuerdo a los procedimientos descritos anteriormente:

dlL’l I T
(4.0 )— (4— —>,
dt ( N 50 50 - 50/ °
dxs To X9
2 (1442 ) . <47 7) .
dt (1 50 50 750

Las condiciones iniciales para este caso son x7 (0) = 0 y x5 (0) = 5. Se obtiene de esta
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forma el sistema:

z\ 1[5 1 8
= — + )
i) 50 4 ) 1
Resolvemos el sistema de acuerdo a la metodologia ya estudiada:

= Para determinar la solucion homogénea, resolvemos el determinante igualado a cero:

1 [-5 1
A -\ = ‘%{4 _5]—A}1'
1|[-5 1
-~ 502 {4 —5}_5”]1’

donde se aplico la propiedad det («A) = o™ det (A). De esta forma, resolvemos:
(5+50\) —4=0.

Obtenemos asi A\ = —% — V] = (_12) V Ay = —% — Vy = (;) La matriz

fundamental vendra dada por:

o= Tt/50 o—3t/50
¢ (t) - {_2671‘,/50 2637&/50]

= Resolvemos ahora la solucion particular, haciendo uso de la ecuacion respectiva de
variacion de parametros:

con f (t) = (f) en este caso. Tenemos que:

(1) =~

1 [2e7t/50 _7t/50
il

1 (15e7/%0
—1 o
9e3t/50  o3t/50 } — O () (1) = 1 (1763t/50)'

Es decir, la integral viene dada por:

u(t) = / L (1) F (1) dt = 2—;(1?%;% 7).

= La solucién general se escribe como:
x(t)=P(t)c+P(t)u(t).

Segtin la condicién inicial,
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Es decir,
c=0"1(0)xo—ul(0).

=1(1) % (i)

25 (15e™/%0 /7
)=t = .
x(?) ®) {C+ 2 ( 17e3t/3 )}

Observe que ® (1) — 0 cuando t — 0o, de modo que:

25 15 377?/50 7
lim x (t) = gflﬁn o (1) ( set™/ )
[ — 00

Reemplazando,

Se concluye que:

t—00 17e3t/3
25 15/7+17/3

= — lim .
2 t—oo \ —30/7 4 34/3

1 (2050
21\ 1850

- (i) )

De esta forma,

0

Sistemas de resortes. Una aplicacion directa de los sistemas de ecuaciones diferenciales son
los sistemas de resortes, donde es de interés determinar la posiciéon con respecto al equilibrio de
mas de un resortes, los cuales estdn conectados mediante ligaduras cineméticas. Sin embargo, el
lector debe tener presente que si bien el planteamiento puede deducirse directamente a partir de la
segunda ley de Newton, contenidos aprendidos en un curso basico de mecanica clasica, apareceran
involucradas ecuaciones diferenciales de orden dos.

Como marco tedrico, se revisard brevemente como resolver sistemas de ecuaciones de orden dos,
siguiendo un desarrollo teérico similar al realizado para resolver sistemas de primer orden. En
general, estamos interesados en determinar la soluciéon de sistemas de forma:

x" = Ax,

en el cual esperamos 2n soluciones linealmente independientes si A, .,"*. Partimos con el caso
basico: si la matriz es diagonal, entonces:

x" = Dx

Resolver esta ecuacion es sencillo, porque es un juego de ecuaciones de orden dos, cada una inde-
pendiente de la otra. Cada una tendra ecuacion caracteristica s?> — d; y por lo tanto sus soluciones

4Ejercicio propuesto para el lector: jprucbe esta afirmacion! Pista: toda ecuacion diferencial de orden
superior de orden j puede reducirse a un sistema de ecuaciones de...
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son o bien eVI4ll y e=VIdlt 5i @, > 0 o bien cos( |di|t) y sen< |di|t> en caso contrario. Es
decir, la solucion general queda expresada como la suma de cada una de las soluciones asociada a
su respectivo vector componente:

- | evidlt sid; >0 e vidilt sid; >0
X (t) = Z Ci 1€ . + C; 2€; .
— cos < |di|t> 6 sid; <0 sen ( |di|t> 6 sid; <0

Si la matriz no es diagonal, entonces consideramos el caso en que es diagonalizable, por lo cual
A = VDV ! Es decir, haciendo y = V~'x se obtiene el sistema:

x" = Ax — y" = Dy.

Para este sistema ya conocemos la soluciéon, y basta reemplazar los elementos de la diagonal por
los valores propios respectivos:

0 z”: eVt si\; >0 eVl si\; >0
t) = C;1€; + i 2€;
Y ) cos ( ])\Z-|t) 6 siN<O0 Z7 ) sen ( \)\i]t> 6 siN<O0

i=1

Finalmente, premultiplicamos por V para obtener x y notamos que Vé, = vy, de modo que:

n ) e\/mt si >0 e |Ailt siA; >0
X (t) = Z Ci1V; . + C;2V; .
— cos ( |)\i|t> 6 siN <O sen ( |/\Z-|t) 6 si\ <0

Finalmente, el caso no diagonalizable escapa a los propoésitos de analisis de este tipo de sistemas, por
lo cual se prescinde de él. La gran mayoria de problemas de naturaleza mecanica puede resolverse
analiticamente mediante las consideraciones anteriores.

Procedamos a la resolucion de un problema de ejemplo mediante la metodologia anteriormente
desarrollada. Se revisaré el modelamiento de este tipo de problemas con ejemplos particulares en
el desarrollo de los problemas:

P118) Considere el sistema de masas m; = my = 1 kg y de resortes ki, ko y k3 con constantes 3
N/m, 2 N/m, 6 N/m respectivamente, como en la figura siguiente:

I m K, m ke,
W
x (0 x,(1)

Determine las posiciones x4 (t), 23 (t) de las masas m;, ms respectivamente, con respecto a
sus posiciones de equilibrio para los datos iniciales x; (0) = x4 (0) = 0, 2 (0) = 0, 2, (0) = 1.
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Solucion:

(a) Considere, en coherencia con la figura, un desplazamiento x; de la primera masa
con respecto a la posiciéon natural y un desplazamiento zo de la segunda masa con
respecto a la posicion de equilibrio. Luego, el primer resorte se estira 1, el tercero
se contrae x5 y el del medio se estira/contrae dependiendo de la diferencia entre
y x1. Si xy > x1, entonces el segundo resorte se estira xo — x1, y se contrae r; — o
en caso contrario.

En consecuencia, la segunda ecuacion de Newton puede calcularse sobre cada masa,
considerando la fuerza que cada resorte ejerce sobre dichas masas, obteniendo asi
el sistema:

mix (t) = —kay (t) + ko[22 (t) — 21 (8)]
moxy (t) = —kglxe (t) — x1 (t)] — kzxo (1) .

Entonces, acabamos de generar el siguiente sistema de segundo orden a resolver:

_k1 + ko ﬁ
O I
2 ko ko + ks | \T2/
mo mo

iUtilicemos la teoria recién desarrollada! Reemplazando con los parametros:

" -5 2
(xl) (m1>
) 9 _8 T2
Reemplazamos con los valores numéricos de las constante y obtenemos asi el siste-

ma: B
1\ |=5 2 Ty
T2 2 =8 \zy)

Resolvemos la ecuacion caracteristica para obtener asi los valores propios:

B+AN)@B+A)—-4=0.

Es decir,

~13+
/\2+13/\+36:0—>)\:¥—>/\1:—9v)\2:—4.

Calculamos los vectores propios asociados a cada valor propio, obteniendo asi:

o[- ne ()

s Para A\;:
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» Para \s:

-1 2 -1 2 2
w3 2 [0 8 e (0))
Es decir, concluimos que:
T 1 2
( > — < 2) [c1 cos (9t) + ¢ sen (9t)] + <1> [c3 cos (4t) 4 ¢4 sen (4t)] .

T2

Haciendo ¢t = 0 tenemos:

()= (o) ()= 0)

Derivando y haciendo ¢t = 0 tenemos:

() = (s ()= C)

Resolviendo ambos sistemas obtenemos:
0 4 0 1
cl = X Cy = ——— ) C3 = ) Cqp = —.
81 18
Es decir, las posiciones de cada uno de los resortes con respecto al equilibrio co-
rresponden a:

Analisis cualitativo y teoria de estabilidad

El objetivo de este apartado es hacer el estudio de sistemas de la forma:

dx
E - F($,y),
dy
E - G(xay)7

donde la variable ¢t no aparece de forma explicita y F' vy G son funciones diferenciables. Estos
sistemas se denominan sistemas auténomos. Tal como ya sabemos, vectorialmente, el sistema
anterior puede compactarse como:

x' =F (x).

La soluciéon obtenida a partir de estas condiciones iniciales corresponde a una curva denominada
trayectoria del sistema.
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Definicion:
» Se definen los puntos criticos del sistema como aquellos puntos (xg, yo) tales que:

F(xoayo) =0
G(x07y0) =

» Se define una soluciéon de equilibrio como aquella de la forma:

xz(t) = xo,

yt) = wo.

Es decir, funciones constantes con el punto critico como valor.

Los sistemas auténomos se grafican en el plano cartesiano xy por medio de campos de pendientes,
los cuales son segmentos de recta con pendiente:

dy

dt _dy _ G(z,y)

dr —de F(x,y)

dt
A la vez, se pueden asociar vectores para indicar la direccion “a favor del flujo”. Toda trayectoria
que pase por dicho punto tendra la pendiente en dicho punto. Las flechas representaran la direccion
de movimiento en la curva.

Se puede demostrar que cualquier trayectoria que no conste de un tinico punto es una curva no
degenerada, es decir, sin autointersecciones.

Clasificacion de puntos criticos. Los puntos criticos pueden clasificarse de diversas formas. A
continuacion se muestran algunas de ellas de forma esquemética:

= Segun su estabilidad: Realizamos definiciones en analogia a lo estudiado para sistemas
autonomos en la primera parte del curso:

e Un punto critico Z se dice estable si para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo t > 0
17 — ol <0 — [|Z —x(t)]| <e

e Se dice inestable si no es estable.

e Un punto critico es asintoticamente estable si es estable y si toda trayectoria que co-
mience suficientemente cerca de z tiende a T cuando ¢t — oo. Es decir, si existe § > 0
tal que

|zo —Z|| <0 — lim x(t) = Z.
t—o0

La estabilidad asintotica es una condicion mas fuerte que la simple estabilidad, porque
un centro cumple la condicion de estabilidad (por ejemplo, trayectorias elipticas), pero
un nodo estable siempre sera asintoticamente estable.
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= Segin la naturaleza de las trayectorias: De acuerdo al comportamiento de las trayec-
torias los puntos criticos se pueden clasificar en:

e Nodos: Un punto critico se denomina nodo si se cumple una de las siguientes condiciones:

o Toda trayectoria tiende a (Z,y) cuando t — 400 o bien se aleja.
o Toda trayectoria es tangente en (Z,y) a alguna linea recta que pasa por el punto
critico.
De acuerdo a la degeneracion del nodo se pueden clasificar en:

o Propios: Si no existen parejas de trayectorias opuestas que sean tangentes a una
misma linea recta que pase por el punto critico.

o Impropios: Si no son propios.

De acuerdo a la atraccion del nodo se pueden clasificar en:
o Pozo: Si todas las trayectorias tienden al punto critico. Los pozos por lo tanto son
asintoticamente estables.
o Fuente: Si todas las fuentes se alejan de él. Son por lo tanto inestables.
o Punto silla: Cuando las trayectorias (salvo una namero finito). Son por lo tanto
inestables.

[N}
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e (lentros: Un punto critico se denomina centro si determina trayectorias cerradas perio-
dicas en torno al punto critico. Este tipo de puntos son estables.
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e Puntos espiral: Se define un punto espiral como aquellos puntos en el cual las trayec-
torias giran en espiral conforme tienden a el o se alejan de este. El comportamiento de
acercamiento o alejamiento determinaré la estabilidad del punto critico.
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Linealizaciéon de sistemas no lineales. Un punto critico x¢ se dice aislado si existe una vecindad
en torno a él que no contiene puntos criticos salvo x,. Para puntos cercanos a X, el comportamiento
del sistema no lineal puede ser aproximado por un sistema lineal a partir de la definicién de
diferenciabilidad de una funcién vectorial:

F (x) =~ F (x0) + Jr (%0) (X — Xo) ,

donde Jr (x0) es la matriz jacobiana de F evaluada en x¢, cuadrada y constante en este caso.
Recordar que esta se calcula derivando:

oF oF
o (%0) 8_y (%0)
Jr (Xx0) =

oG oG
o (x0) 3—y (%0)

Dado que x( es un punto critico, entonces F (xg) = 0 y por lo tanto:

F (x) = Jr (x0) (x — X0) -

Realicemos la sustitucion u = x — Xg, y consecuentemente u’ = x’ (derivacién con respecto al
tiempo t). De esta forma, el sistema lineal que aproxima al no lineal puede escribirse como:

11/ = jF (Xo) u.
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Puede demostrarse sin mayores dificultades que el comportamiento cualitativo del sistema no lineal
puede determinarse a partir del comportamiento del sistema lineal. Por lo tanto, se concluye que
es necesario determinar el compartimiento cualitativo de sistemas lineales para poder estudiar
cualquier sistema no lineal diferenciable. Esto es lo que haremos a continuacion.

Puntos criticos de sistemas lineales. Consideremos el sistemas:

x = Ax,
donde los valores propios de A los denotaremos por A\; y As. Si A es la matriz jacobiana evaluada
en xXo y suponiendo que Xy es un punto critico aislado, entonces ad — be # 0 de modo que no se
generen trayectorias o valores en los cuales el sistema se iguala a cero. En otras palabras, ninguno
de los valores propios puede ser cero.

Para los valores propios A\; y A2 de la matriz se pueden considerar los siguientes casos:

= Reales y distintos con el mismo signo: De acuerdo a lo estudiado sobre sistemas lineales,
se generan vectores propios vi y vy distintos y una soluciéon de la forma

X (t) = cyvieM + cyveet,

Se observa que {vy, vy} generan una base de R? y por lo tanto podemos considerar dicho
sistema de coordenadas como una transformacion valida y denotarlo por B = {u, v}. De aqui
se sigue que x (t) puede escribirse en este sistema de coordenadas como:

ol = (0) = (47)

Analizar el sistema en este sistema de coordenadas resulta sustancialmente mas sencillo.

Sic; =06 ¢y = 0 entonces la curva solucion esta determinada por uno de los vectores propios
y por lo tanto estd determinada sobre uno de estos ejes. En caso contrario, si tomamos
k = Xo/A1 notar que:

k
ut) = et — ub () = et = Loty — v (1) = Z2ub (1)
C2 €1

e Si k > 1 entonces las curvas son tangentes al eje u = vy y si 0 < k < 1 las curvas son
tangentes al eje v = vy. Por lo tanto, en cualquiera sea el caso el nodo es impropio.

e Si A, Ay > 0, entonces las trayectorias se alejan del punto critico y el nodo es una fuente.

e Si A\, Ay < 0, entonces las trayectorias se acercan al punto critico y el nodo es un pozo.

= Reales, distintos con distinto signo: Denotemos dichos valores propios como A\; < 0 < As.
Bajo la misma transformacion lineal descrita anteriormente se obtiene que:

v(t) = %uk ()

Ahora es claro que £ < 0 y por lo tanto el comportamiento de las curvas es similar al de
hipérbolas. De esta forma, concluimos que el punto critico es un nodo tipo punto silla.
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= Reales iguales: En este caso debemos cuidar si para el vector propio A\ existe un vector
propio o dos vectores propios. Revisemos ambos casos:

e Si existen dos vectores v; y va, entonces la soluciéon viene dada por:

x () = (c1vy + cava) €M
Bajo la transformacion lineal descrita con anterioridad tenemos en este caso que k =1

y por lo tanto:
Ca

v(t) = —u(t)

C1

(Note que ¢; = 0 implica en este caso una recta a lo largo del eje v) De esta forma, el
nodo es un nodo propio cuyo caracter atractor o repulsor estaréd dado por el signo de A:
es una fuente si A > 0 y un pozo si A < 0.

e Si existe un solo vector vy, entonces podemos obtener el otro mediante el procedimiento
ya conocido, de modo que:

x(t) = crvie™ + ¢y (vit + va) M

De esta forma,
1 + cot) e
coet

(0l = "

Se tiene entonces que:

dv  dv/dt Acget pY

du du/dt — cieM + X(cp +cot)eM ¢ + X(ey + cot)

Cuando t — oo es claro que que dv/du — 0, por lo que cada trayectoria es tangente
al eje u, en particular cuando c¢; = 0 coincide con el eje u. De esta forma, el sistema
describe un nodo impropio. Si A < 0 entonces es un pozo (ver la solucion x (t)) y si
A > 0 entonces es una fuente.

» Complejos conjugados: Los valores propios los denotaremos por A\; 3 = p+iq. Los vectores
propios asociados serdn vi = a+ib y vo = a — ¢b. Entonces, las soluciones seréan

x; (t) = e (acosqt —bsenqt) y Xo(t) =e” (bcosqt —asenqt).

Luego, cada una de las componentes oscila en torno a valores positivos y negativos conforme
t se incrementa. Por lo tanto, el sistema es un punto espiral. Asimismo, si p > 0 se observa
en X; y X que la soluciéon diverge, por lo que el sistema es inestable y si p < 0 el sistema es
estable.

» Imaginarias conjugadas: Entendiéndolo como un caso particular del caso anterior (p = 0),
se tendra que:

x1 (t) =acosqt —bsenqgt y xo(t) =Dbcosqt —asenqt.

Entonces x (t) = ¢1x; (t) + cox (t) describe una elipse centrada en el origen del plano zy. En
consecuencia, el sistema es un centro (estable en consecuencia).
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De acuerdo a lo anterior se puede hacer el siguiente cuadro resumen:

|

Caso

|

Tipo

|

Estabilidad

Reales, distintas, de mismo signo

Nodo impropio

Pozo (estable) si A1, Ay < 0

Fuente (inestable) si A1, Aa > 0

Reales, distintas, de distinto signo

Nodo punto silla

Inestable

Reales iguales

Nodo propio o impropio
segun multiplicidad geométrica

Pozo (estable) si A1, Ay <0

Fuente (inestable) si A1, Ay > 0

Complejas conjugadas
(A =p+iq)

Punto espiral

Estable si p < 0

Inestable si p > 0

Imaginarias puras

Centro

Estable

Observe entonces que los resultados de estabilidad de acuerdo al comportamiento de los valores
propios puede resumirse en el siguiente teorema:

Teorema: (de Hartman—Grobman) Sean A; y A5 los valores propios de la matriz de coeficientes

A del sistema de 2 x 2:

x' = Ax

donde det (A) # 0. Entonces el punto critico (0,0) es:

» Asintoticamente estable si R{\;} <0y R{ 2} <O0.

= Estable pero no asintoticamente estable si las partes reales de \; y Ay son ambas cero
(de tal manera que A1, As = £qi).

= Inestable si \; 6 Ay tienen una parte real positiva.

Bajo este marco teérico estamos en condiciones de resolver los siguientes problemas:

P119) (a) Determine todos los puntos criticos del sistema

dz 9

= 121
a v
dy

—= = .

at y

Resuelva la ecuacion en el plano fase xy para determinar las curvas integrales. Pruebe
que hay dos trayectorias que son semicirculos genuinos. ;Cuéles son los extremos de los

semicirculos?

(b) Encuentre los puntos de equilibrio del sistema

r(t)=y—a®+2

y (1) = —xy

y clasifiquelos de acuerdo a su estabilidad.
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Solucion:

(a)

Para determinar los puntos criticos resolvemos el sistema:

2 —1=0
xy =0
La primera ecuaciéon implica que z = £1 y la segunda que z = 0 6 y = 0. Como
x = 0 contradice el resultado de la primera ecuacién, entonces concluimos que los
puntos son (1,0) y (—1,0).
Para resolver la ecuacion del plano fase estamos interesados en resolver:

dy  wy
dr  22-—-1’

la cual es una ecuaciéon claramente separable. Por esta razon, la reescribimos como:

d
- 2:6 dx
Y ¢ —1

Integrando a ambos lados:
1 2
In|y| = éln‘x —1|+ec=In]z2 = 1| +c
Tomando exponencial a ambos lados:

y= k22 —1]
donde k = +e°. Por propiedades del moédulo tendremos que:
y = k|1 —22|.
Para k = +1 las curvas efectivamente seran semicirculos, pues:
y2:1—a:2 —>x2+y2:1.

De esta forma, se prueba todo lo pedido.

Por resolver el sistema:

y—2°4+2=0
2 —ay = 0.
En la segunda ecuacion se tiene que x (z — y) = 0. Si x = 0, entonces en la primera
ecuacion se sigue que y = —2. Si x = y, entonces la primera ecuacion se reescribe
€Omo:

-2 +2=0—2"-2-2=0— (v +1)(z—-2)=0
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Es decir, x =y = —1 y x = y = 2 son los dos puntos criticos faltantes. Concluimos
entonces que los puntos de equilibrio son:

S={(0,-2),(-1,-1),(2,2)}

Para clasificar los puntos criticos de acuerdo a su estabilidad utilizamos el teorema
de Hartman—Grobman, linealizando el sistema en torno a cada uno de los puntos de
operacion. Partimos derivando:

T (.y) = { -2z 1 }

20 —y —zx|
Luego, evaluamos en cada uno de los puntos criticos:

» Si(z,y) = (0,—2), entonces:

Es decir, la ecuacioén caracteristica es A2 =2 =0 — \ = ++1/2. Como uno de
los valores propios es positivo, concluimos que el equilibrio es inestable.

= Si(z,y) = (—1,—1), entonces:
T (—1,—1) = [_21 ﬂ .

La ecuacion caracteristica en este caso es (A — 2) (A — 1)+1 = 0. Expandiendo,
A2 — 3\ + 3 = 0. Despejando,

C3+£4V9-12 3+4V3
B 2 2

A

Como las partes reales de los valores propios son positivas, entonces el sistema
es inestable.

» Finalmente, si (z,y) = (2,2), entonces:
—4 1
PR PR

La ecuacion caracteristica serd (—4 — \) (=2 — A\) —2 = 0. Es decir, expandien-
do:
A2+ 6A+6=0.
Luego,
 —6++36-24 —6+2V3
B 2 2

Como ambos valores propios son negativos, concluimos entonces que el sistema
es asintoticamente estable.

A
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P120) Estudie la estabilidad del punto de equilibrio (0,0) en relacion a los sistemas

(o =4y — 2y
(a) < .
Y =2z +y+3y°
(2 = —4y
(b)
Yy =2
(2 =22 — 4y
(c) S
\y/ - r— 2y2
Solucién:

(a) Dado que el sistema es claramente no lineal, lo primero que debemos hacer es
linealizarlo en torno a su punto (0,0):

1 -2y 1—2x}

jp(x,y):{ 5 16y —)jF(O,O):[l 1]

-2 1

Determinamos los valores propios de esta matriz haciendo:

‘[1_2)\ 11AH_0_><1_A)2+2_0

Es decir,
A=14iv2.

A partir de la tabla resumen obtenida deducimos que el punto es un punto espiral
pues los valores propios son complejos conjugados. Como R{A} =1 > 0, entonces
el punto es un equilibrio inestable.

b) El sistema ya es lineal, por lo que no hay necesidad de linealizarlo debido a que
Y p q Y q
esto seria una operacion redundante. De esta forma, buscamos los valores propios

de la matriz:
0 —4
A=l o]

Es decir, A = £2i. De esta forma, como los valores propios son puramente imagi-
narios, el equilibrio es un centro (estable).

-2 =4 ) B
—>H1 _)\H—O—w\ +4=0
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(c) Linealizamos el sistema en torno a (0, 0), obteniendo asi la matriz:

=7 Sl men=[) 7).

Observe que la matriz es exactamente la misma que la de la parte anterior, por
lo cual no es necesario realizar trabajo adicional. El punto (0,0) corresponde a un
centro en este caso y por lo tanto el equilibrio es estable.

P121) EI punto (0,0) es el tnico punto de equilibrio del sistema
r =y

Yy =k(l1—2*)y—=z

Determine su caracter (atractor, repulsor, centro o punto de silla) en funcion del parametro

k.

Solucioén:

Dado que el sistema es no lineal, partimos linealizandolo en torno al punto critico (0, 0)
(entregado en el enunciado) para un valor de k cualquiera, y a partir de este generamos
el sistema que debemos estudiar:

Te (z,y) = {_M?y_ 1 k;(11—x2) — Jr (0,0) = [_01 /j

Entonces, determinamos los valores propios haciendo:

H:ikiA”—0—%Ag—m+¢—0—%x%wu+1—o

Despejando aqui A (los valores propios buscados) en funcion de k obtenemos asi:

k+ VA4

A
2

Es decir, el comportamiento de los valores propios dependeré del valor de k, en particular
dependiendo de cémo se comporte la raiz:

» Sik?—4>0(k>206k <2), entonces las raices (valores propios) seran reales y

dadas por:
k+vVEk?—4 k—+vVk*—4

N = — " = Ao =
1 9 Yy A2 5

Observe que en este caso los valores propios no pueden ser en ningin caso iguales,
pues eso solo se cumple cuando k? — 4 = 0. Entonces, lo que puede suceder es
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que estas tengan el mismo signo o distinto signo. Si ambas tienen el mismo signo,
entonces se cumplira que:
k? — k*+ 4
)\1)\2>O—>T>0—>1>0,

lo cual se cumple para todo k en el intervalo. Esto implica que es imposible que las
raices tengan signos opuestos. De esta forma, en ambos casos los equilibrios serédn
nodos impropios. Si k > 2 entonces seran fuentes pues Ay y Ay seran positivos y si
k < —2 entonces seran pozos.

= Sik?—4 =0 (k= %2) se tendrd que \; = XAy = % = £1. El tipo de nodo lo
determinaremos obteniendo el o los vectores propios. Reemplazamos, para obtener

asi: L
F1 1 1 F1 B
R R R Y

donde el signo se decide segun el valor de k. Dado que tenemos un solo vector
propio, se sigue inmediatamente que el equilibrio serd un nodo impropio. Si k = 2
serd una fuente (inestable) y si k = —2 seré un pozo (estable).

s Sik?—4<0 (ke (—2,2)) tendremos que las raices seran complejas conjugadas, y

dadas por:
k+iv4 — k2 k—iv4 —k?
M=——7— 'y A= —

2

Es de particular interés el caso k = 0, donde la parte real de los valores propios sera
cero, ambos valores propios puramente imaginarios y por lo tanto el equilibrio un
centro (estable). En caso contrario, el punto sera un punto espiral, estable si k& > 0
e inestable si k < 0.

En resumen podemos separar en los siguientes intervalos para k:

» Si k < —2 tendremos nodos impropios tipo pozo (estables).

Si k € (—2,0) tendremos un punto espiral estable.

Si k = 0 tendremos un centro (estable).

Si k € (0,2) tendremos un punto espiral inestable.

Si k > 2 tendremos nodos impropios tipo fuente (inestables).

P122) Determine y clasifique todos los puntos criticos del sistema:

y =-3y+uyz
2 o=zt
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Solucion:

Partimos determinando los puntos criticos del sistema haciendo:

—3y+yz=0
z4+y* =0

De la primera ecuacion factorizamos y deducimos que y (z — 3) = 0. Es decir, si y = 0
entonces en la segunda ecuacion se deduce que z = 0 y si 2z = 3 entonces la segunda
ecuacion no tiene solucion real. Por lo tanto, el tnico punto critico es (0, 0). Linealizamos
el sistema en torno a este punto:

e[ o[58

Es decir, los valores propios son A = —3 y A = 1. Como son valores propios reales,
distintos, de signos opuestos, concluimos que (0, 0) es un equilibrio tipo punto silla y por
lo tanto inestable.

P123) Considere el sistema siguiente:

2
7 = e dar—2°—1

= —sen(z) —y°

Determine los valores de « # 0 para los cuales el origen (0,0) es estable, inestable o asinto-
ticamente estable.

Solucion:

Dado que solo nos preguntan el comportamiento del origen, linealizamos solo en torno
a dicho punto de operacion:

— 5zt 2yeV 0
jF (:C7y) - {fCOS é) _y§y4‘| — jF (070) - |:_a1 0:|

Entonces, el polinomio caracteristico asociado es
(Oé—)\)AZO—>)\1:O\/>\2:Oé
De esta forma, las soluciones asociadas seran:
Xy (t) = V) + C2V2€at.

Observe que solo piden determinar la estabilidad del sistema y no el tipo de punto
critico. Entonces, observamos que si @ = 0 entonces la soluciéon es constante y por lo
tanto estable (pero no asintoticamente estable pues nunca convergera al origen), si a > 0
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seré inestable pues el segundo termino divergeréa y si a < 0 el equilibrio sera estable (pero
no asintoticamente estable).

O

P124) [Propuesto| Realice los siguientes pasos para demostrar que las soluciones de ecuaciones de
la forma particular y” = f (y) satisfacen

W) - Fly)=c

donde F'(y) es una primitiva de f (y).

(a) Haga v =14 y escriba y” = f (y) como un sistema equivalente de primer orden.

(b) Muestre que las soluciones de la ecuacion en el plano fase yv para el sistema de la parte
(a) satisfacen v? = F(y) + K. Concluya.

3.2.1. Sistemas Hamiltonianos

Estamos interesados en estudiar un caso particular de sistemas no lineales, que se conocen como los
Sistemas Hamiltonianos y cumplen ciertas condiciones que permiten aplicaciones interesantes
a nivel fisico. Partiremos definiéndolos:

Definicion: Un sistema no lineal se dice hamiltoniano si existe una funcién escalar C H (z, y)

tal que:
dr_ _86_7; =),y 0] = Flz ),y ()],
dy OH

=5, M.y =gz ),y ().

De existir la funcion H, esta se conoce como funcion hamiltoniana o constante de movimiento.

La primera propiedad interesante de este tipo de sistemas es que una curva solucion [z (t),y (t)]
de un sistema hamiltoniano puede evaluarse en la funcién hamiltoniana, obteniendo una funcién
R — R tal que:

g@) =H[z(@),y(t)].

Derivando con respecto al tiempo y aplicando la regla de la cadena:

dg_@?—[@_x 87—[@

-y 7
dt Oz ot Oy Ot
Dado que el sistema es hamiltoniano, se cumplira entonces que:

dg  OHOH OHOH _

dt oz 8y+8_y8x =0
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En otras palabras, la curva solucién del sistema hamiltoniano mantiene la funcién hamiltoniana
constante en todo punto. Més atin, las curvas soluciéon del sistema seran curvas de nivel de la
funcion hamiltoniana bajo la deduccién anterior, pues sus vectores tangentes serdn ortogonales a
VH (z,y) (haga el producto punto entre el vector gradiente y X' (¢) para comprobarlo).

{Como determinar si un sistema es hamiltoniano? Si el sistema es hamiltoniano, entonces
existira una funciéon C? que determina la constante de movimiento del sistema. Esta funcién debera
cumplir el lema de Schwarz, de modo que:

PH  PH
oydx  0x0y’

Como no sabemos a priori H (z,y), debemos escribir esta informacion en funciéon del sistema dado:

PH 0 0H 0Oy
dydr Oy dx Oy’
PH 0 0H  Of
0oy  Oxr dy Oz

Luego, un sistema sera hamiltoniano si:

99 _ _90f
oy Oz |

. Como determinar la constante de movimiento? Puede ser de interés determinar la constante
movimiento en istem miltoniano, pu rm nem urv: nivel en
de mo ento en el sistema hamiltoniano, pues de esta forma obtenemos la curvas de nivel en el

plano xy que representan las soluciones del sistema. Para ello, basta notar que:

oOH
Derivando nuevamente,
oH 0 ,
B —%/f(x,y)dy—l—c ().

Debera cumplirse que:
5 [Hen @ =@ — @) =g @+ o [ Fwn)a
o »Y)ay =9 =9 o »Y)ay
Integrando nuevamente,
0
c(x) :/ {g(az) +%/f(x,y)dy} dz +d.

Como nos sirve cualquier funciéon hamiltoniana, podemos hacer arbitrariamente d = 0. De esta
forma,

)= [ o+ o [rena] - [rena)
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Maés que memorizar esta féormula se recomienda aplicar el procedimiento seguido en cada problema
en particular, siempre y cuando se haya determinado previamente que el sistema es hamiltoniano.
De serlo, nunca se encontraran inconsistencias en este método. De no serlo, el principal problema
que puede aparecer es que al despejar ¢ () este no sea una funcion que depende exclusivamente
de x. Esto puede ser un indicador de problemas de desarrollo algebraico.

Estabilidad de sistemas hamiltonianos. Dado un punto (z,yy) del sistema hamiltoniano,
observamos que este entonces anulard —#H,, (z,y) y H, (z,y) simultdneamente. Asimismo, podemos
entender este sistema como un caso particular de sistemas no lineales analizados con anterioridad
y determinar su comportamiento mediante los mismos procedimientos. En particular, en virtud de
la notaciéon utilizada anteriormente, tenemos que:

F (xa y) = (_Hyv Hx)
Entonces, linealizando:

T (0.4) = [—HW (z,y) Hyy (x,y)] '

Haw (2,y)  Hay (2,y)

Como la funcién es por hipétesis de clase C?, entonces a la luz del lema de Schwarz tenemos que
Hyz = Hay. Asimismo, podemos observar que esta matriz es una transformacion lineal de la matriz
hessiana de H, la cual denotaremos por M (z,y). En efecto, se puede notar que:

=[] Pt i)

M(z,y)

N

Es decir, en el punto critico xo = (¢, yo) se tendra que:

, [O —1

=] Mo )

Haciendo u = x — x, se llega asi a estudiar el sistema:

= E} _01} M (x) .

Observemos un poco la matriz M (xy):
= Esta puede escribirse en general como:

M (xo) = [Z ﬂ

= Sus valores propios se deducen por lo tanto de la ecuacion: (a — ) (c — A) — b* = 0. Expan-
diendo:

(a+c) £ /(a+c) — 4dac + 4b?

M—(a+e)A+ac—b=0— \= 5

Es decir,

(a+c)+/(a—c)+4b?
5 :

=
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= En la expresion anterior los términos dentro de la raiz nunca pueden hacerse negativos, razéon
por la cual los valores propios seran siempre reales.

= Sib=0ya= centonces los valores propios son iguales a A = a. En dicho caso, la matriz
Hessiana es nula y por lo tanto se pueden obtener dos valores propios inmediatamente. Es
decir, la matriz M (x) es siempre diagonalizable.

= Se sigue que:

ﬁ —Ol}M(XO): [(1) _01} PDP !,

A1 0O
0 A

espectral es diagonalizable ortogonalmente, por lo que P! = P, Es decir,

{(1) _01}1\/[@(0)— ﬁ _01} PDP”.

donde P = [v; wvo] y D = [ 1 Como M (x¢) es simétrica, entonces por teorema

= Observe que:
(a+c) — (a—c) — 4b?
4

Es decir, el producto de los valores propios puede determinarse inmediatamente a partir del
determinante.

/\1/\2 = :ac—b2 = |M<X0,y0)|.

Este es el momento en que integramos todas las observaciones con anterioridad, podemos partir
notando que la funciéon H evaluada en la curva solucién es constante pues es una curva de nivel.
Asimismo, como H es C? podemos obtener su aproximaciéon de Taylor de segundo orden. De esta
forma, expandiendo en términos de u:

Hz(t),y ()] =~ H(xp) —i—MOU + %utl\/[ (x)u=c

Es decir,
u'M (x9)u=2[c—H (x0)] .

Como M (xg) es diagonalizable, entonces:
u'PDP'u = 2[c — H (x)].

Aplicando la transformacion lineal w = P'u, que no es méas que expandir y/o rotar cada uno de
los ejes, se tendra entonces que para la curva soluciéon debe cumplirse que:

De aqui podemos desprender que:

= Si \; y Ay tienen ambos el mismo signo (o equivalentemente |M (x¢)| = A\ A2 > 0), entonces
el comportamiento de [w; (t) ,ws (t)] es eliptico (y por transformacion lineal, el de u lo es en
consecuencia). En dicho caso tendremos entonces un centro (estable pero no asintéticamente
estable).
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= Si\y A tienen distinto signo (o equivalentemente |M (xq)| = A A2 < 0), entonces tendremos
una hipérbola en [w; (), ws (t)] que también lo seré en el sistema de coordenadas de u. Por
lo tanto, en este caso tendremos un punto silla, que es inestable.

Observe como en este caso las posibilidades de los comportamientos de los puntos criticos se ven
reducidas. Asimismo, ponga especial ojo en que es relevante determinar los valores propios de M
y no los de F. Mas atn, solo importa determinar el producto de los valores propios y no los valores
propios en si, por lo cual solo basta calcular el determinante de M (xq) y luego determinar su signo.
Cualquiera sea el caso, el analisis se ve sustancialmente simplificado para este tipo de sistemas.

Elaborado este marco tebrico podemos resolver sin mayores dificultades los siguientes problemas:

P125] Verifique que el sistema

dz

— =92

dt x?/?

dy

—J =1— 2 .2
dt x y’

es hamiltoniano y encuentre una constante de movimiento. Encuentre ademas sus puntos de
equilibrio y decida si son estables o inestables.

Solucién:

= Partimos demostrando que el sistema es hamiltoniano. Para ello, derivamos:

of
r,y) =20y — ——=— = —21
f(z,y) y e y
. ‘ 0
glx,y)=1—2>—1y* — SCA —2y
‘ Ay
0 dg
Luego, como —{—f = d—J entonces el sistema claramente es hamiltoniano.

) Y

» Obtenemos H (x,y) integrando en primer lugar la primera componente:

OH : :
Gy =~ @) = 2wy — H(ay) = =y +o(@).
Es decir,
OH ‘ ‘ ‘ ‘
07 — —y2+cl(q;) :1—172—’!/2 —)C/(l’) = 1—172.
7

3
x :
Integrando, ¢ (z) = = — 3 Con esto concluimos que:

.3
H (Jf: U) = _1';112 +x — % .
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= Determinamos los puntos de equilibrio resolviendo el sistema:

2zy =0,
-2 —y*=0.
La primera ecuacion implica que x = 0 6 y = 0. Si x = 0, entonces en la primera

ecuacion se deduce que y = £1. Si y = 0, entonces * = +1 analogamente. Los
puntos de equilibrio son entonces (1,0), (—1,0), (0,1) y (0,—1).

» Para estudiar la estabilidad de los puntos criticos determinamos la matriz hessiana

de H (x,y):
oy |2 =2y
M (z,y) = [—Qy _2:1:] .
Luego, evaluamos en cada uno de los puntos y calculamos los respectivos determi-
nantes:
-2 0
e M (1,0) = [ 0 _2} — |M (1,0)] =4 > 0 — estable.
2 0
e M(—1,0) = [0 2] — M (—1,0)| =4 > 0 — estable.
0 2 .
e M(0,-1) = [2 0] — M (0, —1)| = —4 > 0 — inestable.
0 -2 .
e M(0,1) = {_2 0 ] — |M (0,1)] = —4 > 0 — inestable.

P126) (a) Demuestre que el sistema

d

d—f = —3y% — 32 + Gy + 3,
d

d—‘z = 6xy — 3y* — 122 + 3,

es hamiltoniano, encuentre una funcién de Hamilton, halle los puntos de equilibrio y
clasifiquelos como estables o inestables.

(b) Demuestre que el sistema

diE se COS
— = —senx

dt y?
dy

- = cosxsenvy,
at y

es hamiltoniano, encuentre una funciéon de Hamilton, halle los puntos de equilibrio y
clasifiquelos como estables o inestables.
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Solucion:

(a) Procedemos en analogia al problema anterior:

= Demostrar que el sistema es hamiltoniano. Se tiene que:

0
f(z,y) = —3y* — 32> + 6y + 3 — —a—f = 62 — 6y
x
0
g(xz,y) =6zy —3y> — 120 +3 — a_g — 6z — 6y
Y
0 0
Es claro que _8_f = (‘3_9’ con lo cual el sistema es hamiltoniano.
T Y
s Calcular la funcién hamiltoniana. Se tiene que:
oH 2 2 3 2 2
En =3y°+3x° — 6y —3 — H(r,y) =y + 327y — 3xy” — 3y + c(x).
Es decir,
OH 2 / 2 /
s = 6xy —3y” + ¢ (x) =6zy — 3y — 122+ 3 — ¢ (x) = =122 + 3.
x
Integrando,

c(z) = —62° + 3z.

De esta forma,

H(z,y) =y + 32’y — 3wy® — 3y — 627 + 3z |

= Determinar puntos de equilibrio. Para determinar los puntos de equilibrio
resolvemos:

—3y* — 322 + 62y +3 =0,
6zy — 3y* — 122 +3 = 0.

Por transitividad se tiene que:
—3y* —32* + 62y +3 = 62y —3y*—122+3 — —32° = 122 — 2 (v — 4) = 0.

Si 2 = 0 entonces en la primera ecuacion se tendra que —3y%> +3 =0 — y =
+1. Si x = 4, entonces en la primera ecuacion se tendra que—3y? —48+24y+3 =
0. Luego, simplificando términos obtenemos asi la ecuaciéon de segundo orden:

y =8y —15=0— (y—3)(y —5) = 0.

Es decir, y = 3 6 y = 5. De esta forma, los puntos criticos son (0,1), (0, —1),
(4,3) v (4,5).
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» Clasificacién de puntos de equilibrio. Calculamos la matriz hessiana de

" 6 12 6 6
_ %Y — T — 0y
M(x’y>_[6x—6y 6y — 6|

Evaluamos en cada uno de los puntos y calculamos el determinante.

e M(0,1) = {:2 _66] — M (0,1)] = —36 — 36 < 0 — inestable.
—18 6
e M(0,-1) = 6  —6 — M (0,—-1)| =18 -6 — 36 > 0 —> estable.
6 6 .
e M(4,3) = 6 —6| — IM (4,3)] = =36 — 36 < 0 — inestable.
18 —6
e M (4,5) = 6 6 — |M (4,5)| =18 -6 — 36 > 0 — estable.

(b) Procedemos por analogia:

= Demostrar que el sistema es hamiltoniano. Se tiene que:

f(z,y) = —senxcosy — ——=— = COST COSY.

ox

g(x,y) =cosxseny — S COS T COS Y.

Ay
0 0
Es claro que ——f = —g, con lo cual el sistema es hamiltoniano.
or 0Oy
= Calcular la funcién hamiltoniana. Se tiene que:
OH
By = Senzcosy — H (z,y) =senzseny + c(x).
Y
Luego,
OH , ,
5y = cosaseny + (z) =coszseny — ¢ (z) =0 — c(x) = 0.
x

De esta forma,

H(x,y) =senxseny |

= Determinar puntos de equilibrio. Se genera el sistema:

senxcosy = 0,

cosrseny = 0.

Si senx = 0, entonces cosx = +1, por lo que en la segunda ecuacién necesa-
riamente implica que seny = 0. De esta forma,

Senx:0—> con k € Z.
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scny:()—> con n € Z.

Si cosx = 0, entonces senx = +1, por lo que la segunda ecuacién necesaria-
mente implica que cosy = 0. De esta forma,

cosx =0 — x:ig—i-Qmﬁ conm € 7.

cosy =0 — yzi%—l—%# con l € Z.

Observe que hemos obtenido infinitos puntos criticos.

» Clasificaciéon de puntos de equilibrio. Partimos calculando la matriz hes-

siana:
—senxrseny  COST COSY

cosrcosy —senxseny|’

M(fv,y)z{

Evaluamos en cada uno de los puntos criticos, sin embargo, como estos son
infinitos, separamos por casos y buscamos generalidades:
e Siz = km ey = nm, entonces las diagonales de la matriz se anulan. Asi-
mismo, cos (kr) = (—1)" y cos (n7) = (=1)", de modo que:

0 (_1)k+n‘|

(—1)F+n —> [M (k)| = — (—1)**2 = —1 <.

M (km,nm) = [

Por lo tanto, el equilibrio es inestable para este tipo de puntos.

o Siz =47 +2mm ey = £7 + 207 se tendra que las funciones coseno se
anulan inmediatamente. Asimismo,

sen <j:g + 2m7r> = sen <ig) = +1,
sen (ig + 2€7r> = sen <ig) = =41,

donde se aplico la periodicidad de las funciones coseno. Entonces,

F1

M (ig —&—2m7r.,ig —|—2€7r) = [ 0

01 _, ‘M(iz +2mw,i5+2m)‘ —1>0.
71 2 2

Luego, el equilibrio es estable para esta familia de puntos.

P127) Considere la ecuacion diferencial del sistema masa-resorte:

d?x dz

(a) Determine condiciones sobre m, by k para que el sistema sea hamiltoniano.

(b) Para las condiciones determinadas en (a), encuentre la funcién hamiltoniana asociada
al sistema.
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(c¢) Determine condiciones para que el sistema sea estable.

Solucioén:

(a)

()

Lo primero que debemos hacer es escribir la ecuacion diferencial de segundo orden
como un sistema de primer orden de 2 X 2 de modo que se puedan aplicar los
conocimientos estudiados con anterioridad. En efecto, hacemos:

=z — 2, (t) =2 (t) = 22 (t)
ry=a —ay(t)=2"(t) = ——2' (t)+ —x (t) = —a1 (t) — —2' (1) .
Es decir, el sistema asociado es:
() =L 0 €
T —k/m —=b/m| \zy )’

Es claro que:

of
1,Ty) =29 — —=—— = 0.
[ (@1, m2) = 2 o
k b 0 b
g(x1,02) = ——1 — —x9 —> 99 _ E—
m m 81’2 m
b
Entonces, se debera cumplir que —— = 0 — b = 0 para que el sistema sea
m

hamiltoniano.
Se tendra que:

ng (CL’l,ZL‘Q) = —T9 —> H (ZL‘l,ZEQ) = —x% + C(I’l) .

Derivando,

k
Moy (21, 22) = (1) = —

donde desapareci6 el primer término debido a que b = 0. Luego,

k
c(xy) = —%xf
De esta forma,
k
H (21, 29) = —15 — %x% .

Calculamos la matriz hessiana de H.:

M (21, 22) = {_"“O/m _01] |
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El determinante de esta matriz es % y buscamos entonces que % > (0 para que el
sistema sea estable. Dado que m representa una masa y por lo tanto m > 0, esta
desigualdad se traduce en , lo cual es perfectamente lograble para sistemas
fisicos, considerando en particular que k representa la constante de un resorte, de
naturaleza positiva.

233




	Ecuaciones diferenciales de primer orden
	Introducción
	Técnicas de resolución
	Ecuaciones diferenciales separables
	Ecuaciones diferenciales homogéneas
	Ecuación diferenciales lineales
	Ecuación diferencial de Bernoulli
	Ecuaciones diferenciales exactas
	Uso de sustituciones
	Ecuaciones de repaso

	Problemas de modelamiento matemático
	Ley de enfriamiento de Newton
	Modelamiento de poblaciones y ecuación logística
	Problema de mezclas
	Otros problemas

	Teorema de existencia y unicidad
	Análisis cualitativo en ecuaciones autónomas y estabilidad

	Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior
	Introducción: teoría general, existencia y unicidad
	Ecuaciones homogéneas de coeficientes constantes
	Fundamentos teóricos
	Problemas

	Ecuaciones no homogéneas: coeficientes indeterminados
	Ecuaciones no homogéneas: variación de parámetros
	Reducción de orden: método de Abel
	Aplicación: oscilaciones forzadas y resonancia
	Métodos de series de potencias
	Transformada de Laplace
	Definición, transformada inversa y propiedades básicas
	Propiedades
	Convolución
	Resolución de ecuaciones diferenciales lineales


	Sistemas de ecuaciones diferenciales
	Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
	Conceptos básicos
	Sistemas homogéneos: método de los valores propios
	Exponencial de una matriz
	Sistemas no homogéneos: variación de parámetros
	Aplicaciones

	Análisis cualitativo y teoría de estabilidad
	Sistemas Hamiltonianos



